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RESUMO

Este trabalho aborda alguns aspectos que considero como possiveis dificuldades
ao ensino-aprendizagem da disciplina Algebra Linear. Trata-se de uma disciplina
de grande importancia para muitos cursos de graduacdo da universidade e
considero que qualquer estudo que objetive melhorar este ensino € importante.
Contém diversas consideragfes sobre dificuldades que os alunos podem
enfrentar no estudo da disciplina, como aquelas relacionadas ao conhecimento
gue ja trazem do curso médio que tanto podem ser usados como auxilio como
também podem causar dificuldades de entendimento dos conceitos mais gerais
da disciplina, dificuldades com o uso da geometria, dificuldades com termos

conhecidos de outras disciplinas, dificuldades logicas e outras dificuldades.

Palavras chave: Algebra Linear, Ensino-aprendizagem, Obstaculos

Epistemoldgicos e Didéaticos, Geometria, Historia da Matematica.



ABSTRACT

This study deals with some aspects that | consider as possible difficults to the
Linear Algebra lessons understanding. It treats of a subject of huge importance
for many graduation university courses and | consider that any study that intends
to improve this teaching is essencial. It contains innumerous considerations
about difficults that students can face during the subject learning, like those
related to the knowledge brought from the high school, witch can either be used
as a help as can cause understanding troubles of general lesson concepts,
difficulties with use of geometry, difficulties with expressions known from other

classes, logical difficulties, and others difficulties.

Key words: Linera Algebra, Teaching-Learning, Obstacles Didatic and

Epistemological, Geometry, History of Mathematics.
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Capitulo 1

INTRODUCAO.

E muito comum o comentario sobre as dificuldades em aprender
matematica. O fato de alguém ter facilidade no aprendizado e uso desta matéria
significa para muitas pessoas inteligéncia superior, e esse fato é assim julgado
desde a antiguidade onde a matematica era reservada nas escolas para aqueles

gue seguiam os estudos até niveis muito elevados, pois:

No inicio do Livro VII da Republica, logo apés a Alegoria da Caverna,
Platdo, procurando explicitar os preceitos para uma educacdo adequada
ao filésofo, estabelece que antes de o candidato a filésofo seja introduzido
nos canones da Dialética € necessario que a ele seja ensinado o cultivo

das mateméticas (Soares, 1999, p.50).

Em dissertacdo de mestrado, Silveira (2000, p.28), sob o titulo —

“Matematica é para poucos” um sentido marcado na historia” - cita:

Problemas ligados ao inicio das estacdes podem ter criado a necessidade
dos primeiros calculos. Surgiram assim o0s especialistas na feitura de
calendérios e, inicialmente, esta profissdo foi reservada aos sacerdotes.
Foram eles os primeiros “matematicos”, os primeiros calculistas. Os
sacerdotes egipcios executavam laboriosas medi¢des a fim de adquirirem
um razoavel conhecimento acerca das enchentes e vazantes do Rio Nilo.
Em seus templos, bem dissimulados, existiam nildometros, aparelhos que

0s ajudavam nesse mister.



O povo néo participava desse trabalho nem conhecia a existéncia desses
instrumentos. Assim, quando os sacerdotes previam determinada enchente
ou vazante, tal previsdo era recebida pelo povo aureolada de profecia; por
via de consequéncia, os sacerdotes recebiam ndo apenas reveréncias
reservadas aos profetas e deuses como, possivelmente mais importante
que isso, outras homenagens mais materiais como presentes, dinheiro, etc.
Desta forma, desde o inicio, a producdo e organizacdo do conhecimento
matematico estavam em maos da classe dominante, ja que os sacerdotes
constituiam-se em aliados importantes do poder (Tenodrio, apud

Silveira,2000, p. 28).
Segue o0 comentario:

Neste primeiro recorte discursivo, aparece a presenca do ndo-dito, o que
ndo aparece no discurso dos sacerdotes, ou seja, 0 ocultamento de
informacdes para a comunidade, que com isso obtinham mais prestigio,
demonstrando assim, o carater ideol6gico que a matematica comeca a

apresentar, confirmando o discurso que diz que a “matemética é para poucos”.

Atualmente a sociedade, de um modo geral, vé a matematica em si como
um obstaculo a suas atividades cotidianas como, por exemplo, uma simples
declaracdo de imposto de renda que se torna um problema pelos calculos
“complicados” exigidos. I1sso se estende aos diferentes campos de atividades e
conhecimentos a ponto de que se uma area exige saberes mais especificos de
matematica entdo esta é considerada mais dificil e por isso, ndo raro, alguns

desistem de seguir adiante seus estudos.

O ser humano tem, no entanto, a matematica como parte da sua natureza,
pois, mesmo 0S povos primitivos, na mais remota antiguidade, tinham sua

matematica e algumas, para o0s padrbes atuais da matematica, bem



desenvolvidas e hoje quando se fala em ethomatematica significa exatamente
gue a matematica é uma ferramenta utilizada por todas as sociedades. Uma
linguagem perfeitamente integrada as atividades do dia-a-dia encontrada em

diferentes atividades humanas e as vezes de modo despercebido.

Mesmo considerando as dificuldades intrinsecas relacionadas a aquisi¢éo
ou construgdo do conhecimento, parece que o problema maior em relagdo a
matematica, esta nas escolas, nos professores, nos meétodos e estratégias de
ensino, que podem propiciar obstaculos a aprendizagem e consequentemente

levando a opinides negativas sobre a matematica.

Desde as séries mais elementares até 0 curso superior temos as mesmas
gueixas, os mesmos problemas, as mesmas dificuldades, que podem ter suas
origens em diferentes causas como, por exemplo, de um ensino que prima por
uma matematica destituida de significados, restrita a algoritmos e féormulas, sem
relacdes com a realidade e que leva a questionamentos do tipo: “Para que estou
estudando isto?”. Tal questionamento quando oriundo de um aluno do ensino
basico parece confirmar a causa citada, mas quando feito por aluno do ensino
superior, como a de uma aluna de uma universidade publica do Para, em abril
2006, na disciplina Algebra Linear, sobre combinaco linear, demonstra a
existéncias de obstaculos a aprendizagem, decorrentes ndo s6 da filosofia
matematica subjacente ao processo de ensino, mas de outras causas que
precisam ser melhores compreendidas, pois demonstram as dificuldades de uma
aluna de um curso superior, em ambiente de ensino que privilegia 0os processos
mentais abstratos e pelo ndo compromisso de aplicabilidade ao mundo real do
conhecimento ali gerado, de estabelecer relagbes entre o novo saber e os
saberes ja existentes em sua estrutura cognitiva. Parece haver algo no novo
saber que ndo encontra ancoradouro na estrutura cognitiva do aluno
universitario, e isso, no caso do estudo da Algebra Linear, tem se mostrado de

forma ostensiva.

A Algebra Linear, grosso modo, se caracteriza como uma teoria algébrica

unificadora para o estudo de diferentes areas da matematica, dentre elas, a



geometria, as equacdes diferenciais lineares, a analise funcional, além da
analise matricial e por isso tem um carater abstrato no j4 abstrato mundo da
matematica. E isso que amitde ouvimos pelos corredores de nossos alunos
guando a “enfrentam” pela primeira vez: “Isso € muito abstrato!” Detentora de
altos indices de reprovacédo ha nivel planetario, ou seja, ndo apenas no Brasil, 0

ensino desta matéria tem sido merecedor da atencéo de muitos pesquisadores.

Em sua dissertacdo Celestino (2000, p.11) apresenta quadros graficos com
resultados de reprovacdes na UNICAMP, USP, UNESP, que apontam indices
oscilando entre 25% e 50% em Algebra Linear, citando também pesquisas
realizadas em outros paises mostrando que os alunos apresentam dificuldades
na compreensdo dos principais conceitos da Algebra Linear e conseqiientes
baixos em seus aproveitamentos tanto no estudo desta disciplina como
naquelas da qual dependem de seu suporte tedrico. Na mesma linha a
pesquisadora francesa Gueudet-Chartier (2003, p. 1) aponta em artigo publicado
na revista Linear Algebra and its Applications, questdes relacionadas ao mesmo
problema na Franca, o que tem incentivado estudos sobre o assunto na area de
educacéo e resultados similares em publicagbes cada vez mais frequentes sobre

o ensino-aprendizagem da Algebra Linear.

No Estado do Para, onde atuei por décadas no ensino desta matéria em
duas Universidades Publicas, o cenario ndo é diferente dos apresentados pelos
autores supracitados e por isso elegemos como nosso objeto de pesquisa o
processo de ensino-aprendizagem da Algebra Linear nos cursos de graduacéo.
A escolha do processo ensino-aprendizagem em vez de somente da
aprendizagem ou do ensino, se justifica por ndo estar claro, para nos, se as
dificuldades estao restritas ao ensino desenvolvido pelos professores, no sentido
dos tratamentos apresentados, ou a questbes da aprendizagem, como as
cognitivas, por exemplo, ou ainda mesmo por questbes epistemoldgicas do
desenvolvimento da Algebra Linear que podem interferir em ambos, no ensino e
na aprendizagem. Pela complexidade da tematica procuramos estabelecer entao

como foco os obstaculos que podem estar presentes nesse processo.



Nessa Linha Gueudet-Chartier (2003, p.1) levanta a hipotese de *“a
geometria constituir um obstéculo ao aprendizado da Algebra Linear”, mas nao
chega a ser conclusivo, ou seja, ora a geometria pode constituir um obstaculo,
ora se torna um facilitador na apropriacdo de conceitos que envolvem ideais da
ortogonalidade, por exemplo. Isso nos leva a supor a existéncia de obstaculos
de ordem epistemolégica que por sua vez pode levar para outros obstaculos ao
aprendizado ou mesmo ao ensino da Algebra Linear. Desse modo nos
propomos investigar os obstaculos e por factibilidade de realizacdo de nossa
pesquisa, dado a amplitude e complexidade que o0 assunto remete, a
restringimos a nossa pesquisa a questdo “Quais obstaculos mais evidente na
conceituacdo de espaco vetorial?” A resposta a esta questdo é importante
porque nos permitird melhor compreender os desencontros entre ensino e
aprendizagem neste tema, pois, mesmo com 0s professores com expressivo
conhecimento do contelddo matematico, o0s resultados negativos dos
desempenhos de seus alunos podem mostrar que ndo estdo atentos as

peculiaridades relacionadas ao tema aqui proposto.

Pela objetividade de nossa questdo de pesquisa que envolve os obstaculos
a aprendizagem ou ao conhecimento e a Obvia e estreita relacdo com o
desenvolvimento histérico-epistemolégico do conhecimento buscamos autores
como Bachellard, D"’Amore e outros que de forma menos expressiva, mas de
fundamental importancia, nos subsidiam na compreensédo dos obstaculos que
podem estar presentes em sala de aula. Deste modo, € importante destacar que
buscamos ndo uma abordagem isolada de obstaculos e de histéria da
matematica, mas mostrar um pouco dessa relacdo entre ambas no processo de

ensino da Algebra Linear.

Por meio de questionario, isto € de uma pesquisa de campo, interrogamos
uma amostra de 15 alunos, de duas turmas, na ultima semana de aula do
semestre, ambas com professores de qualificagdo elevada, doutores em
Matemética, em uma universidade publica de Belém do Parad. Os assuntos

abordados nas perguntas exploram os aspectos relacionados ao tema espaco



vetorial. As conclusdes decorrentes das analises realizadas sdo subsidiadas

pelo exposto nos proximos capitulos.
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Capitulo 2

OBSTACULOS AO CONHECIMENTO.

No construtivismo de Piaget encontramos uma teoria aceita por muitos para explicar como
construimos, em nossas mentes, o conhecimento. Ndo nascemos com conhecimento, 0
conhecimento € construido durante toda a nossa vida. Com o auxilio dessa maravilhosa
ferramenta que € 0 nosso cérebro, entramos em contacto com o universo e de modo interativo,
através da experiéncia e da razdo, vamos entdo através da assimilacdo e da acomodacao,

interagindo com o ambiente construindo e reconstruindo nosso conhecimento.

No caso da sala de aula o conhecimento néo é adquirido diretamente da natureza, mas sim
mediado pelo professor. O professor conhecendo bem o assunto, as dificuldades, as técnicas
didaticas, os alunos, os pré-requisitos, os objetivos a serem alcancados, pode e deve

proporcionar para seus alunos facilidades na aprendizagem.

Mesmo supondo que todos tém potencial para aprender matematica, ndo
podemos esquecer as diferencas individuais e o0s obstaculos existentes ao
conhecimento, seja na aquisicdo direta deste conhecimento seja por meio da

mediacdo de um professor.

Considero importante que o professor tenha uma visédo especial do assunto,
gque seja capaz de avaliar livros textos e que tenha ferramentas didaticas para
utilizar no seu trabalho. O professor ndo deve ser conhecedor apenas da sua
disciplina. Deve ter conhecimentos também de outras areas que auxiliem o seu

desempenho.

Na sala de aula o professor deve estar atento aos obstaculos de qualquer categoria: de
natureza ontogenética, de natureza didatica ou de natureza epistemoldgica, de modo a facilitar a
aprendizagem. Evidentemente os obstaculos didaticos e ontogenéticos jA merecem sua atencao
pela sua prépria formacgéo profissional. Recomendo que, além disso, o professor também atente
principalmente para os obstaculos epistemologicos, os quais também devem ser de seu

conhecimento e que muito contribuirdo para superar obstaculos didaticos.
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Os conflitos cognitivos constituem um assunto relacionado ao que chamamos de obstaculos

de um modo geral:

Trata-se do seguinte: um estudante pode ja ter incorporado um conceito e ter dele

uma imagem; essa imagem pode ter sido reforcada ao longo do tempo por provas,

experiéncias repetidas. Mas pode acontecer, mais cedo ou mais tarde, que tal imagem

se revele inadequada com relagdo a outra imagem do mesmo conceito, por exemplo,

proposta pelo proprio professor ou por outros, contrastando com a imagem inicial.

Dessa maneira, cria-se um conflito entre a imagem anterior, relativa aquele
conceito, que o estudante acreditava ser definitiva, e a nova imagem; iSso
acontece quando a nova imagem amplia os limites de aplicagdo ou fornece

uma versdo mais ampla do conceito (D"Amore, 2005, p.81).

Além disso,

Nao é facil formar os préprios conceitos. Isto porque, cada conceito, mesmo
simples na aparéncia, esta rodeado por um entorno flutuante e complexo de
representacdes associadas que comportam diversos niveis de formulacdo e de

integracé@o do conceito (Giordan de Vecchi, apud D"Amore, 2005, p. 103).

D"Amore também afirma que:

Além do mais, é preciso considerar 0os obstaculos que se sobrepdem a
aprendizagem, propostos pela primeira vez por G. Brousseau desde seus
trabalhos de 1968, outros de 1972 e 1976 (Brousseau, 19723 1976), tornados
célebres por seu trabalho especifico de 1993 e pelo muito citado de 1986 [tal
conceito, porém, ja esta presente em estudos filoséficos de Gaston Bachelard
(1938), mesmo que restritos apenas as ciéncias naturais](DAmore, 2005, p.

103).

D’Amore, certamente influenciado por Bachelard, trata do assunto de

obstaculos voltados para a aprendizagem. Para melhor compreender esses

obstaculos recorreremos ao proprio Bachelard posteriormente para que se tenha
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uma idéia geral das dificuldades existentes na aquisicdo de conhecimento de um

modo geral e ndo apenas na sala de aula.
Distinguem-se trés tipos de obstaculos segundo D"Amore (2005):
- de natureza ontogenética
- de natureza didéatica
- de natureza epistemoldgica

Cada sujeito que aprende desenvolve capacidades e conhecimentos
adequados a sua idade mental (que pode ser diferente da idade cronolégica),
portanto, adequados a instrumentos e objetivos dessa idade: com relacdo a
aquisicdo de determinados conceitos, essas capacidades e conhecimentos
podem ser insuficientes para um projeto didatico do professor e podem assim
constituir obstaculos de natureza ontogenética ( o aluno poderia ter limitacdes
neurofisiolégicas devidas até mesmo a sua idade cronolégica). Por exemplo,
esta fadada a faléncia qualquer tentativa de introduzir demonstracoes na
segunda ou terceira série da Escola Média (alunos de 12-14 anos), no momento
de apresentar o teorema de Pitagoras. Isso obriga os professores a substituir a
“demonstracdo” por uma “prova”, as vezes concreta. Ainda, por exemplo, revela-
se ineficaz tentar introduzir na Escola Elementar, o conectivo logico “implicagao™

se A entéo B, pelo mesmo motivo.

Cada docente escolhe um projeto, um curriculo, um método, interpreta de
maneira pessoal a transposicdo didatica, de acordo com suas convic¢des
cientificas e didaticas: ele acredita nessa escolha e a propde a classe porque
considera eficaz; mas aquilo que é verdadeiramente eficaz para determinado
estudante ndo é dito que o seja para 0s outros. Para esses outros, a escolha

daquele projeto revela-se um obstaculo didatico.

Cada assunto matematico possui um estatuto epistemoldgico proprio que

depende da histéria de sua evolugcdo no interior da Matematica, da sua
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aceitacao critica no ambito da Matematica, das reservas que lhe séo préprias, da

linguagem no qual é expresso, ou que é necessaria para poder exprimi-lo.

Quando na historia da evolugdo de um conceito se percebe uma néo
continuidade, uma ruptura, mudancas radicais de concepcodes, entdo se supde
gue tal conceito possua no seu interior obstaculos de carater epistemol6gicos
para ser aprendido. Isto se manifesta, por exemplo, em erros recorrentes e
tipicos de varios estudantes, em diferentes classes, que séo estaveis no tempo.
A histéria da Algebra Linear mostra exatamente esse tipo de fenémeno. Acredito
que por este motivo podemos classificar muitas das dificuldades do ensino-

aprendizagem da Algebra Linear como dificuldades epistemoldgicas.

Quando se busca o conhecimento diretamente na natureza estamos
sujeitos a erros e obstaculos de varias categorias. Muitos pensadores ja
discutiram este assunto e € importante que o professor tenha conhecimento dele
para que, usando sua didatica, procure ajudar seus alunos na superacéo desses
problemas em sala de aula, quando possivel. As acdes didaticas devem prevenir
gualquer tipo de obstaculo. Se ja conhecemos, ou suspeitamos que possa surgir
um problema, porque nao procurar evita-lo? Os obstaculos didaticos ja devem
ter a atencéo do mestre; 0 que quero ressaltar € a importancia do conhecimento
dos obstaculos epistemologicos por parte do professor, do mediador, para
facilitar sua superacédo pelos alunos: “Os professores estudam, preparam suas
aulas, participam do planejamento escolar, esforcam-se por antecipar ou prever

as situacoes de aprendizagem” (Perrenoud, 2001, p. 12).

Ao professor ndo basta conhecer o assunto, o conteudo. Como afirma
Tardif (2002, p. 36): “Pode-se definir o saber docente como um saber plural,
formado pelo amalgama, mais ou menos coerente, de saberes oriundos da

formacéo profissional e de saberes disciplinares, curriculares e experiéncias.”

Além disso,
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Ensinar mobiliza um talento pessoal que nao se deve tanto a formacao, nem
mesmo a experiéncia; ele se deve muito mais a personalidade ou a inteligéncia
do professor: o que se pensa claramente é enunciado facilmente, e recorrendo

ao bom senso, € possivel comunicar de forma eficaz (Perrenoud, 2001, p.18).

Obstaculos Epistemoldgicos e Didaticos na sala de aula.

Como a aquisi¢cdo de conhecimentos em sala de aula é uma atividade que
tem a presenca de um mediador, de um facilitador, os obstaculos podem ser
previstos em muitos casos e entdo atenuados ou eliminados, facilitando a

aprendizagem.

Citamos entdo o que na nossa visdo deveria ser motivo da atencdo dos

professores da disciplina Algebra Linear e de outras disciplinas.

O problema especifico de validar nossos conhecimentos preocupa 0S
pensadores desde a antiguidade. Podemos ter seguranca a respeito daquilo que

conhecemos?

Pensadores desde a mais remota antiguidade até o presente momento tém
se preocupado com esses problemas. Cito alguns deles antes de me deter um
pouco mais em Bachelard por ter entre suas idéias algumas que considero se
aplicam diretamente ao ensino-aprendizagem de um modo geral e em particular

no caso da Algebra Linear.

Platdo que com a “alegoria das cavernas” da uma perfeita idéia dos

obstaculos que 0os homens tém para conhecer a natureza.

Bacon que percebeu que devemos nos despir de “preconceitos” quando

quisermos adquirir novos conhecimentos, para ndo termos influéncias de
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conhecimentos anteriores na nossa pesquisa atual. E uma tarefa impossivel,
mas devemos buscar o minimo de interferéncia. Ndo podemos simplesmente
apagar tudo aquilo que conhecemos, inclusive porque ficariamos sem um

referencial, sem nenhuma luz para nos orientar na busca de conhecimentos.

3.1. Platao.

426-348 AC.

A conhecida alegoria da caverna de Platdo é o ponto de partida.

Segundo Platdo os homens, na sua busca pelo conhecimento, comparam-
se a alguém que estando no fundo de uma caverna com as costas voltadas para
uma pequena abertura por onde entraria um pouco de luz e com os orgaos dos
sentidos atentos veriam movimentos de sombras que a pouca luz existente
projetaria nas paredes da caverna, e através desses estimulos procurasse
deduzir a realidade existente no lado de fora. Esse conhecimento da realidade,
do mundo exterior, certamente seria precario, seria resultado de um esforgo
intelectual muito laborioso, muito abstrato, associando sensacgdes, raciocinios,

deducgbes, imaginagéao, para formar um quadro, uma explicagéo da realidade.

3.2. Francis Bacon.

1561-1626

Até sua época os filésofos e sabios ndo procuraram os caminhos de uma
ciéncia operativa em beneficio do homem. Por essa razao propds, como uma
das tarefas preliminares de seu projeto examinar tecnicamente as causas desse

erro. Em outros termos, para se atingir o conhecimento correto da natureza e
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descobrir os meios de torna-lo eficaz, seria necessario ao investigador libertar-se

daquilo que Bacon chama “idolos” e nog@es falsas.

Os idolos e nocgbes falsas que ora ocupam o intelecto humano e nele se
acham implantados, ndo somente o obstrui a ponto de ser dificil o acesso a
verdade, como, mesmo depois de seu poértico logrado e descerrado,
ressurgirdo como obstaculos a propria instauracédo das ciéncias, a ndo ser que
0os homens, ja precavidos contra eles, se cuidem 0 mais que possam

(Andrade, 1984, p.13).

A palavra “idolos” é empregada por Bacon a partir da nocdo vulgar de
imagem de um falso deus, da idéia de idolatria, e revela o gosto do autor por

metéaforas religiosas.

Para Bacon os idolos séo de quatro tipos: “da tribo”, “da caverna”, “do foro”
e “do teatro”.

Os “idolos da tribo” sdo assim chamados porque inerentes a propria
natureza humana “ou a propria tribo ou raca dos homens”. Para os homens, por
exemplo, é natural tomar o conhecimento dado pelos sentidos como verdadeiro.
Eles ndo levam em conta que as percepcdes obtidas mediante os sentidos s&o
parciais, pois dependentes da conformagdo prépria do homem enquanto
espécie. Seriam muitos os “idolos da tribo” e eles levariam a uma apreenséo do
universo de maneira mais simples do que ele € na verdade e, sobretudo,
engendrariam toda espécie de supersticbes. Segundo Bacon, a tendéncia da
natureza humana no sentido de reduzir o complexo ao mais simples implica uma
visdo que se restringe aquilo que é favoravel. Tratar-se-ia de uma espécie de
inércia do espirito, cujas generalizacdes levariam em conta apenas aquilo que é
conveniente. Exemplo classico dessas generalizacbes seria encontrado na
astrologia, na qual as crencas supersticiosas ignoram as predicbes que
falharam, para ficar apenas com aquelas que resultaram conforme o esperado.

A mesma tendéncia a simplificacdo existiia na antiga nocédo astronémica
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segundo a qual todos os corpos celestes descrevem Orbitas circulares. Bacon
também coloca como exemplo de “idolos da tribo” toda a falsa ciéncia da cabala
gue imaginava realidades inexistentes, para fazé-las corresponder a
necessidades numericas. A alquimia, muito comum nos fins da Idade Média e no
tempo de Bacon, igualmente se inclui entre os resultados dos “idolos da tribo™:
0os alquimistas imaginam a atividade da natureza como analoga a atividade

humana, encontrando assim, antipatias e simpatias nos fendémenos.

O segundo tipo de “idolos”, os da caverna (termo que alude a célebre
alegoria da Republica de Platdo), sdo erros provenientes da conformacgéo de
cada individuo, distinguindo-se, deste modo, dos “idolos da tribo”, que se
referem a espécie humana. Cada pessoa — diz Bacon - possui “sua propria
caverna particular, que interpreta e distorce a luz da natureza”. A tendéncia dos
individuos seria ver todas as coisas sob determinada luz muito particular, a qual
estdo acostumados. “Assim, alguns espiritos tém condi¢cbes para assinalar as
diferengas, outros, as semelhangas, e ambos tendem ao erro, embora de
maneiras opostas; por outro lado, o dedicar-se a uma ciéncia ou a uma
especulacdo particular pode conformar de tal modo o pensamento do homem,

gue este tudo interpreta a luz daquela.”

Os “idolos do foro” (ou do mercado, ou da feira) sdo erros implicados na
ambiglidade das palavras e na comunicagéo entre os homens. De acordo com
Bacon, uma mesma palavra pode ser usada em sentidos diferentes pelos
interlocutores de um dialogo; isso pode levar a uma aparente concordancia entre
as pessoas, quando na verdade ocorre o contrario. Por outro lado, os homens
usam palavras, que ndo sdo mais do que abstracdes, como se fossem nomes de
entidades reais. “O homem cré que a razdo governa as palavras, mas é certo
também que as palavras afetam o intelecto, e é isso que torna a filosofia e as

ciéncias sofisticas e ociosas.”

Finalmente, os “idolos do teatro” tém suas causas nos sistemas filosoficos e
em regras falseadas de demonstracao. A expressao € justificada por Bacon pelo

fato de esses sistemas constituirem puras invencdes, como as pecas de teatro
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gue se sucedem na cena e nao proporcionam um retrato fiel do universo, tal

como ele realmente é.

3.3. Gaston Bachelard.

1884-1962

Temos Gaston Bachelard como um pensador associado ao estudo de
obstaculos epistemoldgicos que devemos considerar quando da aquisicdo de
conhecimentos. Temos uma quantidade consideravel de motivos para observar
se ndo estamos diante de dificuldades, de obstaculos que nos impegcam na sua
totalidade ou parcialmente de chegar a conclusbes corretas acerca daquilo que
queremos conhecer. Com argumentos mais atuais, e com exemplos, ele nos
mostra como podemos interferir na observacdo da natureza, na absorcédo de
novos conhecimentos, em nossas conclusdes, em nossas avaliacbes, por
obstaculos existentes sejam em nossas proprias mentes, sejam externos. Longe
daquela idéia da caverna, mostra que na nossa realidade temos muitas
oportunidades de errar e de corrigir os erros quando entdo estaremos com 0
conhecimento menos equivocado. Nao se garante que 0s obstaculos sejam

sempre superados, pois muitas vezes nao nos damos conta da sua existéncia.

Sempre, de alguma maneira teremos a interferéncia do observador na
natureza: seu conhecimento anterior, seu objetivo, suas expectativas, a
linguagem, os paradigmas de sua época, enfim tudo que existe em sua mente
participa da aquisicdo do novo conhecimento. Toda luz gera sombras. Existe
uma espécie de limite através de uma heranca cultural, que é referéncia para
limitar os novos conhecimentos. Os instrumentos que usamos a linguagem, 0s
paradigmas, toda nossa heranca cultural limitam nossa maneira de ver, limitam o

nosso olhar, limitam nossa observacgao, limitam nossa capacidade de conhecer.
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Observamos, mas com muitas olheiras, com muitos filtros, além daqueles que

fisicamente ja possuimos através de nossos 6rgaos dos sentidos.

Os obstéaculos relacionados por Bachelard em sua obra “A Formacgéo do
Espirito Cientifico” surgiram de analises que o autor realizou em trabalhos
cientificos do passado e mostrou as consequéncias da falta de atencéo a eles
guando se busca o conhecimento. Os equivocos, as deducdes baseadas em
falso conhecimento, enfim o descaminho das idéias quando esses obstaculos
nao sdo afastados, ou quando ndo estamos totalmente alertados para eles. Nem
todo obstaculo é evitavel porque o proprio processo de conhecer tras implicito o

erro, o obstaculo.

Temos como obstaculos tratados pelo autor alguns que aparecem com
mais frequiéncia e outros mais especificos, mas convém ressaltar que o autor
ndo esgota 0 assunto e sempre 0 mais importante é ter em mente a
possibilidade de obstaculos de um modo geral e ndo somente aqueles por ele

relacionados.

Trabalhou com questdes epistemoldgicas na Fisica, na Matematica e na
Quimica, a importancia da obra deste fildsofo da Ciéncia para professores e
pesquisadores em ensino de ciéncias € inquestionavel. A partir de 1940 até a
sua morte exerceu marcante atividade docente na Sorbonne, onde formou
geracdes de pensadores. Em 1961 recebeu o Prix National des Lettres. O
carater de sua obra permanece impar até os dias atuais. Nota-se em D"’Amore a

influéncia de Bachelard.

Bachelard inicia sua obra abordando a nocdo de obstaculos
epistemologicos, 0s quais sdo caracterizados como “conflitos do ato de
conhecer” que causam estagnacao e regressao no espirito cientifico, ou seja, no
pensamento cientifico. Toda “luz” tem potencial para provocar “sombras”. Dai
entendermos “luz” como sendo o0 conhecimento prévio e “sombras” o0s
obstaculos a aquisicdo do conhecimento causados pela “luz”. Quando limitamos

os exemplos da Algebra Linear & geometria deixamos muitas sombras que
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outras luzes podem ajudar a eliminar. Se utilizarmos também exemplos de
outras areas da matematica que estdo na génese da disciplina teremos varias

luzes reduzindo as areas de sombra.

O conhecimento do real nunca é “o que se pode achar” e sim o0 que se
deixou de pensar. “O ato de conhecer da-se contra um conhecimento anterior,
desestruturando e reconstruindo o saber” essa fala nos remete a idéia de
superacdo a qual descarta a idéia de partir do zero, peculiar nas culturas de
superposicao dos séculos XVII e XVIIl. O conhecimento anterior do aluno tem de
ser considerado para que ele consiga através do processo de assimilagdo e

acomodacéo evoluir.

Veremos mais tarde que na Algebra Linear, os conhecimentos que temos
de vetores como flechas e que vem desde o ensino do curso médio, podera
tornar-se um obstaculo da experiéncia primeira, do conhecimento anterior que
precisa ser reformado. Do mesmo modo o emprego de termos como
perpendicular, distancias ou comprimentos, projecdes e outros emprestados da
geometria podem dificultar a aplicacdo dos mesmos em elementos de outros

espagos vetoriais, como generalidades.

Para Bachelard é impossivel neutralizar de uma sé vez, os conhecimentos
habituais. Diante do real aquilo que cremos saber ofusca o que deveriamos
saber; é por isso que para ele o “espirito” apresenta-se a cultura cientifica cheio
de velhos preconceitos. O pensamento cientifico s6 ira ascender quando
rejuvenescer, ou seja, quando contradisser o passado “opinides, quase sempre

erradas, ndo servem de base”.

A opinido pensa mal, ndo pensa: traduz necessidades em conhecimentos.

Designa objetos pela utilidade impedindo-as de serem conhecidas.

A experiéncia primeira ou o conhecimento anterior como obstaculos.
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Dentro da nossa pesquisa, este obstaculo € o mais importante porque o
estudante ja chega ao curso de Algebra Linear com conhecimento prévio de
vetores, suas operagfes e ja tem experiéncia concreta de suas aplicagbes em
outras disciplinas como Fisica, por exemplo. No caso da Algebra Linear temos
de atentar para o conhecimento que o0 aluno ja tras e procurar evitar conflitos
com 0S novos conceitos que serdo apresentados. O modelo antigo deve ser

superado e generalizado.

Entende-se que o0 conhecimento é produzido como resposta aos
guestionamentos. Nada é gratuito ou evidente tudo precisa ser construido.
Temos que construir nosso conhecimento com muito sacrificio, baseados em

nossa capacidade de conhecer herdada de nossos antepassados.

A pergunta pode desgastar, o esforco pode cansar, mas a resposta
concreta continuard! “A partir dai, a atividade espiritual se inverte e se blogueia”
como resultado de um conhecimento que n&o admite questionamento.
Bachelard concorda com um epistemologo que diz: “os grandes homens séo

Uteis apenas até a primeira metade de suas vidas...”.

Certamente esta afirmacdo € um exagero significando que as idéias mais
importantes da humanidade, regra geral, surgem de pessoas mais jovens ou
ainda daqueles que estdo se iniciando em algum assunto, independente da
idade, por ndo estarem ainda com a cabeca dentro de um esquema de
pensamento antigo. Temos como conta-exemplo o préprio Bachelard que até

apos uma idade mais avancada continuou produzindo idéias importantes.

Um outro aspecto desta mesma noc¢do de obstaculo foi evidenciado no
principio da idéia dominante de Bérgson “Nosso espirito tem a tendéncia... de
considerar como mais clara a idéia que costuma utilizar com mais frequéncia”.
Tenhamos a idéia de Bachelard de que o instinto, a dificuldade de reorganizar o
saber, e a generalizacdo sdo obstaculos a serem superados. O instinto faz

resisténcia ao conhecimento, a cabeca bem feita (fechada), € produto da escola
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e esta precisando ser refeita; e a ciéncia tenta considerar fendmenos de

aspectos diversos como idénticos.

Na sua pratica pedagogica, o professor de ciéncia ndo se da conta dos
obstaculos epistemoldgicos, ou seja, de que seus alunos trazem conhecimentos
empiricos ou mesmo da propria escola que foram sendo construidos pelas suas
experiéncias cotidianas e nas salas de aula e que, portanto sédo “obstaculos que

precisam ser superados”.

Como Bachelard propde a superagdo desses obstaculos? Formando um
espirito cientifico que seja contrario a natureza, o cientista devera, para isso
procurar dentro de si e fora de si 0 que foi produzido por impulso da natureza e

assim oferecer-lhe resisténcia.

Por que sentimos dificuldade de entender esses obstaculos hoje? Os livros
de hoje apresentam uma ciéncia “socializada”, ndo & mais a ciéncia da rua e do
campo. Basta comparar um livio do periodo pré-cientifico, com um atual. No
século XVIII ndo havia significativo desnivel cultural entre autor e leitor, assim as
obas eram produzidas para o conhecimento popular, agora sao raros. Hoje em
dia a ciéncia € apresentada como que ligada a uma teoria geral, ndo da lugar ao
senso comum, em outras palavras, ndo permite ao leitor trocar opinido com o

autor.

O espirito pré-cientifico sempre acha que o natural tem maior valor que o
artificial, dai surgir a ciéncia da eletricidade, pois sendo ela um principio natural
servira, por exemplo, para distinguir os diamantes falsos dos verdadeiros.
Infelizmente o folclore sobre a ciéncia incipiente tomava conta das “melhores
cabecas”, as quais pensavam esta descobrindo o carater misterioso da

natureza.

No periodo pré-cientifico a imagem provoca a aceitacdo de hipéteses nao

verificadas e esta é validada por explicaces fantasiosas e afoitas.
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Nas salas de aula as imagens primeiras podem causar desastre
semelhante, um nome esquisito pode chamar a atengdo, mas nao garante que
se veja o essencial. Das aulas de ciéncias nos lembramos com facilidade do que
deu errado ou causou estrago (exploséo). Por conta disso Bachelard acredita ser
possivel tracar o perfil psicolégico dos alunos de séries elementares e suas
tendéncias futuras “... as experiéncias muito marcantes cheias de imagens sdo
falsos centros de interesses”, mas ele admite que “muitas vocag¢des de quimicos

comecaram por acidente”.

Por essa razéo, teoria e pratica devem ser “irmas gémeas” como também a
bancada do laboratério e o quadro negro, onde o professor extrai o abstrato do

concreto. “A experiéncia € feita para ilustrar um teorema”.

Para ser racionalizada, a experiéncia precisa ser inserida em um “jogo de
razBes multiplas”, uma Unica razao encontrada nao é suficiente, pois a teoria da
razdo tem contra si as convic¢des primeiras, a doce crenga na reciproca, as
necessidades de certezas imediatas e de se partir do certo. Contradizer os

antigos € provocar angustias.

Obstaculo verbal.

Bachelard caracteriza como obstaculo verbal “um caso em que uma unica
imagem ou até uma Unica palavra, constitui toda a explicagdo”, ou ainda, quando

se faz uso de um substantivo que possui varios adjetivos.

Uma idéia muito comum ¢é a de considerar o ar como se fosse algodao, 13,
esponja e muito mais esponjoso do que todos 0s outros corpos... com 0S quais
pode ser comparado”. “... em vez de supor que a dgua pode penetrar o ar,
molha-lo, e ja se terd tudo o que € necessério para explicar os fenébmenos....

(Réaumur apud Bachelard, 1996, p.92)
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Quando os pensadores do periodo pré-cientifico fizeram uso da imagem
generalizada de esponja, em seus experimentos, acreditavam nao existir a

necessidade de explica-la.

Se eu envolver a esponja com qualquer material com que a a4gua nao penetre
e se eu mantiver a esponja na agua, por meio de algum fio preso no fundo do
vaso, a esponja ficara tdo compressivel quanto era no meio do ar. Se, com um
pistdo,... eu fizer pressdo sobre a 4gua, a agua descera, e a esponja sera
forcada a ocupar muito menos volume, suas partes serdo obrigadas a alojar-se
Nos vazios que costumam manter entre si, e a agua vai preencher o lugar que
as paredes da esponja tiverem abandonado... Réaumur. (ele continua o
experimento sem mais isolar a esponja da agua e a considerar uma situacéo
onde a esponja seja 0 ar que tera assim a capacidade de dissolver a agua

gracas a sua propriedade esponjosa) (Idem)

Bachelard com a intencdo de mostrar que o acimulo de imagens prejudica
a razéo, e que o lado concreto do experimento é apresentado sem prudéncia, a
ponto de impedir a visdo abstrata. Os sentidos do adjetivo esponjoso (a) do
substantivo esponja séo: leve, poroso e absorvente; conferindo a esponja a
capacidade de verter, ressudar, ressumar, transudar, eliminar, extinguir, apagar,
expungir, surripiar, surrupiar e subtrair. Assim sendo “ao associar a uma palavra
concreta uma abstrata, pensa ter feito avancar as idéias”, segundo Bachelard a

abstracéo é obtida afastando-se das imagens primitivas.

O obstaculo verbal na Algebra Linear ocorre pelo uso de palavras
emprestadas da Geometria e da propria Algebra Vetorial anteriormente estudada
pelos alunos e que ja trazem significados limitados que o professor deve
procurar chamar a atencdo para novos significados. A palavra vetor j4 trds a
imagem de um segmento de reta orientado que podera servir de modelo para o

raciocinio do aluno e limitar sua compreensao.
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O conhecimento unitario e pragmético como obstaculo ao conhecimento

cientifico.

s

Para um espirito verdadeiramente cientifico todo conhecimento é uma
resposta a uma pergunta. Todo ele € o resultado de um exaustivo trabalho de
interrogacéo da realidade. Como tal, o objeto da Histéria das Ciéncias tem por
caracteristica fundamental o fato de que ele ndo nos € dado, mas, deve ser por
noés construidos, num processo de solugcdo de continuidade. Contudo, ja temos
entendido que existem muitos obstaculos epistemologicos para a constru¢do do

espirito cientifico.

Bachelard afirma que outro obstaculo a formacdo do pensamento
cientifico, € o conhecimento unitario e pragmatico. Para o espirito pré-cientifico,
a unidade é um principio sempre desejado, sempre realizado sem esfor¢co, ndo
€ permitido que a Ciéncia se contradiga, ou seja, compartimentada. O que é
verdadeiro para o grande deve ser verdadeiro para o pequeno e vice-versa. A
minima dualidade, desconfia-se e erra-se. Essa necessidade de unidade traz
uma multiddo de falsos problemas. Por exemplo, De Marivets e Goussier
preocupam-se com a dualidade absoluta mecéanica que poderia ser atribuida
ao fundamento da origem ou formagcdo do mundo, do universo conhecido.
Como atribuem a Deus o primeiro movimento do Universo, 0s autores véem-se
diante de uma objecéo: a impulsdo primeira viria juntar-se, como uma espécie
de criacdo dinamica, sobre a criacdo material, e, desse modo, haveria uma
criacdo em dois tempos, as coisas primeiro, 0 movimento depois? Tal

dualidade, aos seus olhos, € uma enormidade. Respondem entéo que:
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Nao supuseram que esse Operario tenha sido obrigado a fabricar fisica e
mecanicamente esse mecanismo, isto é, o Sol, por um choque produzido seja
no centro da massa, seja em qualquer outro ponto dessa massa, seja no
centro e, a0 mesmo tempo, em qualquer outro ponto dessa massa. O que eles
escreveram foi: Deus disse a esses corpos para girarem em torno de seus
centros. Ora, nisso ndo ha nada de inconcebivel, deduzem dessa ordem, cuja
execucdo torna-se a lei Unica da natureza, todos os fendbmenos dos

movimentos celestes. (Bachelard, 1996, p.108)

A unidade é, assim, realizada muito depressa, a dualidade suprimida num
instante! O que era inconcebivel mecanicamente, por uma acao fisica, torna-se
concebivel quando ligado a uma acao divina. Quem ndo percebe que a
concebivibilidade mudou de campo? Um espirito moderno ndo aceita esse mito
da unidade concebivel. Em especial, formula o problema teol6gico em um plano

diferente do problema cosmoldégico.

Um dos obstaculos epistemologicos em relacdo com a unidade e o poder
atribuidos a Natureza € o coeficiente de realidade, que o espirito pré-cientifico
atribui a tudo que € natural. H4 nisso uma valorizacdo indiscutida, sempre
invocada na vida cotidiana e que, afinal, € causa de perturbacdo para a
experiéncia e para o pensamento cientifico. A propria utilidade fornece uma
espécie de inducdo muito especial que poderia ser chamada de inducéo
utilitaria. Ela leva as generalizacOes exageradas. Pode-se entédo partir de um fato
verificado, pode-se até encontrar-lhe uma extenséo feliz. Mas o impulso utilitario
levara quase que infalivelmente, longe demais. Todo pragmatismo, pelo simples

fato de ser um pensamento mutilado, acaba exagerando.

O homem néo sabe limitar o Gtil. O util por sua valorizagcdo, se capitaliza
sem medida. Bachelard cita um exemplo em que a inducdo utilitiria age de
modo infeliz. Para Réaumur, as crisdlidas de lagartas “transpiram”. E essa

comunicacdo com o exterior que matam a vida latente da crisélida e a faz
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evoluir. Basta recobrir uma crisalida com verniz para que seu desenvolvimento
fique mais lento ou pare. Réaumur acha que 0s ovos, gragas a uma ousada
inducdo, sdo “espécies de crisalidas”. Propbe ele, portanto, que se passe sebo
Ou verniz nos ovos que se deseja guardar. Tal pensamento vai ainda mais além,
pois o historiador ainda conclui: “Que talvez os homens pudessem conservar-se
por mais tempo, untando-se com uma espécie de verniz adequada, como faziam
outrora os Atletas, como fazem ainda hoje os selvagens, embora com outros
objetivos” (Bachelard, 1996, p.114).

Como se pode perceber, em todos os fenbmenos procura-se a utilidade
humana, ndo sé pela vantagem que se pode oferecer, mas como principio de
explicagdo. Encontrar uma utilidade € encontrar uma raz&o. Ou seja, O
verdadeiro deve ser acompanhado do util, caso contrario este é mutilado. E
guando se descobre a utilidade, encontra-se a funcao real do verdadeiro. Esse

modo utilitario é, porém uma aberragéao.

Este obstaculo vem de encontro a idéia de alguns professores que para

simplificar o ensino da Algebra Linear afirmam que basta o aluno ter um bom
conhecimento do assunto no espaco R " porque qualquer espaco de dimenséao n

é isomorfo a ele. Unifica-se entdo o estudo totalmente no R "e perdem-se as
particularidades dos espagos em geral; do ponto de vista légico de quem ja
conhece a disciplina esta idéias é interessante, mas no ensino deve-se chegar a
essa idéia como uma conclusdo e nao usa-la como ponto de partida

simplificador.
Ao final do capitulo sobre Libido e Conhecimento Objetivo afirma:

Como se percebe, € o homem inteiro, com sua pesada carga de ancestralidade
e de inconsciéncia, com toda a sua juventude confusa e contingente, que teria
de ser levado em conta se quiséssemos medir os obstaculos que se opdem ao
conhecimento objetivo, ao conhecimento tranqilo. Infelizmente os educadores
nao colaboram para essa tranqlilidade! Ndo conduzem os alunos para o

conhecimento objetivo. Emitem mais juizos do que ensinam! Nada fazem para
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curar a ansiedade que se apodera de qualquer mente diante da necessidade
de corrigir sua maneira de pensar e da necessidade de sair de si para

encontrar a verdade objetiva (Bachelard, 1996, p.258).

Talvez, pelo fato de se especializar cada vez mais, o cientista sinta-se cada
vez menos atraido pelas alegrias totalitarias. Bachelard afirma que o filosofo &
um especialista de generalidades enquanto um cientista busca sinteses a partir
de especialidades, ndo podendo aceitar como pensamento objetivo, um
pensamento ndo objetivado por ele. As questdes referentes a objetividade

cientifica sdo problemas psicolédgicos e nao filosoficos.

Bachelard afirma que a curiosidade indeterminada nao constitui o
verdadeiro espirito cientifico, este espirito ndo pode ser influenciado pelo
realismo inicial, para que se possa ter a certeza de que o estimulo primeiro deixa
de ser a base da objetivacdo é necessario o controle social, onde o individuo
poderd ampliar seus horizontes no comportamento do outro. As construgdes de

conhecimento devem ser socializadas.

O autor demonstra que nas “ciéncias” 0 erro € necessario, pois pode
fomentar o desenvolver da operacao objetiva “mais vale confessar nossas tolices

para que nosso irmao reconhecga as suas...”.

A influéncia da psicandlise é latente neste capitulo. O leitor é convidado a
acabar com o orgulho das certezas gerais e com 0 cupidez das certezas
particulares. Recorre a outros autores para reforcar suas afirmativas, valoriza o
erro como via para o conhecimento objetivo, e chega propor a formacéo de
“sociedades cientificas complexas” que alem do esforgo I6gico, realizariam um

esforgo psicoldgico a fim de tornar mais apurada a busca do saber.

A educacdo é abordada, em particular no ensino de ciéncias, Bachelard
afirma que a educacédo cientifica, desenvolveu as qualidades da objetividade
mais do que em periodos menos escolarizados: “... a propor¢ao que uma ciéncia

se torna social, isto é, facil de ensinar, ela conquista bases objetivas.”
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As observagbes de Bachelard sdo pertinentes e revelam que alguns

problemas de sua “época”’ sdo comuns na atualidade, seu livro refere que:

... ha escola, o ambiente jovem é mais formador que o velho; os colegas, mais
importantes que os professores. Os professores, sobretudo na multiplicidade
incoerente do ensino secundario, apresentam conhecimentos efémeros e
desordenados, marcados pelo sigho nefasto da autoridade (Bachelard, 1996,

p.299).

Critica o papel dos docentes de sua época, que dogmatizam a ciéncia
privando os alunos. O papel da atividade de ensinar recebe aten¢c&o do autor,
gue cré em uma ciéncia de pensar, ndo proporcionando inclusive a experiéncia

psicologica do erro humano.

Nao basta ao homem ter razdo, ele precisa ter razdo contra alguém. Sem o
exercicio social de sua conviccao racional, a razdo profunda mais parece um
rancor; essa conviccdo que ndo se confronta com um ensino dificil age na

alma como um amor desprezado (Bachelard, 1996, p. 300).

A psicologia recebe tratamento especial, sendo considerada de suma
importancia para a atividade educacional. Bachelard estimula o desenvolvimento
da criticidade e aponta o erro da comodidade, que ndo deve existir no ensino de
ciéncias. Em momentos em que a ciéncia exige mutagdes psicolégicas das mais
decisivas, 0s interesses e o0s instintos manifestam uma estranha estabilidade,
este estado de resisténcia as mudancas nao sao pertinentes atualmente, pois “a

ciéncia contemporanea é cada vez mais uma reflexédo sobre a reflexao”.

Para Bachelard, o século XX, inicia com um movimento da ciéncia, onde, o
pensamento moderno exige que se resista a primeira reflexdo, quanto outrora

era o primeiro reflexo que resistia a reflexdo. E preciso pensar contra o cérebro.
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Recomenda-se que para a formacdo do espirito cientifico, as linhas de
inferéncia que levam as idéias devam ser tracadas a partir de suas origens
afetivas; o dinamismo psicolégico que as percorre, deve segundo Bachelard ser
“vigiado”, todos os valores sensiveis tém de ser depreciados. “O antigo deve ser
pensado em funcdo do novo”. Esta frase mostra bem o sentido da Algebra
Linear como idéia unificadora cujos conceitos generalizam conceitos de varias

areas antigas.

As relagbes entre escola e ciéncia encerram este capitulo, Gaston
Bachelard afirma que as ciéncias devem ser integradas na cultura geral, afirma
gue a cultura presa ao momento escolar é a hegagéo da cultura cientifica, e que
a ciéncia deve fundar uma escola permanente, “a Sociedade sera feita para a
Escola e ndo a Escola para a Sociedade”. E continua: “Na obra da ciéncia so se
pode amar o que se destréi, pode-se continuar o passado negando-o, pode-se
venerar o mestre contradizendo-o. Ai, sim, a Escola prossegue ao longo da

vida”.

A citagdo de Platdo, Bacon e Bachelard tém como objetivo mostrar de
modo o mais amplo possivel os problemas dos obstaculos ao conhecimento.
Quando temos dificuldades ou ndo entendemos um determinado conteudo,
certamente alguém que tenha uma visao dessa tematica podera nos auxiliar. Os
alunos das licenciaturas certamente terdo grandes beneficios em suas
atividades futuras como professores se adquirirem durante sua passagem pela

universidade conhecimentos relacionados ao assunto

Cito especificamente no caso da Algebra Linear uma maneira de contornar
obstaculos. Devemos definir nosso dominio de atuacdo, e, quando as vezes
fazemos interacdo de dominios, devemos chamar a atencao para este fato como
um meta-recurso que esta sendo utilizado para facilitar a compreensdo de um
assunto em um determinado dominio através da utilizagdo de um assunto mais
facil, ja conhecido, de outro dominio. Como veremos adiante a Algebra Linear da
oportunidade de trabalharmos fregientemente com os dominios algébrico,

geomeétrico e axiomatico. A passagem de um para outro pode ser um
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instrumento didatico de grande valor para a compreensdo do assunto, seja

através de exemplos, seja através de seu uso como meta-recurso.
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Capitulo 3

HISTORIA E O ENSINO DA ALGEBRA LINEAR.

Como seres humanos, temos nossa prépria natureza, nosso proprio
desenvolvimento bioldgico, e como consequéncia, aptiddes varias adquiridas ou
desenvolvidas para manusear conceitos matematicos ndo podendo, portanto,
parecerem estranhos e dificeis de entender, como se tivessem outra origem que
nao nosso préprio cérebro, o cérebro do ser humano. Problemas existem,
principalmente nas salas de aula, nas constru¢des desses conceitos pelas novas
geragdes que devem (re) construir essa heranca de conhecimentos de modo a
(re) significar para eles aquilo que historicamente significou para geracoes

passadas.

Existem dificuldades varias nessa reconstrucdo por parte de cada
estudante e o professor atento, conhecedor profundo do contetudo, dos
obstaculos que se apresentam a construcdo por parte de cada estudante,
conhecedor da histéria do desenvolvimento daquele assunto, com todos o0s
significados originais e adquiridos ao longo da historia, deve propiciar para que
os alunos tenham, através de um processo de significacdes e re-significacdes,
como chegar a ter aquela heranca de seus antepassados. Por este motivo
procuramos destacar a importancia do conhecimento da historia por parte do

professor.

Em outros termos essa mediagdo da heranca cultural feita pelos
professores, que carregam em seus ombros uma enorme responsabilidade
diante das novas geracdes exige deste professor cuidados que muitas vezes
ndo sdo observados, ficando o estudante com visGes parciais, ou até mesmo
equivocadas sobre assuntos importantes que mais tarde poderdo gerar novas

dificuldades.

Recorro a Henri Poincarré (apud Bruter, 1998, p 52): “Ao tornar-se rigorosa

a ciéncia matematica assume um carater artificial que impressionara toda gente;
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ela esquece as suas origens historicas; vemos como as questdes se podem

resolver, mas ja ndo vemos como e porque elas aparecem.”
E explica:

"Ora, para compreender uma teoria ndo basta constatar que o caminho que
seguimos nao esta cortado por um obstaculo, é preciso percebermos as razdes
gue o fizeram escolher.”. “Poderemos alguma vez dizer que compreendemos
uma teoria se lhe quisermos dar logo a sua forma definitiva, a que a logica
impecéavel lhe impde, sem que reste qualquer traco do tatear que a ela

conduziu?” (idem).

“A procura do rigor ndo é um exercicio de invencdo, mas de acabamento. E
certo que esta procura permite aperfeicoar as no¢bes de base, mas nao foi

gracas a ela que estas nog¢fes profundas foram descobertas.” (Idem).

Mas, como diz Poincaré: “a satisfacdo do mestre ndo é o unico objeto do

ensino”.

“Os principiantes ndo estéo preparados para o verdadeiro rigor matematico; s6
veriam ai sutilezas vas e fastidiosas; seria uma perda de tempo pretender
demasiado torna-los mais exigentes; eles precisam de percorrer rapidamente,
mas sem queimar etapas, 0 caminho que percorreram lentamente o0s

fundadores da ciéncia”. (Idem).

Poincaré baseia-se no fato do homem ser, sobretudo, um ser biolégico e no
fato do desenvolvimento mental do ser estar ligado ao de uma fisiologia que tem

suas leis. Desconhecé-las conduz ao fracasso.

“Os zollogos afirmam que o desenvolvimento embrionario de um animal
resume num tempo muito curto toda a histéria de seus antepassados das
épocas geoldgicas. Aparentemente 0 mesmo se passa com o desenvolvimento
dos espiritos. A tarefa do educador € a de fazer repassar o0 espirito da crianca
por onde passou o de seus pais, percorrendo rapidamente certas etapas, mas
sem suprimir nenhuma. Seguindo este raciocinio, a historia deve ser 0 nosso

guia”. (Idem).
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O quanto temos a aprender com a historia? O que a Algebra Linear tem a
ver com a historia? Por que neste trabalho sobre ensino da Algebra Linear e
seus problemas estou preocupado com a historia e em particular com a historia
da Algebra Linear. Este capitulo tem por objetivo responder a estas questées. O
olhar através da historia tras informagdes importantes para o ensino; o professor
ndo pode desprezar a histdria, e no caso da Algebra Linear a importancia do
conhecimento por parte do professor é fundamental segundo meu ponto de

vista.

Durante a pesquisa verifiquei a importancia do conhecimento da histéria da
Algebra Linear para o perfeito entendimento de seus conceitos e o entendimento
da disciplina como idéia unificadora. O entendimento da Algebra Linear como
idéia unificadora é muito importante porque ndo deixa o aluno assimilar a
disciplina como uma extenséo do calculo vetorial ou da geometria. Talvez para
outras disciplinas esse conhecimento da histéria ndo seja tdo importante, mas

para Algebra Linear é fundamental.

O texto a seguir mostra que o conceito de vetor tem milhares de anos e ja
era utilizado na antiguidade, tendo sofrido durantes esse periodo evolucdo até

nossos dias.

Os mecanicos, sob a inspiragdo de Arquimedes (287-212 a.C.), comecaram a
representar estas forgas por vetores, imagens naturais das cordas esticadas
por um cavalo quando puxa um fardo: a sua direcdo é a direcdo na qual se
exerce o esfor¢o, 0 seu comprimento € o da intensidade da forca (Bruter, 1998,
p. 92)

3.1. A Histéria e o Ensino da Matemaética.

Quando se fala em uso da historia para motivar o ensino da matemética a

primeira coisa que se pensa € mesclar os conteudos comumente ensinados com
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notas historicas associadas ao assunto, como por exemplo , qual 0 matematico
gue primeiro desenvolveu aquelas idéias , em que época , com qual objetivo e
depois mostrar sua evolucdo até nossa época e , se possivel , seu uso atual.
Isso mostraria ao aluno, além da ilustracéo, da cultura geral, da localizacdo no
tempo e no espago uma visao geral da evolugédo da humanidade nessa area de

conhecimento.

Temos varios exemplos de livros didaticos cujos autores utilizam-se da

historia.

A colecdo de Fundamentos de Matematica Elementar, volume 7 que trata

de Geometria Analitica, traz um interessante exemplo (lezzi, 1977, p.142).

Antes do capitulo VII, Cénicas, na pagina 142 mostra o seguinte texto sobre

Blaise Pascal:
Matematico foge para a religido.
Blaise Pascal (1623-1662)

Blaise Pascal, francés, tinha como o pai, Etienne Pascal, inclinacdo para a

Matematica.

Pascal, aos 12 anos participava com seu pai de reunides informais na
Academia de Mersenne em Paris, onde conheceu as idéias de Desargues.
Baseado nelas, aos dezesseis anos publicou “Ensaio para as Cdnicas” com
apenas uma pagina, mas a de maior importancia para a Histéria. Nela estava o
Teorema de Pascal sobre hexagonos inscritos numa cénica, a partir do que
deduziria muitos corolarios como, por exemplo, 0 que da a construgdo da

tangente a uma cénica por um ponto dela.

Aos dezoito anos, Pascal dedicou-se a construcdo de uma maquina de

calcular e no ano seguinte vendeu aproximadamente cinquenta delas.
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Em 1648 interessou-se por hidrostatica do que resultaram experiéncias sobre

0 peso do ar e pressao de fluidos.

Em 1654 voltou & Matematica com o trabalho “Obra Completa sobre Conicas”,
gue ndo chegou a ser publicada, mas onde, segundo Leibniz, utilizava-se de
métodos sintéticos, pois Pascal ndo dava a merecida atencao e importancia ao
uso da algebra simbolica e suas notagbes, estando neste aspecto bem

atrasado em relagdo ao seu tempo.

Em uma carta enviada a Fermat, Pascal d4 o ponto de partida real para a
moderna teoria das probabilidades, ligando este assunto ao tridngulo
aritmético de Cardan, que, desde entdo, é conhecido como “triangulo de

Pascal”, descobrindo algumas novas propriedades.

Em 1654, com habilidade excepcional no esclarecimento de conceitos, torna-
se responsavel, com Fermat e outros, pelo desenvolvimento dos métodos

intuitivos ou “indugdo matemética”.

A 23 de novembro de 1654 Pascal abandona a Matematica e a Ciéncia,
dedicando-se inteiramente & Teologia sobre a qual escreveu a obra “Cartas

Provinciais” e “Pensamentos”.

Mas, numa noite de 1658, impedido de dormir por uma dor de dentes ou mal-
estar e, para distrair-se, comecou a estudar as cicléides, achando volumes,
areas e centros de gravidade. A dor passou milagrosamente e Pascal tomou
isso como sinal de aprovacdo de Deus ao seu estudo da Matematica. Esta foi
a Ultima noticia que se tem da obra deste mateméatico extremamente religioso.

(lezzi, 1997, p 142).
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Evidentemente este texto € somente uma ilustracdo que o autor usa e que
podera ou ndo motivar quem esta estudando geometria. Ndo tem nenhuma

funcdo especifica dentro da aprendizagem do assunto Conica.

Para a educacdo matematica € importante questionarmos como a historia
pode contribuir para melhorar o ensino. A histéria da matematica normalmente
serve de motivacdo, desperta o interesse, pode servir de exemplo didatico se
observarmos na historia como era ensinada, serve para mostrar sua ligagdo com
0 0s problemas de uma determinada época, enfim pode ser utilizada sob

diversos olhares e todos interessantes.

Um dos usos mais interessantes da historia € servir como uma fonte para
confeccao de atividades mostrando a utilidade de seu contetdo, redescobrindo
os problemas originais que levaram a evolugdo daquele conteudo, usando

material concreto.

Depois podemos fazer uma traducao de contextos, daquele que originou o
assunto para o contexto atual do estudante, relacionando as mudancas de
contexto, e a utilidade atual para despertar o interesse. Essa concepcéo de

historia e seu uso no ensino, sempre numa perspectiva de resgate das situacoes

hY

problematizadoras conduzem os estudantes a redescoberta da matematica

através das informagdes histéricas que revestem essas situaces.

Mendes (2001), em seu livro “O Uso da Historia no Ensino da Matematica”

cita como exemplo o caso da trigonometria:

“a trigonometria teve sucessivas re-interpretacdes de modo a ser utilizada de
acordo com as necessidades e interesses de cada época, desde o ponto de
vista instrumental da agrimensura, em que 0 seno representava a razao entre o
lado oposto de um angulo agudo e a hipotenusa de um triangulo retangulo,
passando pela astronomia grega que utilizava a determinacdo de
comprimentos de cordas de circulos em funcdo dos arcos correspondentes,
com isso ampliando a nogao de seno, até a elaboracgéo do trabalho de hindus e

arabes para a metade da corda, chegando por fim ao trabalho de utilizac&do da
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trigonometria no campo dos complexos, além da incorporacédo dessas nocoes

ao desenvolvimento de alguns topicos da Fisica (Mendes, 2001, p. 34).

Se na trigonometria temos todas essas informagbes nao quer dizer que
também teremos de todos 0s assuntos ou que possamos usar 0S problemas
originais para motivar os estudantes. O livro do Professor Elon Lima,
“Logaritmos”, mostra o exemplo do logaritmo em que a motivacdo atual €

totalmente diferente daquela da época da criacao.

Nosso enfoque neste momento é outro, totalmente diferente dos exemplos
citados acima. Pretendemos mostrar como o passar da historia é importante,
fundamental para o desenvolvimento do conhecimento matematico, que €
guardado e repassado de geragcdo em geracao pelos livros, pelas escolas, pelos
professores. Nao € a citacédo dos fatos historicos nas aulas ou nos textos, mas o

conhecimento por parte do professor que € importante.

Trata-se de um fendbmeno natural, cultural, que nos permite ir acumulando e
diversificando nossos conhecimentos, nossa cultura e levando para frente, tudo
aquilo que nossos antepassados criaram, e desenvolvendo novos

conhecimentos que por sua vez serdo repassados para as futuras geragoes.

Cada um de nos €, respeitando as individualidades, um produto Unico de
nossos antepassados, queiramos ou ndo, respeitando nossas caracteristicas
como seres humanos com arquiteturas mentais semelhantes. Temos herancas
culturais em todas as areas de conhecimento que nos sdo repassados pela
escola, pelo meio ambiente, de modo mais ou menos imperceptivel, sendo que
na escola é perceptivel e proposital. Cada um de nos carrega uma heranga que
€ Unica para cada individuo, pois as combinac¢fes de fatores que nos influenciam

sdo Unicas para cada individuo.

Deste modo cada um de nos constréi seu proprio eu de uma maneira

particular assimilando fragmentos maiores ou menores de nosso ambiente como
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num quebra cabeca de infinitas pecas que cada um monta, compondo sua

individualidade.

As caracteristicas do ambiente em que vivemos que nos torna diferentes,
utiizam de modo maior ou menor nossas fung¢des basicas, comuns a todos os
humanos, geradas pela evolugdo de nossa mente. Algumas ferramentas ficam
mais esquecidas (0 meio exige menos), outras sdo mais usadas (0 meio exige
mais) e assim os seres humanos se mostram diferentes na aparéncia. Quando e

se solicitadas, as ferramentas estao la em nossas mentes.

Segundo a psicologia evolutiva nossa estrutura biolégica exerce uma
influéncia fundamental em nossa mente; cré que a mente esta constituida por
uma série de processos cognitivos especializados, cada um dedicado a um tipo
concreto de comportamento. Temos uma “natureza humana” e o conhecimento

matematico ndo é estranho a essa natureza.

Miguel (2002) em seu “Breve Ensaio Acerca da Participacdo da Histéria na
Apropriagdo do Saber Matematico” mostra através de seus trabalhos um

interesse especial pelo papel da historia na matematica.

Marx (apud Miguel, 2002, p.104) diz:
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Os homens fazem sua proépria histéria, mas ndo como querem; nao a fazem sob
circunstancias de sua escolha e sim sob aquelas com que se defrontam
diretamente, legadas e transmitidas pelo passado. A tradicdo de todas as
geracdes mortas oprime como um pesadelo o cérebro dos vivos. E justamente
guando aparecem empenhados em revolucionar-se a si e as coisas, em criar
algo que jamais existiu, precisamente nesses periodos de crise revolucionaria,
0s homens conjuram ansiosamente em seu auxilio 0s espiritos do passado,
tomando-lhes emprestado 0s nomes, os gritos de guerra e as roupagens, a fim
de apresentar-se nessa linguagem emprestada [...] De maneira idéntica, o
principiante que aprende um novo idioma traduz sempre as palavras deste
idioma para sua lingua natal, mas, s6 quando puder maneja-la sem apelar para
0 passado e esquecer sua propria lingua no emprego da nova, tera assimilado o

espirito desta Ultima e podera produzir livremente nela (Miguel, 2002, p.104)

Admitir como verdade que os alunos se apropriam de conhecimentos
matematicos na interagdo com o professor, com os demais alunos e com 0s
textos e atividades escolares, num processo ininterrupto de negociacao de
significados e de re-significacdo, processo esse cujo limite é dado pelas
significagbes socio-historicamente construidas no passado, isto & por nossos
antepassados, entdo esse processo, queiramos ou hao, ja traz subjacente a si
mesmo, uma interacdo com o passado, com a historia, ainda que nem
professores e nem alunos tenham consciéncia disso e ainda que, caso a
tenham, ndo estejam dispostos, pelas mais diferentes razdes, a tornarem

explicita essas relagdes.

Por exemplo, quando professores e alunos esforcam-se em atribuir
significado a uma expresséao algébrica do tipo 3X+5 , 0 processo de negociacao

gue se estabelece sempre tenderé a eliminar algumas dessas significacdes e a
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realcar outras tendendo, no limite, a firmar e a confirmar aquelas significacdes

sécio-historicamente estabelecidas.

Como poderiamos interpretar e desenvolver, isto é, explorar livremente a

analogia estabelecida por Marx?

Antes de tudo, o que ela parece dizer € que aprender é comparar, isto é,
que ndo se pode aprender 0 que quer que seja sem se tomar algo como
“unidade de medida”. Se o que desejamos aprender € uma lingua estrangeira., a

“unidade de medida” passa a ser nossa propria lingua.

Mas a expressédo “lingua estrangeira” deve ser aqui compreendida como
uma variavel que toma valores arbitrarios no conjunto universo do conhecimento
humano, nele incluida a propria matematica. Além disso, ainda que essa
analogia linglistica, ao eleger a operacdo mental “comparacdo” como o
elemento mediador inicial necessario para a apropriagdo do saber acabe
sugerindo que esta se ache inalienavelmente condicionada por um imperativo
psicologico, as expressdes “lingua estrangeira” e “nossa propria lingua” devem
ser no contexto dessa analogia, interpretadas como instituicdes historico-sociais,
isto €, como instrumentos soOcio-historicamente constituidos num tempo que é
sempre cronologicamente anterior ao tempo no qual se processa cada ato de
aprendizagem individual desses instrumentos. Portanto cada uma dessas
“linguas”, isto é, a “nossa” e a do “outro” constituem, em si mesmas,
experiéncias de outros, constituida no tempo de outros, hum passado que
permeia o0 Nosso presente e qualquer presente. E esse o aspecto comum entre a

“nossa lingua” e a “lingua do outro”.

Do mesmo modo que o principiante que aprende um novo idioma traduz
sempre as palavras deste idioma para sua lingua natal, pensamos que nao
haveria como redirecionar o ensino-aprendizagem a matematica de modo a
torna-lo realmente significativo, reflexivo e problematizador, sem inicialmente

traduzi-lo para a lingua que serviu da base para sua constituicdo, e segundo a
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qual ele foi pensado, produzido e negociado. Essa “lingua”, € claro, é a sua

historia e essa histéria € a nossa heranca.

Traduzir significa aqui, ler, no presente e segundo as diferentes
perspectivas intengdes e circunstancias de cada presente o passado a luz de
Nosso proprio passado, isto €, tentar fazer do passado o outro ndao o espelho do

nosso proprio passado, mas a condi¢cao de possibilidade de uma leitura pessoal.

O carater de obrigatoriedade desta traducdo advém do fato de ndo haver
como, psicologicamente, desobrigar-se ou renunciar a esta heranca. Isto porque
a mente humana € uma estrutura ou entidade social. Isto significa que a mente
de um sujeito é sempre, e a todo momento, a mente de muitos sujeitos, uma
mente na qual encontram-se e sedimentam-se de forma desorganizada e
dissonante, aspectos (concepcoes, saberes,valores,atitudes,...) da experiéncia
social coletiva de diferentes grupos culturais humanos, apropriados e re-
significados de forma original e Unica por cada sujeito em funcéo ndo apenas de
um conjunto de fatores casuais e subjetivos , mas também, e sobretudo, de um

conjunto de fatores contextuais e imperativos.

Esse ponto de vista ndo vé a histéria da matematica como um sotao
repositorio de objetos, técnicas, métodos, problemas, obstaculos, mecanismos
de passagem ou do que quer que seja, a ser total ou parcialmente, transposto
de forma mecanica para o plano do ensino-aprendizagem, mas como uma
experiéncia humana acumulada que constitui e condiciona, em todo e qualquer
presente, a apropriacdo subjetiva do conhecimento matematico. Pensamos ser
de fundamental importdncia que se ressalte o papel do professor como

representante da herancga histérico-social do conhecimento matematico.
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3.2. A Histéria da Algebra Linear.

7

A Algebra Linear é um exemplo de idéia unificadora que surgiu da
unificacdo de conceitos aplicados a varias disciplinas que ja existiam
anteriormente como mostra a historia do seu desenvolvimento. Este fato € muito
importante porque para seu entendimento € necessario que o professor e

posteriormente o aluno percebam a extenséo de seus conceitos.

A Algebra Linear teve varias origens. Algumas delas tém ligacdo com a
geometria e outras ndo tém uma ligacdo especial com a geometria, como o
estudo dos sistemas de equacles lineares. A origem “mais” geométrica da
algebra linear parece ser o trabalho de Leibniz. Ele criticou os métodos analiticos
de Descartes e Fermat e tentou elaborar um calculo geométrico que permitiria
calcular diretamente dos objetos geométricos. Leibniz ndo alcan¢ou seu objetivo,
mas abriu uma nova linha de pesquisa. Mais de um século mais tarde,
Grassmann desenvolveu uma teoria em seu livro: Die lineali Ausdehnungslehre,
gue foi sua prépria pesquisa de um calculo geométrico. Sua teoria € muito geral
e abstrata, e fornece muito mais do que calculo geométrico. Mas a despeito de
sua generalidade, a origem geométrica esta muito presente. Alguns resultados
séo introduzidos de dentro da geometria e entdo sdo generalizados. No final de
cada capitulo aplicacdes geométricas sao apresentadas.

De fato, geometria € onipresente e € muito dificil para o leitor do livro formar
uma idéia concreta da teoria fora das aplicacbes geométricas. O proprio
Grassmann falhou quando tentou usar um vocabulario diferente para o caso
geral. Depois de explicar a importancia de usar palavras diferentes para a teoria
geral e para suas aplicacbes geométricas, ele usa no contexto geral um

vocabulario que deveria ser restrito ao caso geomeétrico.

Para um leitor de Ausdehnungslehre é como estar dentro de um contexto
geométrico ao invés de uma teria geral avancada. Isto aconteceu com um
famoso leitor do Ausdehnungslehre: Giuseppe Peano. O livro Ausdehnungslehre

de Grassmann foi mal compreendido, se ndo ignorado, na sua época. Peano,
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um defensor de Grassmann, tentou apresentar a teoria de Grassmann em um
livro intitulado “Calcolo geométrico” (1888). Mas novamente restringiu, ele

mesmo, as suas aplicacdes geométricas.

Grassmann elaborou uma teoria muito geral que inclui grande parte da
moderna Algebra Linear. Mas, a importancia da geometria em seu livro, e a falta

de outros exemplos concretos, prejudicou o desenvolvimento da teoria geral.

Os trabalhos que determinaram o desenvolvimento da Algebra Linear
moderna pertencem a Analise Funcional. Por volta de 1880 até 1930, varios
matematicos como Maurice Fréchet, Frédéric Riesz, Erhard Schmidt, Norbert
Wiener, Hans Hahn e Stefan Banach, estudaram espacos vetoriais de dimenséo
infinita. Suas pesquisas levaram ao conceito de espacos vetoriais de funcdes, e
eventualmente a moderna apresentacdo axiomatica de espaco vetorial. Todos
esses autores introduziram teorias gerais que também se aplicam a geometria.
A geometria tem um destaque especial, por causa do vocabulario geométrico
tais como ortogonalidade, distancia, etc., que € usado na teoria geral. Leitores
dos trabalhos de Riesz ou Schmidt provavelmente serdo ajudados pelas

analogias geométricas.

Além de mostrar como se deu o desenvolvimento da Algebra Linear, sua
histéria mostra o quanto foi dificil sua compreenséo pelos proprios matematicos
da época que custaram a perceber seu objeto proprio, como idéia unificadora,
independente da geometria, com idéias gerais aplicaveis a varias areas da
matematica. Este fato € muito importante e é fonte, ainda hoje, de dificuldades

de ordem epistemoldgica.
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Capitulo 4

CONSIDERACOES SOBRE O ENSINO DA ALGEBRA LINEAR.

Este capitulo estd baseado em trabalho da Dra. Ghislaine Gueudet-
Chartier, do Laboratério de Didatica da Matematica, da Universidade de Rennes,
Franca, em dissertacdes recentes que pesquisei como as do professor Luis
Carlos Barbosa de Oliveira da PUC/SP que tem por titulo “Como funcionam os
recursos meta em aula de Algebra Linear”, de 2005 e ja citada anteriormente
“Ensino-Aprendizagem da Algebra Linear: as pesquisas brasileiras na década de
90", do professor Marcos Roberto Celestino, também da PUC/SP, 2000 e em
minha experiéncia como professor universitario, além da analise de questionario
apresentado a alunos de uma universidade publica do Pard com questbes

relacionadas a disciplina Algebra Linear..

Motivado inicialmente pelo artigo, “Should we teach linear algebra through
geometry”, (Gueudet-Chartier, 2003), fui levado a questdo: Quais os problemas
mais freqiientes encontrados no ensino-aprendizagem da Algebra Linear e
relacionados ao entendimento dos conceitos mais importantes de espaco
vetorial? Além desta questdo outras naturalmente surgem como conseqiéncia

das dificuldades do ensino de um modo geral.

Gueudet-Chartier, aborda o problema do uso da Geometria no ensino da
Algebra Linear. Sem ser conclusivo o artigo deixa claro que devemos ter
cuidados com o uso da Geometria, que tanto pode auxiliar o ensino como pode
também ser um obstaculo ao entendimento de alguns conceitos da Algebra

Linear.

A importancia da Algebra Linear e das pesquisas sobre seu ensino-
aprendizagem repousa no fato de que ela hoje se encontra subjacente a quase

todos os dominios da Matematica e consequentemente, é imprescindivel que



46

aqueles que pretendem trabalhar com as ciéncias que utilizam a Matematica,
tanto como objeto de seu estudo quanto como instrumento para outros estudos,

dominem seus principais conceitos.

Além das dificuldades ja citadas no ensino aprendizagem da Algebra

Linear, Oliveira (2005) ressalta o fato de que:

“ndo foi encontrada nenhuma situacdo-problema que o aluno possa se
defrontar em um primeiro curso de Algebra Linear que dé origem ao
desenvolvimento de noc¢des elementares. As situacBes-problemas existentes
ou sdo complexas e exigem do aluno um conhecimento ainda ndo adquirido ou
sdo tdo elementares que ele pode resolvé-las sem o emprego dos

conhecimentos de Algebra Linear (Oliveira, 2005,18)”.

4.1. Modos de descrever a Algebra Linear.

Os modos de descrever a Algebra Linear s&o multiplos.

Joel Hillel (2000, p.191) identifica “trés modos de descricdo da Algebra Linear: o
modo abstrato, 0 modo algébrico, e 0 modo geométrico”.

O modo abstrato usa a linguagem de uma teoria formal: espacgo de vetores,
subespacos, homomorfismos, nucleo e imagem, etc.; 0 modo algébrico usa a
linguagem das n-uplas e matrizes; 0 modo geométrico usa a linguagem dos
espacos de dimensao dois e trés: pontos, retas, planos, direcdo, etc. A descri¢cao
de Hillel das dificuldades dos estudantes com o modo geométrico questiona

seriamente o uso da abordagem geomeétrica no ensino da Algebra Linear.

As dificuldades associadas com as representacbes de “ponto e seta” de um
vetor sdo muito notaveis. Um vetor (aqui a palavra vetor significa qualquer
elemento de um espaco vetorial) pode ser olhado como um ponto ou como

uma seta. Hillel observa que muitos professores usam ambas as
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representagbes indiscriminadamente. Vetores sdo ao mesmo tempo
representados como pontos, por exemplo, quando se ilustra a distancia de um
vetor a um subespaco; mas as setas sdo preferidas quando ilustramos

operac0es tais como adicao de vetores. (Gueudet-Chartier, 2003, p.2)

Frequentemente, existem diagramas que usam ambas as representacoes

ao mesmo tempo.

Hillel descreve as subsequentes interpretagbes mistas dessas

representacdes pelos estudantes em detalhes.

Por exemplo, quando os estudantes s&o solicitados a desenhar o conjunto de

vetores D={(xy) € R* ,xty=1}, eles desenham os eixos em R ? e a
reta correspondente a x+y = 1. Mas quando questionados sobre um elemento
de D, a maioria deles desenha uma seta sobre a reta, ao invés de uma seta

unindo a origem a um ponto da mesma (Idem).

Tais dificuldades limitam os beneficios dos desenhos e mesmo de imagens
mentais no ensino da algebra linear. Imagens mais apropriadas podem ser
usadas pelos professores, por exemplo, usando somente vetores fixos na

origem. Mas isso raramente é feito.

Muitos estudantes pensam 0s conceitos matematicos em termos de seus
exemplos prototipos ao invés de definigbes. Por exemplo, alguns estudantes,
dado um par de vetores da base e questionados a construir uma transformacéo
linear com os vetores dados, procuram uma transformacdo geométrica bem
conhecida (dilatacdo, rotacdo, etc.) ou por alguma combinacdo dessas
transformacdes. Os estudantes estdo usando um modelo geométrico daquelas
bem conhecidas transformacgdes no plano — que sdo comumente lembradas de

seus estudos anteriores - para encontrar a transformacao linear correspondente.
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4.2. O principio da concretizagdo na algebra linear.
O principio da concretizacéo foi estabelecido por Guershon Harel.

Para os estudantes abstrairem uma estrutura matematica de um dado modelo
dessa estrutura, os elementos deste modelo devem ser entidades conceptuais
aos olhos dos estudantes; quer dizer, o estudante tem procedimentos mentais

gue podem tomar esses objetos como referéncias (Harel, 2000, p.177).

Para os estudantes € possivel aprender algebra linear fazendo abstragcbes
da geometria? Podem o0s objetos geométricos servir como entidades

conceituais?

Harel (2000) tem feito experiéncias com cursos de Algebra Linear seguindo
0 principio da concretizagdo e usando uma apresentagcdo geomeétrica de
espacos vetoriais. Esta abordagem tem tido efeitos positivos no desempenho
dos estudantes em Algebra Linear, dando a eles alguma habilidade para provar
resultados gerais da Algebra Linear. Os estudantes pertencentes a um grupo
gue seguiu a experiéncia ganharam um melhor controle sobre a correcédo de
suas respostas do que um outro grupo que aprendeu Algebra Linear sem a

interferéncia da geometria.

Mas foram observadas dificuldades que estdo associadas com o uso do
modelo geométrico: alguns estudantes ndo conseguiram aprender a teoria geral
porque ficaram limitados no mundo dos vetores geométricos. Harel concluiu que

a geometria deve ser usada cuidadosamente e nao tdo cedo, por exemplo,

somente apds uma apresentacao detalhada do R " tenha sido dada.

O ponto mais importante € que os estudantes ndo necessitarao fixar-se ao
modelo geométrico porque muitos outros importantes conceitos tais como

funcbes e sequéncias gozam de um papel fundamental importante.
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De fato, nossa analise histdrica leva-nos a estabelecer que o modelo
geométrico sozinho pareca insuficiente para justificar a necessidade de uma
teoria geral. Especialmente quando a teoria geral emergiu da unificagcdo de

varios conceitos matematicos.

A transferéncia da ultima afirmacdo para um contexto de ensino necessita
de um pouco mais de estudo. A Algebra Linear é nocdo “unificadora” e dessa
maneira ndo pode ser apresentada como o desenvolvimento natural de um

conhecimento prévio e nem como um meio de resolver novos problemas.

Uma outra importante afirmagéo pode ser concluida da analise histoérica. As
ligagBes entre Algebra Linear e geometria ndo parecem ter a mesma importancia
em todas as partes da Algebra Linear O vocabulario geométrico que é usado por
Schmidt, Riesz e outros ocorre principalmente com termos como ortogonalidade,
norma, produto escalar, etc. Entdo a ligacdo histdrica entre Algebra Linear e

geometria consiste primariamente em espac¢os com produtos internos.

4.3. O potencial e os limites do modelo geométrico: ortogonalidade e

produto escalar.

A ligacdo mais forte entre a Algebra Linear e geometria, surge quando se
estudam espacos com produto interno. Por esta razdo Gueudet-Chartier focaliza
como exemplo a questdo da ortogonalidade. O estudo de R * e R* como
espacos vetoriais com produto escalar pode servir como modelo geométrico
para a nogdo geral de espacos vetoriais com produto escalar e de formas

quadraticas. Propriedades e resultados simples podem ser introduzidos em R 2

e R ° primeiro e entdo generalizados para um espaco arbitrario qualquer com
produto interno. Mencionarei aqui dois exemplos tipicos (Gueudet-Chartier,
2003, p. 6):
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e anocao de projecéo ortogonal sobre um subespaco F pode ser apresentada
emE= R 2 ouE=NR? (e associada com gréaficos ). Qualquer vetor u de E
pode ser decomposto de uma Unica formacomou=u. +u-L,comu. € Fe
ur L e FL ; a projecéo ortogonal p em F € definida por p(u) = u-. A mesma

definicdo aplica-se a qualquer espaco com produto interno.

¢ iniciando com a definicdo de ortogonalidade e comprimento via o produto

interno, o teorema de Pitdgoras para dois vetores ( por exemplo no R %) é

uma consequéncia direta de propriedades da bilinearidade. Isso pode ser

2 2 2
generalizado como | e, + ..+ e, | =|e, | + ..+ |e, | paraqualquer

conjunto{e, , ..., e, } de vetores ortogonais.

Dessa maneira nos imediatamente obtemos uma generalizacéo do teorema
de Pitdgoras que é estendida para espacos de Hilbert de dimensdes infinitas.
Mas mesmo que tais possibilidades existam, elas mantém-se limitadas por

varios fatores.

A primeira dificuldade origina-se do modo como os tépicos relacionados séo
ensinados no nivel secundario ou em outras disciplinas. Por exemplo,
ortogonalidade é introduzida através de sua noc¢ao intuitiva de angulo reto como
no primeiro contacto na escola primaria. O conhecimento prévio deve ser
adaptado a nova definicdo, ao novo conceito. Ou, como diz Bachelard: o novo

deve explicar o antigo.

7

Similarmente, a nocdo de distancia € introduzida intuitivamente e ela é
usada para definir a nogéo de vetor. Estas nog¢des intuitivas de ortogonalidade e

distancia sdo entdo usadas para definir base ortonormal, coordenadas, e o

produto escalar em R .

Projecao ortogonal € mencionada, mas somente pontos sdo projetados, e a

propriedade:
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Se p(M) é a projecdo ortogonal de M sobre uma reta D (ou plano P), entéo
a distancia de M a D é d(M,p(M))” ndo pode ser estabelecida, porque a

ortogonalidade e o teorema de Pitdgoras pertencem aos triangulos retangulos.

Nos cursos de algebra linear das universidades, estes conceitos sdo
apresentados em ordem invertida, e ortogonalidade de vetores é definida em
termos do produto escalar sendo zero. Por isso n&o existe ligagcdo natural entre o
nivel da universidade da definicdo de ortogonalidade através do produto escalar
e daguela geometria da escola, ligagcbes que deveriam permitir ao estudante

utilizar suas nogoes intuitivas.

Existem outros obstaculos para ensinar que sdo resultado das
representaces que sdo limitadas a R ° e R °. Alguns teoremas importantes

podem parecer evidentes em R > e R *® porque estdo associados a graficos ou
figuras na mente. Por exemplo, o teorema: “Um conjunto de vetores ortogonais
nao nulos é linearmente independente” freqiientemente ndo é considerado como

um resultado interessante pelos nossos estudantes.

Por causa da imagem associada as dimensdes dois ou trés, este teorema
parece auto-evidente, porque e dois vetores néo nulos ortogonais ndo estao na

mesma reta.

Algumas vezes as figuras mentais podem guiar a intuicdo de modo a
complicar os resultados gerais. Por exemplo, quando estudando formas
guadraticas em geral é muito dificil ao estudante aceitar que um subespaco

pode ser seu proprio complemento ortogonal.

Algumas nocBes da Algebra Linear e alguns resultados podem ser
baseados na geometria. Por exemplo, espagos com produto interno podem ser

estudados bem com essa abordagem.

Mas, mesmo dentro de topicos especificos as imagens mentais associadas

a R’ e R°® podem constituir um obstaculo para o entendimento de alguns
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resultados. Nossa andlise historica indica que a Algebra Linear ndo pode
aparecer como uma generalizagdo da geometria somente; ao invés disso, ela

estd baseada em varios dominios matematicos.

A principal conclus&o a respeito do uso da geometria no ensino da Algebra
Linear é que a geometria pode auxiliar, mas ndao serve como 0 Unico tdpico a
conduzir para a Algebra Linear. Pelo contrario a Algebra Linear deve ser
associada com outros assuntos tais como polinémios, funcdes, sequéncias, etc.
Numa abordagem baseada em mudltiplos tdpicos para a algebra linear nossas
nocdes nado serdo baseadas somente em geometria, mas a0 menos nas

analogias necessarias entre a geometria e varios outros assuntos.

Iremos agora examinar alguns usos efetivos da geometria no ensino da
Algebra Linear. Iremos observar especialmente as conseqiiéncias no raciocinio
dos estudantes em algebra linear durante a apresentacdo em sala de aula de

alguns exemplos geométricos

Alguns professores louvam uma abordagem estrutural para a Algebra
Linear, com quase nenhum grafico mostrado aos alunos. A geometria esta
presente entdo como uma consequéncia natural da teoria geral. Outros
escolnem apresentar afinidade com a geometria com associacdo de

representacdes de imagens antes de introduzir a Algebra Linear.

Se os alunos necessitam de figuras mentais para ajudar seu raciocinio em
Algebra Linear eles irdo provavelmente usar representacdes associadas com a

geometria e que podem ser inconvenientes para espacgos vetoriais em geral

A respeito de representacdes graficas, os professores ndo parecem ter
desenvolvido graficos especificos para as classes de Algebra Linear. Em
algumas classes os graficos sdo usados apenas quando semelhancas com a
geometria surgem no curso. Os professores usam graficos em Algebra Linear,
mas somente para R > e R *. Neste caso Algebra Linear em R > e R * pode

fornecer um modelo no qual basear a teoria geral. Mas nédo ha evidencia de que
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estudantes estardo aptos a usar os discernimentos geometricos, especialmente

se o professor ndo utiliza graficos na colocagao geral de espagos vetoriais.
Como exemplo, temos o entendimento do Teorema de Pitagoras:

Em trabalho recente citado em Gautier (apud Gueudet-Chartier, 2003, p. 8)

foi proposto o seguinte exercicio para os alunos durante uma entrevista.

3
Seja E = R [X] o espaco com produto interno dos polinbmios do grau 3 e

sejam P e Q dois elementos ortogonais de E cujo comprimento € 1. Vocé pode

determinar o comprimentode P+ Q ?

Dos oito estudantes entrevistados somente quatro encontraram o resultado.
Um deles encontrou a solucéo diretamente, usando o teorema de Pitagoras. Ele
nao usou este termo, mas ele claramente aplicou o resultado. Trés encontraram

o resultado depois de calcular q(P+Q) usando a forma bilinear f para q.

Entre os quatro estudantes que ndo conseguiram encontrar a resposta
correta, dois declararam que deve existir uma férmula, mas eles ndo lembravam
dela; os outros dois declararam que nédo era possivel calcular o comprimento de

P+Q. Nenhum deles esbocou gréfico.

Todos eles pensaram, posteriormente, no teorema de Pitagoras. Outros
dois rejeitaram representacao de polinbmios como setas; eles estavam entre 0s

guatro que ndo se consideraram aptos a resolver o exercicio.

Entdo somente um estudante estava apto a reconhecer o teorema de
Pitagoras e aplica-lo aqui. Este estudante particular associou o exercicio com
uma imagem mental associando os polinémios como setas. Ele entdo observou
que isso corresponde a um dos primeiros desenhos relacionados a R ? , e entéo

ele aplicou o teorema de Pitagoras.
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Conclusbes similares podem ocorrer quando um resultado geral é dado e
associado com um exemplo geométrico (este exemplo pode ser dado antes de
estabelecer o resultado como uma introdugdo, ou posteriormente como
ilustracdo), muitos alunos ndo podem aplicar o resultado (o teorema de
Pitdgoras no R > ou R *no nosso caso) em outro contexto tal como em um
espaco de polinbmios ou de fungbes. O uso de varios exemplos diferentes
provenientes de varias areas, tais como geometria, polinbmios, sequéncias, etc.
parecem ajudar mais os alunos a conferir significados mais amplos para um

resultado geral.

4.4. O entendimento da independéncia linear.

Uma idéia fundamental que n&o pode ser negligenciada é a de
independéncia linear de elementos de um espago vetorial. Da sua compreensao

dependem outros conceitos importantes e basicos da Algebra Linear.

Rogalski (apud Oliveira, 2005, p. 35) relata que, em uma demonstragao de

independéncia linear, os alunos concluem que “se os a; séo nulos, ao mostrar

que a,u,+a,u,+..+a u, = 0, entdo, os u, séo linearmente independentes”. O

gue ndo é verdade, pois a demonstracdo precisa ser feita de maneira inversa,

isto é, para que a,u,+a,u,+..+a u =0, 0sa, sdo nulos.

A causa é o desconhecimento ou ma interpretacdo da logica elementar da

Matematica, que leva os alunos a dificuldades nas demonstragoes.

Seja V um espaco vetorial e S={u,,u,,...,u,} um subconjunto de V.

Dizemos que S é um conjunto linearmente independente se a igualdade
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a,u,+a,u,+.+a,u,= 0, com a,a,,..a,, em R, s6 for verdadeira para

n

a,=a,=..=a, =0.

De acordo com a definicdo para demonstrar que o conjunto € linearmente
independente temos de resolver um sistema linear e mostrar que a solucao é

unica e corresponde a: a,=a,=..=a,=0. Como o sistema é homogéneo, basta

gue seja determinado para que a solucéo seja Unica.

Quando se trabalha com o espago R "o aluno consegue certa desenvoltura
nos exercicios; no entanto as dificuldades aparecem com mais frequéncia
guando se sai deste dominio mais conhecido para o espago dos polinémios de

grau menor ou igual a n, por exemplo.

O aluno confunde o segundo membro com o escalar zero (0) ao invés de
identifica-lo com o vetor nulo do espaco que é o polinémio identicamente nulo.
Quando se trata de matrizes 2x2 o aluno nao identifica o0 segundo membro com

a matriz nula 2x2.

Esta nocao é fundamental para o entendimento de base e dimensdo de um
espaco vetorial e no questionario respondido pelos alunos nota-se uma
dificuldade maior quando se tem problemas n&o numéricos ou que exija algum

conhecimento de logica elementar, como no caso de vetores independentes.



56

Capitulo 5

QUESTIONARIO E ANALISE DAS RESPOSTAS

Em abril de 2006 realizei uma entrevista por meio de um questionario em
duas turmas de Algebra Linear de uma universidade publica do Para. Um total
de 15 alunos respondeu a perguntas sobre espaco vetorial, um dos conceitos
que sustentam a Algebra Linear, com propésito de observar seus
procedimentos, ou respostas, as perguntas postas. Com isto pretendiamos
avaliar o nivel de absor¢céo desses alunos com relagéo aos conceitos basicos de
espaco vetorial. A partir das respostas e de minha experiéncia de décadas como
docente da disciplina, procurei fazer uma analise a luz dos referenciais tedricos

abordados nos capitulos anteriores.

A primeira pergunta tinha como objetivo verificar se os alunos conseguiam
abstrair a nocdo de espaco vetorial em conjuntos diferentes em busca de
verificar se eles apresentavam a percepcao de espaco vetorial, mesmo inicial,
como idéia unificadora. Somente quatro alunos, menos de 30%, responderam
satisfatoriamente identificando a estrutura de espaco vetorial nos conjuntos
distintos dados. A questédo foi: O que o conjunto das matrizes quadradas de

ordem 2 e o conjunto dos vetores do plano tém em comum?

A nocio de espaco vetorial € central em Algebra Linear, seus elementos, os
vetores, podem representar diferentes objetos mateméaticos, de naturezas
diferentes: fungbes, matrizes, etc. Assim, um curso deve abordar a

generalidade desse tipo de representacéo (Celestino, 2000, p.43).

O interessante nesta pergunta € que ela trata do conceito de espaco
vetorial e sobre tal conceito toda a Algebra Linear é desenvolvida. N&o
esperamos que de fato nossos alunos venham a perceber de imediato a Algebra

Linear como uma teoria unificadora, pois isso exige uma rede de saberes ainda
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nao conhecida por eles, no entanto tal idéia, espagco vetorial, promove 0s
primeiros passos nessa dire¢cdo. Portanto, a ndo assimilacdo de tal conceito
parece estar clara, e, para melhor observarmos, encaminhamos a segunda
pergunta que trata do conceito de subespaco. O subconjunto S={(x,y)/y=1} é um
subespaco vetorial de R 2. Somente quatro alunos responderam
satisfatoriamente, novamente menos de 30%, e outras seis apresentavam
alguma idéia de subespaco. Mais uma vez verificamos a nao assimilacéo pelos
alunos da idéia sobre espaco vetorial. Uma resposta possivel e esperada € que
nao se trata de subespaco porque o vetor nulo ndo pertence ao conjunto. Um
simples exemplo de que uma propriedade basica ndo é verificada no conjunto
responderia satisfatoriamente a pergunta. A nocdo de subespaco é importante
porque frequentemente trabalha-se com partes de um espaco vetorial que
também tem estrutura de espaco vetorial, ou seja, a estrutura de espaco vetorial
pode ser mantida para determinadas de suas partes e as relagées que envolvem
0S espacos vetoriais e seus subespacos sdo um dos esteios do desenvolvimento

da Algebra Linear.

A terceira pergunta “Quais as caracteristicas mais importantes de um
espaco vetorial?” vem confirmar a ndo assimilacdo da idéia de espaco vetorial.
Somente dois alunos conseguiram citar as caracteristicas mais importantes de
um espaco vetorial. Menos de 15%. As respostas matematicamente adequadas
seriam aquelas que destacassem as propriedades dos conjuntos relacionadas
as operacdes e, além disso, citacbes de dimensdo e base. Tivemos varias
respostas do tipo: “E um conjunto cujos elementos sdo vetores”. E uma resposta

redundante que nédo diz absolutamente nada sobre espaco vetorial.

Como podemos observar que o conceito, ou a conceitualizacdo, de espaco
vetorial ndo foi assimilada, mesmo de forma embrionaria, pela maioria
expressiva dos alunos consultados e isso indica a presenca de obstaculos ao
conhecimento, e, aqui identificamos tanto a existéncia de obstaculos didaticos

como epistemolégicos.
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Os Obstaculos Didéaticos sdao aqui identificados, primeiramente, pelas
atitudes dos alunos em relacdo a matematica que revelam uma concepcao de
gue em matematica tudo se responde ou constréi por meio de calculos
numéricos ou manipulacoes algébricas, ndo admitindo, portanto, respostas em
palavras como poderia ter sido feito em relacdo as perguntas supracitadas. Isso
€ observado nas respostas as perguntas apresentadas em que destacamos a
segunda pergunta em que, além de quatro respostas tidas como satisfatorias,
mais seis alunos esbocaram alguma idéia do solicitado. A segunda pergunta é a
unica que exige bem pouco é verdade, mas exige manipulagbes de numeros e

letras.

Essa concepc¢ao da matematica é construida ao longo do ensino basico por
meio de atividades de ensino que privilegiam a demasia de manipulacdes
algébricas e célculos numéricos em detrimento da argumentacao, talvez por se
julgar equivocadamente que toda argumentacéo é de rigor formal e para tanto os
alunos do ensino basico nédo estejam cognitivamente preparados existindo ai o
que D’Amore (2005) identifica como obstaculos ontogenéticos. Embora, os
alunos de curso de graduacao devessem estar cognitivamente preparados para
os processos de formalizagédo, presumidamente livre de obstaculo ontogenético
do tipo citado, essa concepcdo de manipulacdo de numeros e letras em
matematica tem sido observada por ndés, mesmo em alunos que cursam 0S
semestres finais do curso superior, inclusive matematica, com maior freqtiéncia

nos alunos que cursam 0s semestres iniciais.

A disciplina Algebra Linear é ofertada nos semestres iniciais para diferentes
Cursos superiores, e, portanto, para alunos em formagéo inicial ainda com forte
influéncia da educacéo basica, apresentando concepc¢des e saberes conflitantes,
ou mesmo insuficiente, com 0s novos saberes. Quanto aos saberes que
conflitam destacamos a palavra “vetor”. Essa palavra, para o aluno do ensino
médio, esta carregada de significados fisicos como direcdo, sentido e
comprimento e que admite uma representacdo geométrica como uma seta. Nao

h4a, para os alunos, nenhuma relacdo entre esse ente vetor, com funcdes,
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polindmios, e matrizes, também estudados por eles no ensino médio. O conflito
é inevitavel, pois ao tratar espacos vetoriais, cujos elementos sdo ditos vetores,
a imagem mental de um vetor que é uma seta ndo encontra congruéncia, por
exemplo, com a imagem mental de um polinbmio do segundo grau ou mesmo

com uma matriz cuja representacdo mental € apenas de uma tabela. Assim,

O estudante pode ja ter incorporado um conceito e ter dele uma imagem: essa
imagem pode ter sido reforcada ao longo do tempo por provas, experiéncias
repetidas. Mas pode acontecer, mais cedo ou mais tarde, que tal imagem se
revele inadequada com relagdo a outra imagem do mesmo conceito , por
exemplo, proposta pelo proprio professor, ou por outros, contrastando com a
imagem inicial. Dessa maneira cria-se um conflito entre a imagem anterior,
relativa aquele conceito, que o estudante acredita ser definitiva, e a nova
imagem; isso acontece principalmente quando a nova imagem amplia os limites
de aplicagcdo ou fornece uma versdo mais ampla do conceito. (D"Amore, 2005,
p.81)

7

Na Algebra linear é exatamente o que ocorre com 0 objeto matemaético
vetor. E mostrado um novo conceito de vetor que amplia os limites de aplicag&o,
incorporando o conceito anterior. Desse modo acreditamos que ha um conflito
cognitivo decorrente da imagem geométrica que a palavra vetor significa para
nossos alunos; uma seta, e, um polinémio, uma fungdo ou uma matriz ndo sao
setas. Isso € evidenciado nas respostas a primeira pergunta. Um obstaculo,
antes de tudo, verbal (Bachelard,1996).

Na palavra vetor ha evidencias também de um obstaculo de raizes de
natureza epistemoldgicas, pois a palavra vetor esta ligada a geometria que
permeia todo o desenvolvimento da Algebra Linear que, embora néo suficiente
para provocar a formulagcdo de uma teoria unificadora, marcou como um

amalgama a alma dessa teoria como mostramos no capitulo dois.

E importante também destacarmos que independente dos obstaculos
acima, observamos que os tratamentos de espacgo vetorial encontrados nos

diferentes livros didaticos partem de uma definicdo seguida de exemplos, sem
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buscar construir tal conceito. A busca da unidade ou de congruéncias entre os

conjuntos é antecipada apressadamente e, ndo raro, por isso, limitam o estudo a

apenas um tipo de espaco vetorial como 0 R " que apresenta mais facilidades
de interpretacdo geométrica quando limitado as dimensdes dois e trés. Isso &
evidenciado nas respostas as duas perguntas seguintes envolvendo questbes
numeéricas nos espacos R 2 e R °, e em espacos de polinbmios com elementos
em principio mais abstratos. A propor¢cdo de respostas certas no primeiro caso
foi expressivamente maior que no segundo caso. Isto mostra que os alunos tém
mais desembaraco quando trabalhando em R ?ou R ‘e, além disso, a
praticidade pela rapidez e concretude dos exemplos que podem ser criados pela
representacdo geométrica pode favorecer uma concepcao errada de espaco
vetorial pela limitagdo conceitual, e, ao mesmo tempo, ndo evidencia o
tratamento axiomatico, ndo permitindo, portanto, ao aluno se dar conta de tal

método axiomatico.

O tratamento axiomatico na matematica ndo € um luxo, é em muito uma
necessidade. A limitacdo do tipo de espaco vetorial ao se ensinar Algebra Linear
ndo somente favorece obstaculos didaticos no aprendizado da Algebra Linear,
mas também pode favorecer a criacdo de obstaculos a outras disciplinas,
principalmente aquelas de carater axiomético. Isso parece denunciar o
abandono dos aspectos do desenvolvimento histérico-epistemoldgico dessa
area de conhecimento na formulagéo curricular dos cursos superiores, em
especial da matematica, limitando os subsidios aos professores na preparacao
de materiais e estratégias de ensino. Isso talvez evitasse a pergunta expressa
em dos guestiondrios por um aluno participante de nossa pesquisa; “Pra que eu

estou estudando isto?”.
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Capitulo 6

CONCLUSOES E ENCAMINHAMENTOS.

Esta pesquisa procura mostrar que o0 uso da geometria para o ensino da
Algebra Linear tanto pode auxiliar os estudantes como pode gerar dificuldades

especificas, constituindo-se um obstaculo pedagogico.

Uma anlise histérica do processo de nascimento da Algebra Linear mostra
gue esta matéria ndo pode ser construida como uma mera generalizagdo da
geometria. Nossa mais importante sugestao é que a geometria deve ser usada

muito cuidadosamente nos cursos de Algebra Linear.

Potencial para um modelo geométrico existe: os exemplos de projecédo
ortogonal e o teorema de Pithgoras demonstram isso. Entretanto a
concretizacdo que parece uma caréncia em Algebra Linear pode ser mais
eficientemente fornecida pelo uso de graficos, especialmente graficos ilustrando
conceitos e propriedades em espacos vetoriais abstratos. Estes graficos podem
promover o entendimento dos alunos de algebra linear e suas habilidades para

resolver problemas.

J& esta evidenciado que o problema de grande indice de reprovacdo em
Algebra Linear é decorrente dos problemas relacionados ao ensino desta
disciplina. Dessa forma nosso trabalho, mesmo limitado a apenas alguns
aspecto dos problemas do ensino da Algebra Linear, coloca-se como um mais
um subsidio para os professores dedicados a essa tarefa. O problema nao é
somente local. Conforme Gueudet-Chartier (2003, p.1): “E um fato bem
conhecido que os estudantes encontram dificuldades neste assunto. Ele parece
muito abstrato e desconectado de todos os conhecimentos anteriores”. Também
citamos Rogalski (apud Oliveira, 2005, p14): “Sem duvida ndo existe na Franca
um primeiro ciclo universitario onde os professores néo constatem o fracasso do

ensino tradicional da Algebra Linear”.
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Esta reflexdo € apenas uma parte do problema. Este problema aqui
discutido ndo é o Unico no ensino da Algebra Linear, nem somente da Algebra
Linear. Certamente nos Célculos também ocorrem problemas semelhantes que

merecem a atencao de nossos pesquisadores.

A seguir destaco de modo resumido os aspectos abordados neste trabalho
e gue certamente tém participagdo no processo de ensino-aprendizagem da

disciplina Algebra Linear.:

Aspectos Problematicos no Ensino-Aprendizagem da Algebra Linear:

Atitude do Professor

O professor deve ter uma formacao profissional especifica. Ensinar € uma
atividade profissional especifica. Nado basta conhecer o assunto a ser ensinado
com alguma profundidade de detalhes. O ensino ndo € uma atividade facil,
trivial. Por mais que eu conheca um determinado assunto isso ndo basta para

gue eu seja um bom mediador para que outros adquiram este conhecimento.

Na formagé&o de um profissional de ensino recomendo pela sua importancia
nogdes de epistemologia para um conhecimento mais solido das dificuldades

relacionadas ao conhecimento.

A importancia do mestre sempre deve ser destacada por ser ele o condutor
do processo de ensino-aprendizagem. Na Algebra Linear como em qualquer
outra disciplina somente a formacao académica, tedrica, sélida no assunto nédo é

suficiente.

Muitos professores imaginam que o cérebro dos alunos € um espagco em
branco a ser preenchido com o conhecimento que o mestre vai transferir de uma
mente para a outra. O mestre conhece bem o assunto, prepara bem sua aula e o

anico trabalho do aluno é prestar atencdo que logo tudo passara para sua
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cabeca. E conhecido o comentario de um professor que, questionado por um
aluno que néo tinha entendido sua explicacao, replicou: “Como ainda nao

entendeu? Ja repeti tantas vezes.”

Noés professores devemos ter perfeita consciéncia destes problemas
relacionados a obstaculos, dificuldades na aquisicdo do conhecimento, para
através da acdo e da reflexdo tentarmos evitar que os alunos caiam nas
armadilhas descritas anteriormente e que sdo do nosso conhecimento. A mente
do aluno néo é igual a do professor; os conhecimentos anteriores que ele tem

sao importantes e devem ser considerados.

No artigo “Perspectivas de desenvolvimento profissional de professores de

Matematica” o professor Jodo Pedro da Ponte comenta:

Uma questéo hoje em dia decisiva € saber se o professor é alguém que vive a
sua atividade como uma profissdo a tempo inteiro ou que se desdobra por
vérias ocupacdes e responsabilidades. Na verdade, ha varias maneiras de

estar em cada momento na profissao.
Por simplicidade, podemos arruma-las em grandes grupos:

-0s investidos, que vivem a sua profissdo com entusiasmo e sentido de
responsabilidade, remando muitas vezes contra ventos e marés (e que nao

séo tdo poucos como issol);

-0s acomodados, que ndo tém esperanca de ver ocorrer qualquer mudanga
significativa no ensino e que encaram a sua profissdo fundamentalmente como

um meio de sobrevivéncia;

-0s transitérios, que estdo na profissédo apenas de passagem, a espera de

mudar para outra atividade em que se sintam melhor (Ponte, 1992, p. 4).

E claro que estamos tratando de professores investidos neste trabalho.
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Hoje, comenta-se a baixa qualidade de uma grande parte dos alunos de
licenciatura com o ingresso na universidade nos cursos em que se consideram
com mais chances de aprovacdo. Comenta-se que entram na universidade com
uma formagéo deficiente do curso médio, ndo encontram formacdo adequada na
universidade, e assumem vagas no magistério depois de formados para realizar
um trabalho de qualidade inferior enfrentando os mesmos problemas da minha
época, mas com uma motivacdo menor. Escolheram fazer licenciatura néo por
opcao consciente de carreira, mas como uma opg¢ao possivel pelo nivel de

concorréncia do vestibular que Ihes da mais chances.

As estatisticas estdo ai para evidenciar que os estudantes oriundos da rede
publica de ensino tém chances reduzidas de entrar nas universidades publicas,
em especial nos cursos considerados de maior “status”, os considerados
“nobres”, como é o caso de Medicina, Direito, Engenharias e Computacéo,
dentre outros. Os alunos da rede publica , quando ndo param seus estudos ao
terminar o ensino médio, acabam, de um modo geral, por concorrer aos cursos
de menor procura e considerados de menor “status”. Entre estes estdo, na sua

grande maioria, os cursos de licenciatura. (Gongalves, 2006, p.26)

A guestdo que se coloca entdo €: sera que a quantidade de professores
investidos esta se reduzindo e a de professores acomodados esta aumentando?
E quanto aos transitorios? Essas atitudes dependem de que? A acomodacao
ocorre pela necessidade de sobrevivéncia pela falta de op¢des de emprego que
leva a permanecia em uma atividade mesmo sem motivagdo maior, sem amor a
profissdo? E o desenvolvimento profissional de um professor acomodado? Com
baixos salérios, falta de motivacdo, sem vocacgéo parar a profissdo, sera que um
pequeno aumento no salario leva o profissional a procurar um curso de
especializacdo, um mestrado, um aperfeicoamento, a comprar livros, a se
dedicar mais, a melhorar suas aulas? E claro que alguns procuram; é claro que

depende de cada individuo.
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Desconhecimento da Hist6ria

No caso da Algebra Linear o conhecimento da historia € muito importante
para uma compreensdo de toda sua importancia como idéia unificadora. Esta
idéia ndo pode faltar ao professor e deve estar presente em todos 0s momentos
para que os alunos percebam toda sua extenséo e ndo fiqguem com uma visao
parcial e deformada do assunto. O uso da historia € um fator importante
também como motivador da aprendizagem como muitos livros didaticos
mostram. Os alunos da licenciatura deveriam ter em seu curriculo cursos de
historia da matemética, ndo s6 como um relato do passado com datas e nomes,
mas também com todas as implicacbes e consequéncias possiveis de seu

conhecimento, com a evolucéo das idéias e as dificuldades que as originaram.

Assimilagdo sem acomodacéo.

Como Bachelard e D’Amore chamam a atencdo, o professor tem que
considerar que os alunos ja chegam com bastante conhecimentos e também uso
pratico sobre vetores de outras disciplinas, e, se nao tivermos cuidado, os alunos
podem usar este conhecimento antigo como uma base real de acordo com o
principio da concretizacdo para a formacdo de novos conceitos que
permanecerdo limitados as idéias iniciais. Neste caso, ndo ha construgdo de um
novo conhecimento, mas a extensdo de conhecimento anterior. Ha assimilagéo
sem acomodacao. As aulas de matematica serdo vistas pelo aluno como um

“conjunto de receitas que permitem resolver problemas”. (Celestino, 2000, p.65)

Obstaculos Verbais

O uso de palavras ja conhecidas da algebra vetorial, da geometria e de
outros assuntos deve merecer atencdo especial para que nao haja nenhuma
confusdo com seus sentidos quando usados em Algebra Linear, como idéia

unificadora que €, por exemplo.
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Os termos vetor, ortogonal, projecéo, e outros podem causar problemas por

causa de um entendimento equivocado.

O termo vetor € ampliado para “qualquer elemento de um espaco vetorial”,
visdo que deve prevalecer sobre aquela de segmento de reta orientado usado

extensivamente principalmente na Fisica.

O termo ortogonal ndo deve mais ser limitado a imagem de duas retas ou
dois vetores cujas direcbes fazem angulos de noventa graus. Devemos
generalizar para produto escalar igual a zero e mostrar que 0 caso anterior esta

enguadrado no novo caso geral.

Ainda dentro do obstaculo verbal podemos considerar o obstaculo do
formalismo quando o professor usa uma linguagem excessivamente formal que
deixa o aluno com menor poder de abstracdo totalmente sem suporte para

raciocinar.

Uso da Geometria

Antes do ingresso na universidade o estudante ja adquiriu conhecimentos a
respeito de vetores e ja trabalhou com esses elementos ndo s6 em matematica,
mas também em outras disciplinas. Esse conhecimento aparece entdo como a
experiéncia anterior ou conhecimento anterior de que fala Bachelard. Ele podera
ajudar, mas também trazer “sombras”. Em Fisica temos as nocdes de forca,
velocidade, aceleracdo apresentadas como vetor de modo grafico com modulo,
direcdo e sentido muito bem entendidas e utilizadas pelos estudantes, bem
como as operacdes elementares com vetores como adicdo e multiplicacdo por
escalar. Tém as nocodes de ortogonalidade, distancia e projecdo, muito claras e
bem definidas. Este conhecimento anterior deve ser aproveitado com cuidado
para que o aluno ndo s6 assimile o novo conhecimento, mas também proceda a

uma acomodacdo em seus conceitos novos o que significa o real aprendizado.
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Do mesmo modo muitos termos ja bem conhecidos constituirdo obstaculo
verbal uma vez que agora, dentro da Algebra Linear serdo usados com
significado muito mais amplo do que anteriormente e 0 uso desses termos deve

ser motivo de extremo cuidado por parte de alunos e professores.

A idéia da Algebra Linear como “idéia unificadora” deve ficar bem clara para
0 aluno que deve criar uma imagem além daquela de que ela é uma simples

generalizacdo da geometria.

A Geometria pode ajudar os estudantes de Algebra Linear? Estudando
esta questado Ghislaine Gautier concluiu que ndo existe uma resposta 6bvia e
clara: a geometria pode ser (til ou pode ser um obstéaculo para aprender Algebra
Linear em sua totalidade. Os conceitos da geometria podem servir de exemplos,

mas ndo esgotam os conceitos da Algebra Linear.

O aluno deve ser capaz de assimilar e acomodar os conceitos da Algebra
Linear como historicamente ja descrevemos como conceitos de uma disciplina
gue surgiu como idéia unificadora, portanto, uma visdo mais ampla que as

anteriores assimiladas no curso médio.

A Algebra Linear é introduzida durante o primeiro ou segundo ano da
universidade em varios cursos e é fato bem conhecido que os estudantes

encontram dificuldades no assunto.

Ele parece muito abstrato e desconectado de todos o0s outros
conhecimentos matematicos prévios. Muitos professores estdo freqlientemente
convencidos que uma solucdo € basear a0 menos as nocdes e resultados

elementares da Algebra Linear na geometria.

A geometria permite usar figuras e associar um conceito matematico a um
gréfico. Desse modo o uso da geometria como uma base para um curso de

Algebra Linear é interessante. Uma questdo a discutir € determinar se isto

sempre ajuda o estudante ou nao.
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As pesquisas observadas, principalmente Gueudet-Chartier (2003),
mostram dificuldades nos estudantes que estdo relacionadas com o uso da
geometria. Estudos anteriores parecem confirmar que a questao levantada neste
trabalho merece ser estudada. Temos varias pesquisas no Brasil e no exterior
apontando problemas em geral no ensino da Algebra Linear, como as ja citadas

anteriormente.

A geometria podera ajudar com seus exemplos, com figuras, mas devemos
ter cuidados para ndo exagerar no uso da geometria e deixar o aluno com a
visdo de que Algebra Linear esta baseada somente na geometria. A integracéo
de dominios é importante para que o aluno perceba as correspondéncias entre
as definicbes formais, as figuras, os exemplos e tenha uma visdo mais ampla

dos conceitos. A Algebra Linear pode ser abordada de trés modos diferentes.

Uso da Logica

Devemos ter cuidado com o conceito de independéncia linear e seus
exemplos porque os alunos apresentam dificuldades no uso da l6gica elementar
e se confundem no entendimento deste conceito que é fundamental para o
entendimento dos conceitos de base e dimenséo de um espaco vetorial. A l0gica
€ também muito importante para o acompanhamento dos aspectos mais formais
da Algebra Linear. Claro que na formacdo do professor de matematica é

importantissimo o estudo da légica elementar.

Certamente existe por parte dos alunos alguma confusdo com condi¢cdes
necessarias e suficientes as quais o professor deve estar atento. A confuséo
entre condicdo necesséria e suficiente faz com que o aluno ndo entenda de
modo muito claro o verdadeiro sentido dos problemas relacionados a

dependéncia e independéncia linear.
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Exemplos mais variados e integracdo de dominios.

Nota-se claramente que os alunos sdo muito mais exigidos com relacao aos

espacos R °ou R 3. Poucos exemplos séo dados de outros espacos vetoriais.

Quando se trata de exercicios ou mesmo em provas a maioria ocorre em

questdes também de R * ou R °. Dessa maneira os alunos ndo se sentem com
desembaragco para usar 0S mesmos conceitos em espacos de fungbes, de
polinbmios, de matrizes e outros. Alguns professores partem do principio que
basta o aluno conhecer o assunto no dominio geométrico que por analogia seréo
capazes de estender esses conhecimentos para outros dominios. Isso nem
sempre é verdade para todos os alunos. Além disso, quando falamos em
integracdo de dominios, queremos dizer que o professor deve estimular o aluno
a utilizar conhecimentos em varias areas ja de seu conhecimento. Isto pode

auxiliar o aluno na resolucéo de problemas.

A integracdo de dominios pode ser vista como um meio de se obter
diferentes formulagdes de um dado problema, permitindo uma nova visdo das
dificuldades encontradas e, assim, disponibilizar ferramentas e técnicas para
resolver a primeira formulagdo. Em termos mais precisos, se 0s conhecimentos
de um certo dominio, que podem ser seus conceitos, suas propriedades e até os
procedimentos matematicos, nao sao suficientes para avancar em uma dada
situagéo, ou problema, o aluno devera langar m&o dos conhecimentos de outros

dominios.

O professor pode apresentar um problema em um determinado dominio
(numérico ou geométrico, ou no algébrico ou no axiomatico) e perceber que no
dominio apresentado, por exemplo, no algébrico, na tentativa de resolver o
problema torna a solugdo de dificil encaminhamento, entdo, ele interpreta o
problema em outro dominio, por exemplo, no geométrico, dominio esse, em
gue pode ser mais facil perceber a solucdo. Assim, encaminhada a solugéo, ela
voltard para o dominio anterior para efetivamente apresentar a solugéo
(Oliveira, 2005, p.21).
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Encerramos este trabalho com a conviccdo de que os professores da
disciplina Algebra Linear devem ter sua ateng&o voltada em grande parte para o
cuidado com os obstaculos de ordem epistemoldgica que a propria historia do
desenvolvimento ja indica e pela natureza abstrata a unificadora dos conceitos
mais importantes abordados.



Referéncias Bibliogréficas.

Andrade, J.A.R. Francis Bacon Traducao e Notas. Sao Paulo: Abril Cultural,
1984.

Bachelard, G. A formacé&o do espirito cientifico: contribuicdo para uma
psicanalise do conhecimento. Rio de Janeiro: Contraponto, 1996.

Bruter, C. P. Compreender as Matematicas: As dez nog¢des fundamentais.
Lisboa: Instituto Piaget, 1998.

Celestino, M.R. Ensino-aprendizagem da Algebra Linear: as pesquisas
brasileiras na década de 90. Dissertacdo de Mestrado: PUC-SP, 2000.

D"Amore, B. Epistemologia e Didatica da Matematica. Escrituras Editora: S&o
Paulo, 2005.

Desmet, H. A educacgéo pés-moderna. Edigdes Loyola, 1999.

Dorier, J.L. On the Teaching of Linear Algebra. Kluwer Academic Publisher:
Dordrecht, 2000.

Fernandez, A. Direito, Evolugéo, Racionalidade e Discurso Juridico. Sergio
Antonio Fabris Editor: Porto Alegre, 2002.

Ferreira, A. B. de H. Pequeno Dicionario Brasileiro da Lingua Portuguesa. Rio
de Janeiro: Editora Gamma, 23° ed., 1993.

Fossa, J. A. Teoria Intuicionista da Educacédo Matematica, Editora da UFRN,
1998.

Gongalves, T.0. A Constituicdo do Formador de Professores de Matematica: A
pratica formadora, Editora Cejup, Belém, 2006.

Gueudet-Chartier, G. Should we teach linear algebra through geometry?
www.elsevier.com, Linear Algebra and its Applications 2003.



Harel, G. Three Principles of learning and teaching mathematics. Dordretch,
2000.

Hillel, J. Modes of description and the problem of representation in linear
algebra. Dordrecht, 2000.

lezzi, G. Fundamentos de Matematica Elementar: Geometria Analitica, Editora
Atual: Sao Paulo, 1977.

Lima, E.L. Logaritmos: Colecao do Professor de Matematica. SBM, 1996.

Mendes, I.A. O Uso da Histéria no Ensino da Matematica. Editora UEPA:
Belém, 2001.

Miguel, A. Breve Ensaio Acerca da Participacdo da Historia na Apropriacdo do
Saber Matematico. Ed. Vozes Ltda, 2002.

Oliveira, L.C.B. Como Funcionam os Recursos Meta em Sala de Algebra
Linear? Dissertacéo de Mestrado. PUC/SP, 2005.

Perrenoud, P. Ensinar: agir na urgéncia, decidir na incerteza. Artmed Editora,
2001.

Ponte, J.P.da Perspectivas de desenvolvimento profissional de professores de
Matematica. CIEFCUL: Universidade de Lisboa, 1992.

Silveira, M.R.A. da. A Interpretagcdo da Matematica na Escola, no Dizer dos
Alunos: Ressonancias do Sentido de “Dificuldade”, Dissertacdo de Mestrado,
Faculdade de Educacéo, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 2000.

Soares, J.S. Dialética, Educacéo e Politica: uma releitura de Platdo. Cortez
Editora, 1999.

Tardif, M. Saberes Docentes e Formagéao Profissional. Vozes: Rio de Janeiro,
2002.



BIBLIOGRAFIA

Gomes, Joao C. Planejamento conceitual: um guia para um planeta melhor, 32
ed. Lendo, SP: CostaMauro, 1996.

Santos, Carlos. Teoria e arte da estrutura de comunicacao. Editora da
Univesidade do Estado, 1997.



