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RESUMO

A Geometria Fractal € um ramo novo da Matematica que vem seniads desde sua
descoberta nos anos sessenta por Benoit Mandelbrot. Por se tratanadgeometria
essencialmente intuitiva, muito se tem comentado a respeito dabilpmde de sua
introducdo ainda no Ensino Fundamental e Médio de nossas escolas, éssignande
namero de atividades envolvendo Geometria Fractal foram e aindsestiindesenvolvidas
com o intuito de tornar o conteddo da Matemética curricular mgisfisativo ao aluno.
Entretanto, muitas carecem de um estudo mais aprofundado no que taegevaodadeiro
grau de eficacia. Para tentar vislumbrar até que ponto estaksddis podem se caracterizar
como um recurso didatico valido, elaboramos e ministramos um curso Gebreetria
Fractal para onze alunos do 3° ano do Ensino Médio de uma escola pstahaakna
cidade de Santarém-Pa. O curso consistia de uma parteatedbre o assunto e algumas
atividades selecionadas de tal forma que estas pudessem ababmges topicos da
Matematica curricular ja visto por eles em suas trajetéescolares. Aplicamos antes do
curso um pré-teste e no final um pds-teste para avaliar a compreensdo dos assdatissabor
Os resultados obtidos mostram uma evolugdo tanto quantitativa, quant@tigaalita
(re)apropriacao dos conceitos matematicos trabalhados durante o cursmldCagsta sugere
gue a Geometria Fractal p6de proporcionar aos alunos uma relagdomeagntre os saberes
do cotidiano e o escolar, além de ter proporcionado uma visao dinantatataatica como
uma ciéncia que avanca, € ndo como um corpo de conhecimentos prontos e acabados.
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Introducao

‘Tenho certeza de que ndo vao gostar”, observosdpeento Profundo.
“Conte-nos!”
“Pois bem”, disse Pensamento Profundo. “A respdstaande Questdo...”
“Sim...!"”
“Da Vida, do Universo e de Tudo...”, disse Pensamémnofundo.
“Sim...!"”
‘E...”, disse Pensamento Profundo, e fez uma pausa.
“Sim...!"”
“Sim.. M L?Y
“Quarenta e dois”, disse Pensamento Profundo, cajestade e calma infinitas.
Douglas Adams, O Guia do Mochileiro das Galéaxias

Em nosso percurso como professor de Matematica na rede pubdicainie, muitas
vezes nos deparamos com situacdes em sala de aula que nos fefltinsobre a nossa
pratica docente. Nesses anos de trabalho, sempre nos incomodowa f#bematica ser
tida pela maioria dos alunos como dificil de ser aprendida, chegenesignificado real na
vida dos estudantes. Além dos inUmeros depoimentos que nos levaram am@@mssta
anteriormente mencionadas, a grande quantidade de notas baixatisogsisaa comprova o
baixo rendimento/aproveitamento das nossas aulas por parte dos alunos.

Este quadro ndo muito animador acaba corroborando para engrossaastsjde
conhecidas estatisticas de reprovacdo, de evasdo escolar eindterfe proprio futuro
dessas pessoas que ndo conseguirdo utilizar a Matematica comstrumento importante
em suas vidas como cidadaos.

Essa inquietacdo nos levou a procurar meios/mecanismos que pud@ssainma
mudar tais fatos. Ao estudar a bibliografia sobre Geometrigtadfrahamou-nos atencéo o
fato deste novo ramo dentro da Matemética parecer estar “@otemm os novos horizontes
da ciéncia atual e, principalmente, com novas propostas de atividadesisimom- e
aprendizagem da Matemaética.

A estas novas propostas esta veiculado o principio de partir do intffidiveas,
coisas, objetos ou situa¢des do conhecimento dos alunos) para o forntalqagé um dos
principais objetivos do processo de ensino, ou seja, 0 conhecimento szstéa)atlém de
contar com a possibilidade da utilizacdo das novas tecnologias aidbzaiggdo como forma
de tornar a Matemética mais concreta/palpavel ao aluno.

Na tentativa de elucidar um questionamento, podemos nos deparar com novas
perguntas que desembocam em novos caminhos a serem trilhados. O ag#o diestas

novas perguntas apreende, em maior ou menor grau, 0 NOSSO objeto prirEymdne a



compreender melhor cada uma de suas particularidades. Nestgyapaes para compor o
arcabouco que delineia nosso foco principal de andlise, partimos ds glgestionamentos
gue ajudaram a nortear nossos esforcos:

- A Matematica € realmente dificil de aprender?

- E possivel tornar a Matematica mais facil de ser aprendida?

- Até que ponto a contextualizacdo propicia um melhor aprendizado de
Matematica?

-A Geometria Fractal pode ajudar no processo de ensino-aprendizagem de
Matemética?

- Quais as vantagens de se trabalhar com Geometria Fractal para que ocorra 0
aprendizado de Matematica?

- Em quais situacdes as atividades com Geometria Fractal realmerilitafac
aprendizado de Matematica?

- Que pontos sao favoraveis a aplicacdo de atividades com Geometria Fraal
o aprendizado de Matematica?

Estes questionamentos foram dando corpo a formulacdo de uma pergunta que
direcionasse nosso trabalho. Para Aradjo & Borba (2004), o procefsonddacdo de uma
pergunta diretriz que direciona um trabalho de pesquisa constitui-sélongo caminho,
cheio de idas e vindas, mudancas de rumos, retrocessos” (p.27) que cukninam
guestionamento que perpassa por todos os outros ja realizados. Fomos levadosa e
elaborar uma pergunta geradora que pudesse jogar um pouco de luassotteerogacdes

anteriores:

Ao trabalhar com atividades de Geometria Fractal, quais sdo os faes que
influenciam no aprendizado de alguns topicos da Matematica curricular em ahos do 3°

ano do Ensino Médio?

Para tentar apreender estas questdes, oferecemos um curso sobetri&&ractal
para alunos do 3° ano do Ensino Médio da escola estadual Placido de Casitladeale
Santarém-Pa. Dentre os fatores que foram decisivos na selecativittades relacionadas
para este curso, destacam-se: a integracdo entre a GaoRreittal e 0 conteddo da
Matematica curricular do Ensino Médio; e a possibilidade de proporaiomaaprendizagem
baseada na descoberta. As atividades em questdo, mesmo retirdilasatdea existente

sobre 0 assunto, sofreram algumas adaptacdes para que fossgomalias ao trabalho que



queriamos desenvolver. Contudo, foi tomado todo o cuidado para ndo deszarkastes,
assim, preservar a idéia central de seus criadores. Todas pErdemeantradas nos apéndices
gue estdo no final da obra.

Mas antes de passarmos a falar destas questbes, € precisockdexxaue este
trabalho em nenhum momento teve como pretensdo rediscutir as teatesiaticas
subjacentes a Geometria Fractal. Sabemos que este € um campo restadds e cuja
epistemologia carece de uma fundamentacéo tedrica mais aefecoppa respalde o seu uso.
Porém, isso ndo se constituiu em qualquer espécie de empecilho, ugque vezsso intuito
foi utilizar parte dos trabalhos j& existentes para o ensino danMtca e, a partir deles,
fomentar nossas discussdes sobre o ensino e o aprendizado de algunsladigiatesméatica
curricular do Ensino Médio.

Para avaliar como as atividades puderam proporcionar a aprendipager@o
desses topicos, aplicamos duas avaliacfes idénticas; uma no aonegrso (pré-teste) e
outra ao término (pos-teste).

Adotamos para o termo aprendizagem uma abordagem construtiggiaada na
definicdo dada por Codit al (1999). Desse modo, referimo-nos a aprendizagem “dizendo que
se trata de uma mudanca de comportamento” (p.19). Coll et al (199&adasda que o
comportamento pode ter um sentido bem amplo, porém, em nosso estushgimesrsua
abrangéncia para o acerto ou ndo das questdes propostas no pré e ste.pOertsideramos
como aprendido, os conceitos que foram apresentados corretamentdutdoesas questdes
do pés-teste que ndo o haviam sido no pré-teste.

Assim, em consequéncia disso, o termo (re)aprendizagem foihtidbapor nos
como a reaquisicdo de um conceito que sabemos ja ter sido vistalpelos durante sua
trajetéria escolar, pois tivemos acesso aos conteudos trabalhaddsspon &nsino Médio.
Se um aluno apresentou dificuldades no conceito de area de um quadradoeste ppnt
exemplo, e no poés-teste conseguiu se utilizar dele corretameateepalver uma questao,
este tipo de mudanca de comportamento foi considerado como conceipoefrd)do, uma
vez que tal topico foi trabalhado por ele no ensino regular.

Deparamo-nos com varios tipos de dificuldades para a implantag&ocdeso. A
primeira delas foi de ordem fisica, pois o espaco que dispunhamosend@ abdos 0s
requisitos necessarios para o tipo de trabalho que pretendiamazrreMuito do
desenvolvimento da Geometria Fractal se deve aos avancos da c@mmi@ara trabalhar
dentro desta area, € primordial o uso de computadores. Como a escolasnétposatorio

de informética, tivemos que, em um dos cinco dias de curso, deslodtanas @ara uma sala



aparelhada fora da escola (NTE - Nucleo Tecnoldgico Educacemid$envolver |a a parte
destinada ao uso dos computadores.

Essas e outras dificuldades em momento algum nos desanimarassegpir em
nossa pesquisa. Em varios momentos, na escola, surgem obstaculos que spodem
determinantes na trajetéria de qualquer educador. Ndo é de nossad@idatede realizar
certas agOes educativas quando nos deparamos com algum tipo ddhentpecipode ser
contornado, pois vemos na educacdo o mecanismo transformador da sociedad®aPode
meio utdpico, mas certamente veremos que ndo. E mesmo que asss®e, doafraseando
Ubiratan D’Ambrosio: “como ser educador sem uma utopia?”.

Tentamos passar uma visao holistica da Geometria Fractghréputza Matematica
no sentido de mostrar que o conhecimento €, acima de tudo, uma athudaaiea e, como
tal, é influenciada pelos aspectos culturais e pelas necessiltadada sociedade. Com isso,
tivemos a oportunidade de refletir sobre a interdependéncia daplidesciutilizando a
Geometria Fractal como o fio condutor das discussbes. Portanto, naadistada, esses
conhecimentos ndo se justapdem uns sobre 0s outros e, sim, sgamte&dimo os fios de
uma rede.

Mesmo enfatizando esta linha descompartimentalizadora, na exposigé® de
trabalho optamos por organiza-lo em quatro capitulos, mas que em sepoodam para
uma abordagem holistica, minimizando o tratamento disciplinar. No poinegippomos como
foi realizada a pesquisa, a metodologia empregada e a formaatgaibtdos dados. No
segundo, tragcamos um perfil epistemolégico da Geometria Fractdh éafase aos aspectos
histéricos, a definicdo de fractal e as suas aplicacOesenRenos ao terceiro capitulo a
analise dos testes e descricdo dos dias do curso. Encerramos, nccapidmto, com um
aporte tedrico da Educacdo Matematica para subsidiar nossenaids e tecermos nossas
considerac0es finais.

No decorrer deste trabalho, também é nosso interesse mostestudes e a
aplicacdo da Geometria Fractal, o modo como foi realizado o cunsondx as situagdes
vivenciadas por nos e pelos alunos e a visédo deles diante da Maesn@tiontraste com as
principais tendéncias na area da Educacdo Matematica.

Finalmente, abordamos os aspectos da Geometria Fractal que parecerianfhee
aprendizado de alguns tépicos de Matematica através — principglmeaie ndo

exclusivamente — do enfoque baseado na metodologia referente a resolucédo de problemas.



Para preservar a identidade e por questdes éticas, optamos pomaar ficticios
aos alunos. Todos os anexos e apéndices podem ser consultados no finalldn Paba
uma melhor compreensédo, recomenda-se observa-los assim que citadts awarpo do

texto.



Capitulo 1
Pesquisa Qualitativa: Planejamento, Metodos e Execéo

E uma experiéncia como nenhuma outra que eu pessaeger; (...) compreender
que alguma coisa que ocorreu ha mente correspo@atingente a alguma coisa que
acontece na natureza. E surpreendente, todases gqez ocorre. Ficamos
espantados com o fato de que em construto de pofgsda mente possa realmente
materializar-se no mundo real que existe |la fora.ddande choque, e uma alegria
muito grande.
Leo Kadanoff

Na sua incansavel busca pelo saber, 0 homem procura conhecer os feredswenos
volta para interar-se das situagbes do meio, entender seus mesadesifiuncionamento e
internalizd-los de forma logica para sua compreensdo. E é satdavéesquisa que o
conhecimento cientifico tenta compreender a realidade em que vivemfmsnecer
explicacdes plausiveis para os fatos.

Para Minayo (1996), a pesquisa “é a atividade basica da Ciénsimnadagacao e
construcdo da realidade” (p.17). Portanto, a pesquisa constitui-se graento crucial para a
consolidagdo do conhecimento, visto que funciona como uma espécie de motor que
impulsiona a aquisicdo das informacdes necessarias a formulac@ovae teorias e/ou
comprovacao, sob um novo angulo, das ja existentes.

Existem dois tipos de abordagem em uma pesquisa: quantitativditatigaa Na
primeira, o foco central das inferéncias esta situado somentdados brutos reduzindo a
realidade em conclusfGes quantificaveis, ou seja, em termoscasalia segunda, além dos
dados brutos, as inferéncias podem ser feitas através das Oepredsas falas, dos
acontecimentos e de outros fatores ndo identificaveis analititempois, para ela, os
comportamentos dos sujeitos sdo extremamente influenciados pe&xtcoatn que se

situam. Centraremos nossa atencao para 0s aspectos que envolvem a pesquisa.qualitati

1.1) METODOLOGIA DA PESQUISA QUALITATIVA.

A pesquisa qualitative@m Educacdo ndo exclui os dados numéricos. Estes ajudam a
reforcar as conclusdes tiradas mediante outros dados coletad@didedesestudada como,
por exemplo, depoimentos, transcri¢cdes de falas, descricdes e o catgaedmmmentos que
subsidiam a analise do fendmeno.

Nessa perspectiva, o ambiente natural constitui-se na principal dentoleta de

dados. E nele que o trabalho de pesquisa estara inserido, na tefgatatar a visdo dos



participantes sobre a realidade da qual fazem parte, sem ssidade da criacdo de
ambientes artificialmente controlados.

E notorio que diante destas prerrogativas é essencial o comttto eliprolongado
do pesquisador com o objeto estudado para presenciar o maior nimero Gessipossiveis
da manifestac@o dos fendbmenos a serem analisados. Assim, élpogsiotar o dinamismo
interno das situacdes provenientes do ambiente e mergulhar em toda ®iss de
complexidade. Com isso, € 0 pesquisador que passa a ser 0 prineijal regconstrucao de
uma pesquisa qualitativa (LUDKE & ANDRE, 2003). Sua imerséo n® resiudado, seu
contato direto com o contexto e a permanéncia onde a situag&eedb investigada passam
a ser as caracteristicas fundamentais neste tipo de pesquisa.

O estudo de cas@ uma das formas sob a qual a pesquisa qualitativa pode se
desenvolver. Consiste no recorte de um caso inserido em undadealnaior, ou seja, 0
destaque “de uma unidade, mesmo que singular, mas que possui valor em si mesmue dent
um contexto mais amplo” (BARALDI, 1999, p.18). O objeto de estudo esta inserido dentro do
caso analisado que ndo pode ser totalmente desvinculado da realidatee-As o risco das
inferéncias ndo contemplarem toda a complexidade do fenbmeno, mas, pdadutexiste
um maior direcionamento dos esforcos em apreender suas particularidades.

Mesmo diante destas limitacdes, o estudo de caso tende a raxelardescobertas
no sentido de trazer a tona elementos relevantes a pesquisa, plisdamenta no
pressuposto de que o conhecimento € algo inacabado, que se constr@nsraiec
constantemente. Isso sO € possivel se o pesquisador mantiver umnposicito de busca
constante de novas perguntas e de novas respostas no desenvolvimento do seu trabalho.

Para que a pesquisa proporcione diferentes visdes sobre o objetodde Asiljo
& Borba (2004) chamam a atencao para a utilizacdo da muttgalie de procedimentos na
coleta dos dados. Segundo estes autores, para a construcdo das sprchedessario fazer
a triangulacdodo contetdo desses procedimentos, isto &, o confronto entre as informacgdes
obtidas. Dentre os procedimentos mais comuns na coleta de dados estudomde caso,

podemos citar a observacdao, a aplicacdo de questionarios e a andlise documental.

A observacagroporciona o contato direto e continuo com 0s sujeitos da pesquisa.
As observacdes contam com a vantagem de poder captar uma varieddidagies que,
dificilmente, seriam perceptiveis por métodos mais diretos queindegNeto (1996),
“transmitem o0 que ha de mais imponderavel e evasivo na vida pe@D).(O observador,

como principal instrumento da investigacao, fica imerso no espaguatise ein loco, retira



0s elementos que considera importantes para a construcdo de suasesipptea
identificacdo de padrdes ou para elaboracdo de categorias. Segarao & Gianfaldoni
(2002):

A observagédo € uma atividade que ocorre diariamewteentanto, para que possa

ser considerada um instrumento metodoldgico, € ssac® que seja planejada,
registrada adequadamente e submetida a controjgeciedo. (p.65)

A falta de planejamento em uma observacdo pode fazer o pesquiseaoral
registro fatos ou acontecimentos irrelevantes e/ou deixar de @dgam aspecto
potencialmente importante. E com o planejamento que “se tem claro aleyee ser
observado” (p.65). Levando em consideracdo o segundo ponto levantado pelasvamnmmss
gue nenhuma atividade de observacéo estara completa se nédo for devidegisraea e, de
preferéncia, no exato momento em que acontece, dada a ja recondigmiciafie da mente
humana em gravar todos os fatos ocorridos. Mesmo registradas,s® ppeeise verifique a
verossimilhanca dos dados a fim de que se evitem discrepancias em sea analis

Na observacdo participantetodos os individuos do grupo sabem a identidade e
finalidade do trabalho do observador. Se, por um lado, ha os que criticartipeste
observacéo pelo fato de uma possivel alteracdo da realidade p#sgpisaoutro, ha a
vantagem de estar dentro dos padrfes éticos de conduta. Sobre esdes, ddjitke &
André (2003), apoiadas em E. G. Guba e Y. S. Lideafirmam que as modificacdes do
ambiente pesquisado devido a presenca do observador sdo mais sutis @o ppssas
imaginar. Colocam que, dependendo do grau de participacdo do observadtetagdes
ocorridas, geralmente, ndo influenciam o resultado final dasangbis “os ambientes sociais
sao relativamente estaveis, de modo que a presenca de um obsdifi@liognte causara as
mudancas que 0s pesquisadores procuram tanto evitar” (p.27), al@m,&elrelatarem a
conveniéncia de ndo tentar se passar por aquilo que ndo se é na verdade.

Com relacdo ao teor do conteudo observado, as autoras ainda apontantosleme
gue se configuram como parte essencial das anotacdes feitas pelo obsBaradelas, torna-
se importante a descricdo tanto dos sujeitos, destacando suaerichices fisicas e
comportamentais mais relevantes, quanto dos locais pesquisados, darela€oéaxlices e
aos aspectos fisicos do ambiente. As atividades promovidas dentrtudio esso também
devem ser relatadas, sendo que, para estas, 0S aspectos relpesstgr a ser 0s
comportamentos apresentados pelos sujeitos, a sequéncia em queidasleatiforam

desenvolvidas e como se deu o envolvimento dos participantes. A prépria cdoduta

! GUBA, E. G. and LINCOLN, Y. SEffective EvaluationSan Francisco, Ca., Jossey-Bass, 1981.



pesquisador também é digna de registro, onde as a¢des, convecsasteughio dos didlogos
com os participantes podem se revelar importantes a analise do caso.

Outra forma de coleta de dados comumente usado em estudos deecaplisagao
do questionario Para Moroz & Gianfaldoni (2002) um questionario “é um instrumento de
coleta de dados com questdes a serem respondidas por escritansermeacao direta do
pesquisador” (p.66). Diante disso, diferentemente da observacdo, o0 questipode
minimizar uma possivel interferéncia do pesquisador, jA que piavila obtencdo de
informacfes sem o contato pessoal direto com os sujeitos. Conta com a vantagem de poder se
aplicado a um grande nimero de pessoas no mesmo instante e, porréessoneéndavel
quando a disponibilidade de tempo dos pesquisados nédo é grande.

As questdes a serem respondidas devem evidenciar os aspevargesldo objeto
de estudo pesquisado. Portanto, as perguntas devem ser elaboradas cuim adeinéntar
revelar as facetas do fen6meno. Existe sempre a possibilidade ederapolar os limites
impostos pelo direcionamento das perguntas e, nesse caso, estaacipdsriadicionais ndo
devem ser descartadas, sendo aproveitadas de modo a enriquecerairagpesquisa sem
perder de vista, evidentemente, o foco principal do estudo.

A andlise documentaiem como principal escopo os proprios documentos obtidos
durante a pesquisa. Qualquer registro sobre o comportamento, a dederigé@esoas ou
lugares, testes, provas, questionarios ou outro material registrddalrteente, podem ser
considerados documentos relevantes para ajudar a formular e/ou conaslidgodteses
levantadas pelo pesquisador.

E pelaanalise de contetidgue os documentos s&o discutidos. Gomes (1996) aponta
este tipo de analise como um conjunto de técnicas objetivas e \asjaplicadas na
interpretacdo dos dados. Segundo este autor, a andlise de conteldsr peders/olvida em
trés fases ndo excludentes entre si, nas quais ocorre 1) aalisé;ah) a exploracdo do
material e o tratamento dos dados obtidos e 3) a interpretacao.

A primeira fase consiste na leitura do material no sentidordarto material mais
“familiar” ao pesquisador, destacando, de acordo com o0s objetivos do estamst
importantes e definindo as categorias ou unidades de registroeteaesntes. Na segunda, ha
a aplicacdo mais sistemética em cima do objeto de estudo doigiediiido anteriormente.

E na terceira fase, as atencdes se voltam para a interpretacéo, dessejagdar as mensagens
subjacentes explorando as “ideologias, tendéncias e outras detéenilacacteristicas dos
fendbmenos” (p.76).

1.2) APLICACAO DOS METODOS QUALITATIVOS.



Em nossa pesquisa, muito inspirados na metodologia utilizada por BA&99),
optamos pelo enfoque qualitativo, em especial, do estudo de caso. NsssortsEStiu num
curso sobre Geometria Fractal ministrado por nés. O publico alvo fidratunos do 3° Ano
do Ensino Médio, da escola Placido de Castro, na cidade de SaR@rédesta escola
também trabalhamos lecionando a disciplina Matematica. E impomassaltar que dos 11
alunos que iniciaram o curso, apenas 7 deles conseguiram conclogls &am nossos
alunos no ensino regular. Optamos por atribuir-lhes nomes ficticiosntoito de preservar
suas identidades. A descricdo de suas caracteristicas esaolais relevantes aos nossos

propdsitos encontra-se abaixo:

Bill — 17anos. Cursou o Ensino Fundamental em escola publica municipal. Estsdalaa e
desde a 12 série do Ensino Médio.

Marcio — 18 anos. Cursou em escola municipal o Ensino Basico. Estuda nadestidaa 52
série do Ensino Fundamental.

Kelly — 18 anos. Cursou em escola municipal o Ensino Basico. Estudaole dessde a 52
série do Ensino Fundamental.

Veldenira— 19 anos. Cursou em escola municipal o Ensino Basico. Estuda nadescaaa
52 série do Ensino Fundamental.

Dariane— 19 anos. Cursou em escola municipal o Ensino Basico. Estudou na astbla
série do Ensino Médio, estudou a 22 série no Oiapoque-AP e voltou aad%aerie na
escola.

Lucia — 19 anos. Cursou em escola municipal o Ensino Bésico. Estuda nadestidaa 52
série do Ensino Fundamental.

Julia— 20 anos. Cursou em escola municipal o Ensino Basico. Estuda re dessidé a 52

série do Ensino Fundamental.
Daniele— 20 anos. Cursou em escola municipal o Ensino Basico. Estuda na esdela &é
série do Ensino Fundamental.
Suelly— 20 anos. Cursou em escola municipal o Ensino Béasico. Estuda readesaé a 52
série do Ensino Fundamental.
Rick — 21 anos. Cursou em escola municipal o Ensino Basico. Estuda re desdé a 62
série do Ensino Fundamental.
Milton — 20 anos. Cursou em escola municipal o Ensino Basico. Estuda nadescidaa 12

série do Ensino Médio.
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O que mais nos impulsionou nessa tarefa foi a constatacdo de sjigeuei bom
namero de propostas de atividades e de abordagens sobre Geometimlagbearelacionam
conteudo da Matematica curricular do Ensino Médio com sua utilizag@oaflvidades tém
por objetivo ajudar o ensino e o aprendizado de Matematica, mas calecemestudo mais

aprofundado a respeito do grau de sua eficacia.

Figura I.1. Laboratério de informatica do NTE: equipado com ar condicionado,
cadeiras, mesa e 13 computadores ligados a Internet.

Figura I.2. Sala de video da escola Placido de Castro: equipada com cadeiras, mesa,
guadro negro, video-cassete e televisor.

O curso “Geometria Fractal para o Ensino Médio” teve a duracéimcke dias e foi
ministrado por nés, em quatro dos cinco dias de curso, na sala de videégit lzicido de

Castro. Esta sala é equipada com carteiras escolares, quadrptelegisor e aparelho de
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video cassete. Em um dos dias, a aula foi ministrada fora da,esedbboratorio do NTE
(Nucleo Tecnoldgico Educacional), localizado dentro da 52 URE (UniGedgonal de

Ensino), devido esse espaco estar equipado com os computadores nscessda deste dia,
segundo nosso planejamento.

Cada dia de aula teve a duracdo de 3 horas, sem intervalo, das 14h30min as
17h30min, e ocorreram nos dias 10, 11, 17, 18 e 24 de agosto de 2004, conforme a
disponibilidade dos participantes. A escolha do horério se deveu ao$attudos estudarem
no ensino regular pela parte da manha estando, assim, disponivejgiemdihs da semana
no turno vespertino. A escolha das datas foi feita de modo a n&o cocwidios dias de
Educacéo Fisica que ocorria também pela parte da tarde.

Uma dificuldade encontrada por nds foi motivar os alunos a fazeramso. NOs
atuavamos como professor de Matematica nesta escola para, apiemiemte, 150 alunos do
3° ano. Todos o0s participantes eram nossos alunos e, como nao foi atribugigerqual
“pontuacgdo extra” no ensino regular, a procura mostrou-se abaixo da esperadawceemnmee
0S que iniciaram, houve um numero significativo de desisténcias (quatro ao todo).

Para a analise do nosso caso, recorremos a trés fontea paleta dos dados: a
observacéo direta, o teste especifico e o questionério. Todos tomadus duperiodo do

curso. Veremos a seguir, com mais detalhes, em que consistiu cada um desses recu

1.2.1) A observacéo direta.

A observacdo direta foi feita por ndés durante as aulas ministraalasurso.
Anotamos situacdes, falas e impressdes do comportamento dos alumis dwlapois das
aulas. Como revelamos no primeiro contato os motivos e 0s objetivos do eurso
conseguentemente, de nossa pesquisa, assumimos, segundo Lidke & André (@804), o
de observador como participanteo qual “a identidade do pesquisador e 0s objetivos do
estudo sdo revelados ao grupo desde o inicio” (p.29). Mesmo correndo odaisco
informacdes coletadas junto ao grupo sofrerem uma espécie de cqurgbarte deles,
optamos por este tipo de observacdo por acharmos a mais adequadasdimasades,
visto que, com o pouco tempo disponivel (15 horas ao todo), deveriamos focellzar os
esfor¢os do grupo, sempre, é claro, tomando o méaximo de cuidado ppasivesta escolha
nao alterar as opinides ou atitudes dos alunos no decorrer do trabalho.
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1.2.2) O teste especifico.

Consistiu em cinco questfes aplicadas no inicio do curso (pré-testehandavam
alguns topicos matematicos do Ensino Médio e tinham como objetivo obterrdtatestes
ao aprendizado desses topicos, as estratégias utilizadas radugdio e a compreensao, por
parte dos alunos, das situagdes apresentadas. O mesmo testa gelt@plicado ao final do
curso (poOs-teste) para que pudéssemos avaliar se a nossa atiags atividades do curso
de Geometria Fractal haviam proporcionado alguma evolucdo na aprendidag topicos
matematicos envolvidos. Estes documentos foram de grande importanctaito de revelar
as habilidades (re)adquiridas pelos alunos com o curso e de como atfeénactal pode
influenciar na (re)aquisicdo de conceitos matematicos neces§iia a sua resolugdo. A

folha com o teste estd em anexo, no final do trabalho.

1.2.3) O questionério.

Sua aplicacgédo foi feita também no ultimo dia do curso, logo apos ogtéseeada
aluno teve disponivel o tempo restante da aula daquele dia para relgpoBdéalunos
Marcio, Bill, Valdenira e Julia entregaram neste mesmo dia éemais (Kelly, Dariane e
Lucia), por motivo de tempo, entregaram o0 questionario no dia seguogso Mbjetivo era
tentar captar suas impressoes acerca da Matematica, d&tBadtactal, das atividades do
curso e dos conteudos matematicos abordados tanto em suas tsaggoakares, quanto
dentro do curso. Foi de grande importancia para o esclarecineatguhs pontos referentes
a nossa pesquisa, pois pudemos identificar questbes relevantes queraparestar
relacionadas ao desempenho dos alunos nas situacdes vivenciadas né ¢oisgra do

guestionario aplicado também esta em anexo, no final.
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Capitulo 2
Geometria Fractal: Da Teoria as Aplicacoes

Temos um mapa do universo para microbios, temoagarde um micrébio para o
universo.

Miroslav Holub

Antes de abordarmos as particularidades da Gea@mEtactal mais relevantes ao
interesse do nosso trabalho, serdo colocados enaltpins fatores que contribuiram para a sua
descoberta. Desde j4, ressaltamos que ndo é ndgstvm refazer todos os pormenores
histéricos que propiciaram seu aparecimento —aagefe dificilmente possa ser conseguida.
Também nédo € nosso interesse engendrar por congpleama epistemoldgica que a constituli,
mas, sim, indicar os fatos e/ou argumentos maistanbais que levem ao seu entendimento e

explicitem sua importancia.

2.1) HISTORICO DA GEOMETRIA FRACTAL

No século XVII, Galileu Galilei disse que a Materoatera a linguagem da natureza e o
seu alfabeto eram os circulos, tridngulos e deffigisas geométricas euclidianas (BOYER,
1996). Isso da idéia da forca que a Geometria &aok exerceu — e ainda exerce — sobre 0
pensamento matematico. Diante dos seus axiomdsyguiss e teoremas, as formas euclidianas
pareciam encaixar-se bem do ponto de vista ted@mo, quebras e sem lacunas. Talvez por isso
permaneceram sem modificacdes significativas derdots mil anos, dando a estas formas a
forte impresséao de naturalidade, uma vez que par&ie familiares para nés.

Entretanto, para Lesmoir-Gordat al (2000), se estas formas forem analisadas com

mais frieza, certamente se percebera que elasanéogm ter muita coisa de “natural”.

As formas que Euclides estudou — linhas retas @ilos — tiveram tanto sucesso na
explicacdo do universo que os cientistas ficarangogepara suas limitacdes,
classificando as formas que ndo se encaixavamaddotesquema de Euclides como
‘ndo-intuitivas’ e até ‘patolégicad’(p.9)

2 “The shapes that Euclid studied — straight lined eircles — proved so successful in explaininguitherse that
scientists became blind to their limitations, demxing patters that did not fit in Euclid’'s schenme ‘aounter-
intuitive’ and even ‘pathological’.” N.T.
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Talvez o maior mérito da Geometria Fractal seja: @stle representar melhor as formas
da natureza — as mesmas que a Geometria Euclichasalera como desvio do padrédo. O maior
expoente da Geometria Fractal e seu criador, omdditeo polonés naturalizado americano
Benoit Mandelbrot, pode sintetizar esta afirmacéicum mais célebre frase do lideometry of
the naturede 1975, marco inicial da Geometria Fracthluvens n&do sdo esferas, montanhas n&o
sdo cones, os litorais ndo séo circulos, a casasores ndo € lisa e tampouco a luz viaja em
linha retd.

E preciso deixar claro que ndo estamos quererziy fama espécie de “apologia”
contra 0 estudo da Geometria Euclidiana. Muito pmiatrario. Pensamos que seu estudo é
essencial no desenvolvimento do pensamento gecmétrimatematico. Mas é importante
ressaltar que, como qualquer ramo da Ciéncia e/aterivhtica, este tratamento também possui
um grau de abrangéncia limitado e seria contrauopséprio principio ndo tentar abrir/expor
novas possibilidades, como a de descrever objetosans.

Diferentemente das formas euclidianas, as formaddis apresentam irregularidades

em sua estrutura. Em vez de tentar “contornar”iteegularidades, os fractais parecem ataca-las

Reproduzido de http://people.bath.ac.uk/mfc20/mg.pn

Figura llI-1. O Conjunto de Mandelbrot é também chamado dec'tmde péao de

rmAall Ceaca finnira anntArm Aatalhac infinitamaAantaismevme AniAa AniandA Aamnliac
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de frente e as incorporar em sua composicdo. Ajmarguase que obrigatdéria em qualquer
publicacdo sobre o tema é a figura fractal do “bonde pdo de mel” ou “Conjunto de
Mandelbrot” (mostraremos como ele é obtido maiarae).

A histéria do surgimento da Geometria Fractal sefustde com a prépria histéria de
seu criador, Benoit Mandelbrot. Com aptiddo geoicgtigucada, Mandelbrot ndo viu com bons
olhos a crescentalgebrizacdoda Matematica promovida por Bourbaki na primeitade do
século XX, na Franca, onde morava na época. |$sp mudar para os Estados Unidos, em 1948,
para trabalhar no Instituto de Pesquisa James WaisdBM (International Business Machines
Corporation) (BARBOSA, 2002).

Trabalhou em vérios problemas que aparentementeint@m qualquer relacdo entre
si. Dentre eles estdo as enchentes do rio Nileots;oes da Bolsa de Valores e outros. Para
tentar entender como Mandelbrot cunhou o arcabtedco da Geometria Fractal, vamos nos

ater a dois problemas em particular.

Inicializador. Passo 1

/ N Gerador. Passo 2

Passo 3

ﬁu Passo 4
m Passo n

Figura Il -2. Ao lado a construcao da curva de Koch. Esta cud a idéia intuitive

O primeiro comeca pela indagagéo: “Quanto med®mlida Gra-Bretanha?”. Barbosa
(2002) expbe a seguinte resposta encontrada poddiant:
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A resposta possivel variard conforme a escala ddiche Baias e peninsulas
apareceram ou ndo, dependendo da escala adotdmmseSapor exemplo, que em
documentos dos dois paises vizinhos, a fronteir&sgemnha com Portugal difere em
cerca de 20%, o mesmo acontecendo por exemplo ctroniira da Holanda e da
Bélgica. Claro que ao efetuar as medidas cada @ajzregou instrumentos com
unidades de escalas diferentes. (p.12)

Na prética, significa dizer que para medir o tanasagda um litoral ou limite territorial, é
preciso, antes de tudo, definir a escala. Se afmsemedicédo for de um metro, as reentrancias
e/ou saliéncias menores que este valor ndo seséidad. Matematicamente falando, a base que
poderia medir com exatiddo uma extensao territolesleria tender a zero o que na realidade
seria inviavel, pois faria o resultado final teng@ra o infinito. Uma resposta que acaba néo
satisfazendo por completo do ponto de vista acaliti

Outro problema estudado por Mandelbrot, agora ded#& IBM, foram os erros na
transmissdo de dados. Quando era preciso enviammagdes de um computador a outro, via
linha telefénica, ocorria a aparicdo de um “ruidoie interferia na transmissdo. Mesmo sendo
especialistas no assunto, os engenheiros ndo coasegncontrar um meio de resolver o
problema.

Em vez de tentar eliminar o ruido, Mandelbrot fezaminho inverso: considerou-os
inevitaveis. Percebeu que os erros vinham em blgeesse ampliados, revelavam outros blocos
menores em sua estrutura intercalados pelos dadtramsmissdo. Dessa forma, tratou os erros
de maneira semelhante a poeira de Cantor. Progdam@ncomputadores para trabalhar assim,
conseguiu fazer com que os receptores diferencmssdnformacdo transmitida e o ruido
indesejavel. Mesmo néo eliminando a chegada dos,aliminou a maior parte da interferéncia

e tornou a comunicacéo viavel.

Figura II-3. A Poeira de

Cantor é obtida retirando- —EE—-———— e
se o terco central de um == - - -
segmento de reta € 4@ mm mm EE mm
partir dai retira-se sempre s s = nm o nmn

o teco central do meowme o wenn meowme o nnn

Assim como Euclides o fez enD$ Elementds Mandelbrot reuniu todos os seus
trabalhos e os direcionou para aquilo que hojeosbaece como Geometria Fractal. Fractal foi o

termo usado por ele para nomear as formas que fpaeim desta geometria e vem da palavra

17



fractus que, em latim, significa quebrado, fragmentado.te@mo parece ilustrar bem as
irregularidades provenientes das figuras fracti&n de conotar a idéia de particdo ordenada

através das escalas.

2.2) DEFINICAO DE FRACTAL

A definicdo de fractal € um problema em aberto ratehatica. Varias foram as
tentativas de definir um fractal, mas todas deisdgnma lacuna. Acreditamos que isto ndo pode
ser visto como um problema ou uma falha na suatestr que impossibilite seu uso/estudo.
Segundo Mandelbrot (1989):

Sera necessario definir uma figura fractal de maglwroso, para em seguida dizer que
um objecto real é fractal por se assemelhar adigaométrica que constitui o modelo?
Considerando que um tal formalismo seria prematudoptei (...) um método baseado
numa caracterizagdo aberta e intuitiva, onde osig@g se efectuam por retoques
sucessivos. (p.14)

Barbosa (2002) reforca a conjectura de Mandelbaoa ptilizacdo dos fractais sem se apegar

demasiadamente ao formalismo, trazendo a discpssd® campo educacional:

“(...) o conceito de fractal ainda deixa muito @ejar, principalmente no caso de se
querer uma definicdo formal, que caiba ao ser saser. Entretanto, essa dificuldade
ndo deve ser obstaculo na Educagdo, a qual pod@esmente convir com uma
conceituacdo simples e de facil entendimento. Bé&stonsiderarmos a auto-
similaridade.” (p.19)

Atrevemo-nos a colocar em tela uma definicAo quebémn possui “lacunas”, mas
servira de base para caracterizar um objeto fratiatl fractal, portanto, éuma figura
geométrica em gue uma parte se assemelha a todeafigbtida através de um processo
iterativo e que pode ter uma dimensao néo inteiEsta definicdo aborda trés caracteristicas que

consideramos fundamentais para designar um fraated:similaridade, iteracdo e dimenséo.

2.2.1) Auto-similaridade

Esta parece ser a caracteristica mais marcantrerfar de um fractal. Tomando uma
pequena parte de um circulo, por exemplo, e antjilian percebe-se que esta parte € uma curva.
Ao ampliar novamente uma pequena parte desta eurmpetirmos estas etapas indefinidamente,

a curva tendera para uma reta. Este processo éadaltomaenormalizacao
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Porém, em uma figura fractal as ampliagdes sengparecem com toda a figura. Para
ilustrar esta propriedade, exibiremos um fract@asico chamado de triangulo de Sierpinski. Sua
construcdo € da seguinte forma: consideramos a éoespreendida por um tridngulo
equilatero,seus lados e os pontos médios de edda Iltracamos trés segmentos de reta cujas
extremidades sdo os pontos médios de modo quéngtd inicial fica dividido em quatro
outros triangulos menores (também equilateros aisgentre si) e desconsideramos a area do
triangulo menor central. Marcamos os pontos médmsada lado dos outros trés triangulos
menores restantes, tracamos novamente os segnuenteta que vao dividir os triangulos em
guatro outros e tornamos a desconsiderar a aéegiid central formado . A partir dai, aplica-se
0 mesmo procedimento aos triangulos restaateg)finitum

Passo 1 Passo 2 Passo

)

FY S ey "i-..
‘.‘" ‘.‘" AhhA .éi'.. A
& Fy £ =y A
rYy FYyy o e ¥ *
A A A & P R J "
FYYYYYYYY dadadidadudadade
Passo 4 Passo 5

Figura Il -4. O triangulo de Sierpinski € uma construcado ondigdagulo central
de cada triangulo remanescente € retirado. Messimaa figura no passo n nédo

nerde a similaridade com as striicfes anteriores nhtid
Nota-se que no passocada um dos trés triangulos maiores que compdokgura sao
copias exatas da figura maior. Essa invariancimihaa, que independe da escala de ampliacao,
€ chamada de auto-similaridade. Mandelbrot percebeuesta propriedade esta presente numa
gama enorme de formas naturais. Tanto nas arvaugsns, linhas costeiras e outros; como nos

gréaficos da bolsa de valores e outros sistemasm@artamento complexo.
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Figura II-5. Nos quadros da coluna a
esquerda, ha uma seqiiéncia de ampliagGes de
uma arvore artificial que sao exatamente
similares ao quadro anterior. Na coluna a
direita, na arvore real, a similaridade também
acontece nas ampliacdes, porém de fc

Retirado de Taylor (2003), p.86.

Existem dois tipos de auto-similaridade; a exataestatistica. Na exata, as partes sdo a
copia exata dos padrbes em diferentes ampliac@eautb-similaridade estatistica, os padrbes
nao se repetem com exatiddo, em vez disso, asdgdel estatisticas dos padroes é que se
diferem (TAYLOR, 2003).

As formas naturais auto-similares sdo, na sua maomplicadas para serem descritas
apenas em termos euclidianos fundamentais (poeti®,ou plano). Ainda que intuitiva, a auto-
similaridade pode ser usada para construir figoras complexas que se encaixam, retorcem,
espremem com somente algumas regras iniciais.

Fica evidente que a utilizacdo de segmentos dgaegaformar imagens de arvores reais
se configura em apenas uma representacdo groskeiraalidade. Até as mais sofisticadas
técnicas de criacdo de imagens ndo descrevem msdanaturais em todos os seus detalhes.
Mesmo assim, o tratamento fractal a termos eudddiafundamentais cria imagens que
conseguem estar mais proximas dos contornos déool§jem um programa de computador
derivado da curva de Koch e criado por Michael Biayi, é possivel criar a imagem de uma

samambaia que exibe em toda sua estrutura o padtéesimilar exato, mas que parece mais

3 M. F. BarnsleyFractal modelling of real-world image#n: The Science of Fractal Imaged. -O. Peitgen and D.
Saupe (eds.), Springer-Verlag, New York, 1988.
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“natural” do que esta curva. Com relacdo ao estliad@eometria Fractal, Peitgehal (1992a)

comenta:

A importancia da samambaia de Barnsley para o glekémento do assunto é que esta
imagem é parecida com uma samambaia, mas encenma-snmesma categoria de
construgdes como a curva de Koch e a poeira deoCdhtn outras palavras, aquela
categoria que ndo contém monstros extremos da rAttengue parecem estar muito
distantes da natureza, mas também inclui estrutarbmrmactes naturais e que sdo
obtidas pela simples modificagdo dos monstros7G277)

Reproduzido de www.cs.princeton.edu/ introcs/24inou

Figura Il -6. A seqiéncia mostra trés etapas na construcaanaansbaia de Barnsley. Na
primeira a esquerda, o programa gerador faz “&ff pontos em um looping aleatorio,
no meio ja sao 1 000 pontos e a direita 10 000gsoriyma figura fractal de auto-

2.2.2) Iteracéo
E através desta propriedade que ha o contraseaotmplexidade e a simplicidade de

um fractal. Consiste em repetir 0 mesmo ato oucfpio infinitamente em uma espécie de

feedback. Peitgeret al (1992a, p.21), representa esta rotina como umepsac dindmico

chamado Feedback Machine.
Quando um dado inicial € inserido (IU), ele passaym processamento (CU) até se

tornar um dado de saida (OU). Este dado retorraaeco (feedback line) no qual passa a ser

IU e 0 processo € novamente iniciado.
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U > processing unit ou

) 4

feedback line

The feedback machine with IU = input unit, OU =

Output unlt, CU — ~nntral ninit
Reproduzido de Peitgest al(1992a, p.21).

Figura 1l-7. O esquema (Feedback machine) iluspraripio fundamental para a
efetivacdo de um processo iterativo.

Em se tratando de processos iterativos dentro dem&ea Fractal, classificamos as

iteracdes em dois tipos: a algébrica e a geométrica

Iterac&o Algébrica

Na iteracdo algeébrica a rotina se d4 com uma equacdo algébrica comdadmi
processadora. Basta atribuir um valor inicial pama x, e encontrar x. 1. A seguir, X + 1 €
recolocado no lugar de ® encontra-se o valor dg. A partir dai, esslwopingpassa a “rodar”
seguindo esta rotina para encontras ¥ Xn + 4, X +5, € assim sucessivamente.

Muito usado na Biologia por ecologistas, uma apBcepréatica para ilustrar este tipo de
iteracdo € o modelo de Verhulst para o crescimpopulacional. Consiste em tomar a equacgao
Xn+1 = (1 — %) — onder € uma constante ajustavel que representa osdajaeeinfluenciam o
crescimento da populacédo — para prever o nUmenodildduos de uma espécie em periodos de
um ano. A iteracdo é efetuada tomando valores éngrd para xe fixando o valor de. Zero
representa a extincdo e 1 a populagcdo maxima.

Na modelagem do numero de individuos de uma pofoilde peixes, para x 0,2 e
fixando r = 2,6, por exemplo, apds algumas iteracbéevalor de xconverge para 0,6154. Porém,

fazendo r = 3,1, a iteracao bifurca, ou seja, tende estabilizar nos dois valores distintos 0,5582
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e 0,7645. Outra bifurcacdo ocorre quando o par@meissume o valor 3,5 que faz a populacdo
se estabilizar nos valores 0,3828, 0,5011, 0,82Y,8'&0.

Gréfico II-1 Grafico 11-2
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Desse modo, a medida que o parametro r € aumerntatdonero de pontos em que a
rotina se estabiliza também tende a dobrar formamolas bifurcacdes. S&o tantas que
rapidamente elas tendem para o infinito e tornaroaggicas. Fazendo o grafico parametro r

versuspopulacédo, sdo observadas pequenas “janelas demogilee se assemelham a todo o
grafico num padréo de auto-similaridade.

3:2 3I.I 3I.E 3:3 ]
Figura II-8. Na arvore de Feigenbaum, como € conhecido ocgrafh eixo

horizontal representa o parametro r e o vertigadaulagdo. Aumentando o valor de
r n] nerindns tendem a dimnlicar n aile leva a 1msardem arrente mas nil

Devido a semelhanca, este grafico recebe o norfigudgra (ig treg). Segundo Gleick

(1989), o raio da distancia entre as bifurcacOeessivas converge para o valor fixo de 4,

6692..., chamada de constante de Feigenbaum. tsterm esta presente em muitos fendmenos

da natureza. Experimentos fisicos de laboratonoprovaram que ele representa uma espécie de
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universalidade. Para Lesmoir-Gordeinal (2000), é tdo fundamental quamtgcomprimento de

uma circunferéncia dividido pelo diametro), poi® eparece em qualquer que sejam 0sS
fendmenos governados por um processofedelback E interessante notar que todas essas
conclusdes foram derivadas de processos iteratigébricos oriundos da simples equacédo

logistica de Verhulst e que acaba gerando um &dio de complexidade.

Iteracdo geométrica.

Ja naiteracdo geométricao processador é uma regra aplicada em uma figura
geométrica ou em alguma parte especifica dela.llBenée, a regra induz uma “quebra”’ na
figura e é nestas etapas de fragmentacdo queaasegr aplicada indefinidamente. A construgéo
do fractal conhecido como floco de neve de Koclhpal € um exemplo bem ilustrativo. Dado
um tridngulo equilatero, marcamos dois pontos edadado do triangulo de modo que estes
dividam os lados em trés partes iguais. A segsaubimos” trés triangulos equilateros menores a
partir dos trés segmentos centrais de cada ladiddehgulo inicial e, posteriormente, descartamos
estes trés segmentos centrais. A partir dai, aptisao mesmo procedimento aos segmentos

restantes indefinidamente.

AX X%

Passo 1 Passo 2 Passo 3

Figura 11-9. Com o decorrer das iteracdes, o floco de nevKaeh (Koch’s

snowflake) aumenta seu perimetro tendendo ao tofiporém sua area, mesmo
crescend atinae 11im valor limitadn mAxinr
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Com a ajuda do computador e dos trabalhos de Fratoel e Gaston Julia do inicio do
Século XIX, Mandelbrot realizou iteragdes com eletag no plano complexo e criou 0 conjunto
de Mandelbrot, mais tarde chamado de boneco del@duel. O conjunto de Mandelbrot é o
conjunto de todos os pontos no plano complexo quendo submetidos ao mapeamento

recursivo z— z2 + ¢, nao divergem para o infinito.

Im[a]
"1

-1

Figura Il -1C. A imagem mostra os pontos do conjunto de Mandel&r eixo Re[c]
representa 0s numeros reais e Im[c] os niumeroslego® Este conjunto é formado
por todos o0s pontos iniciais ¢ que nao divergema parinfinito quando o

Fazendo ¢ = 1 + i e partindo de z = 0, por exempl, iteracbes sucessivas
(mapeamento) apresentariam 0s seguintes valores:

z1= 02+ (1 +i)
Zo= (L +i)2+ (L +i)
zs= (1 +30)2+ (L +1)

Figura II-11. A figura

mostra algumas
localizagbes possiveis do
ponto inicial ¢ no mape-
amento recursivo  do
plano complexo z-» z2 +

c. Quando o modulo de ¢
€ menor que dois, 0
mapeamento forma fi-
guras de tamanho finito
(connected e dentrite). Se
0 moédulo de c for maior

NiiA AAiA A AAnAARmAAS

Reproduzido de Lesmoir-Gordon et al (2000, p. 90).
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Geralmente, quando o modulo dos niumeros encontra@iopassa do valor dois, ele
acaba néo divergindo para o infinito, fazendo uséeie ddooping em torno da origem. A
marcacdo de cada ponto iterado dentro do plano leeampma origem a figuras belissimas
conhecidas como Conjunto de Julia.

Cada figura obtida no conjunto de Julia pode seominada dentro do conjunto de
Mandelbrot. Para encontra-las basta ampliar, erala@s$cfinitesimal, as partes do conjunto de
Mandelbrot que, por sua vez, pode ser ampliadaitafnente que sempre exibira novas formas.
E nessas ampliagdes que as imagens do conjuntadidgambém surgem fundindo-se umas as

outras, localizadas exatamente em cima de seugsaloorrespondentes.

Figura Il -12. Uma das imagens que fazem parte do conjunto lde As formas

intrincadas podem ser encontradas dentro do canjdatMandelbrot através de
Qleces’]iva] amnliacA

2.2.3) Dimenséo

Usualmente diz-se que a dimensdo de um objeto élrneno de parametros
independentes (coordenadas) necessarios para wergde Unica de seus pontos. Essa idéia de
dimensao era bem aceita até o Século XIX, pois egpna satisfazer as necessidades da
Matemética produzida até esta época. Tomando cas® ds formas euclidianas fundamentais e
a idéia de Poincaré para dimenséao, temos que:

Um ponto tinha dimens&o 0. Enquanto que uma limteatdimens&o 1, porque poderia
ser cortada em duas partes por um ponto (o quz tiimensdo 0). E um quadrado
tinha dimenséo 2, pois poderia ser cortado em gdages por uma linha (a qual tinha
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dimenséo 1). Um cubo tinha dimenséo 3, porque der cortado em duas partes por
um quadrado (o qual tinha dimenséo 2). (PEITGEM, 1992a, p.122)

A partir do surgimento das geometrias ndo-euclabae, principalmente, com o
desenvolvimento da Topologia — ramo da Matematisa lida com as formas dos objetos e
estuda as propriedades que permanecem constarsedoqum objeto € curvado, esticado ou
pressionado e que teve como marco inicial o prdpoincaré — é que esta idéia de dimensao (ou
definicdo de dimensdo como acreditavam alguns)amiiseguiu mais ser suficiente para ser
usada em objetos que agora contavam com novasquages.

Dentre as varias maneiras de abordar seu sigrificaddefinicdo de Hausdorf-
Besicovitch para dimensao foi aquela escolhida Mandelbrot para os fractais. Nao trata
propriamente do niumero de coordenadas independgmepossam descrever 0s pontos de um
objeto, mas “torna-se uma maneira de medir proadesl que (...) ndo tém definicdo clara: o grau
de aspereza, ou de fragmentac&o, ou de irreguiarida um objeto” (GLEICK, 1989, p.93). E
uma dimensao mais qualitativa, que ndo se restangenimeros 0, 1, 2, 3 e admite nimeros néo

inteiros e até irracionais. _ .
Tabela Il-1. Dimenséao de Hausdorf-

[ YRS . I |

Linha Quadrado Cubo
Fator de ampliacéo | 0
: | I s
NUmero de 2 4 8
autocopias 21 22 23
Fator de ampliacdo | ooo
. | ooo
ooo
|
Numero de 3 9 27
autocopias 3 ¥ >

““A point has a dimension 0. Then a line has a disien 1, because it can be split into two parts ppint (which
has dimension 0). And a square has a dimensiore@ause it can split into two parts by a point (Whias
dimension 1). A cube has a dimension 3, becawsmnibe split into two parts by a square (whichdia®nsion 2).”
N. T.
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Se tomarmos um segmento de reta podemos dividnlaleas partes iguais que sao
auto-semelhantes, da mesma forma que podemos rdiwdi quadrado em quatro outros
guadrados auto-semelhantes, como também se podwidirtum cubo em oito cubos menores
idénticos. Poderiamos ter comegado dividindo o se¢onde reta em trés partes, entdo o
guadrado sera dividido com o quadrado do nimenmades e o cubo com o cubo dessas partes.
Ao atentarmos para 0 expoente das subdivisbesmusrgue eles representam exatamente a
dimensao da forma que esta sendo estudada.

Chamando den o numero de copias de si mesmpo e valor que cada copia deve ser
ampliada para voltar a ter o tamanho original, poakeobter a seguinte expressao para calcular a
dimensaal:

m = n°

Aplicando o logaritmo em ambos 0os membros:

d=logm/logn

Portanto, por esse método, um segmento de retfogdividido em duas partes iguais
possui duas copias de si mesmo e devera ser amgleld fator dois para voltar ao tamanho
original. A dimensdo desse segmento sera dada poliod 2 / log 2 = 1. Aplicando 0 mesmo
procedimento para um quadrado dividido em quatrtepa para um cubo dividido em oito, suas
dimensoes seraqdq=10g 4 /1log 2 =2 ey =10g 8/ log 2 = = 3, respectivamente.

Utilizando a expressédo em fractais, para a curdaadd, por exemplo, obteriamogg
=log 4 / log 3 = 1,26... A andlise deste resulteslela que a curva de Koch é mais que uma
linha (dimensé&o 1), porém ndo chega a ser um ginensao 2). Do mesmo modo, a dimensao
da poeira de Cantor é obtida assigng=1log 2 / log 3 = 0, 63..., mais que um ponto (ehsao
0), porém menos que uma linha (dimenséo 1).

Tanto a curva quanto o floco de neve de Koch aptaseuma certa semelhanca com o

contorno de um litoral. A esse respeito, Stewd@91) coloca:

A dimenséo fractal do contorno de um litoral sisgaem geral entre 1, 15 e 1, 25, e ada
curva do floco de neve é proxima de 1, 26. Portdlitirais e flocos de neve sao
igualmente irregulares. (p.236-237)
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Revendo o problema das linhas costeiras, Mandelifioha que talvez ndo seja a
resposta que nao satisfaca a pergu@iaahto mede o litoral da Gra-Bretanha®, sim, a prépria
pergunta que, segundo ele, deveria §andl a dimenséo fractal do litoral da Gré-Bretantia?
(Mandelbrot, 1989).

2.3) APLICAC}()ES E IMPLICAQ()ES DA GEOMETRIA FRACTAL.

Seria muito dificil esmiucar com elevado grau datie®o quais sdo todas as aplicagbes
da Geometria Fractal. Muitas pesquisas foram feigaBiologia, Quimica, Fisica, dentre outras,
gue utilizaram as propriedades fractais como feerdas de estudo e ainda existe muita pesquisa
em andamento. E inegavel que a Geometria Fractsl descreve do que explica, no entanto,
consegue dar forma a coisas, objetos e equacOemtpgese pensava ndo passar de rabiscos sem
sentido. Veremos adiante algumas das aplicacOanpécacbes da Geometria Fractal que

consideramos mais pertinentes aos n0sSsos propositos

2.3.1) Relacao entre campos diversos via Geometkaactal

Um dos aspectos inovadores — e também muito patémida Geometria Fractal é a
capacidade de conseguir se infiltrar por entre ais wariados ramos da ciéncia. Por exemplo, o
sangue humano contém substancias essenciais fpare@i@anamento saudavel de todos os 6rgaos.
Os vasos sangilineos sdo 0s canais responsavefagsra sangue escoar, € por isso, precisam
estar presentes em todas as partes do corpo,rda e mantenha um fluxo constante fazendo o
sangue percorrer o trajeto corpéreo, voltar aoggmrande sera bombeado, e fazer novamente o
percurso para o corpo. E a disposi¢do, o arrarge eespectivas formas/espessuras dos vasos
sanguineos que permitem o funcionamento adequadocdéacao.

N&o obstante, as grandes bacias hidrograficas taméébem comportamentos
semelhantes aos descritos acima. Pequenos cogqega® interligam e convergem para corregos
maiores que desadguam em rios. Os rios, por sueemwgzlacam-se para formar rios maiores e
com maior fluxo para, enfim, desembocar no oceano.

Nem é preciso entrar em detalhes sobre a dispodirfigalhos da copa de uma arvore

(responsaveis pela distribuicdo dos nutrientes pelgetal) e também pelo crescimento dos
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corais (dada com agregacéo de particulas por depositaatieriais em sua superficie, chamado
de percolacao) para notarmos 0 mesmo padréo.

Esses exemplos exibem uma caracterizacéo lategtéangue ja dissemos ser essencial
para a definicdo de fractal: a auto-similaridadebda funcionalidade desses sistemas esta
condicionada ao fator de escala. E como se a rattiseesse encontrado a mesma solugdo para

varios tipos de problemas: a solucao fractal (Stei891).

2.3.2) Geometria Fractal e Arte

E inegavel a beleza das imagens fractais geradasq@aputador. O apelo estético dos
fractais talvez seja um dos principais atrativompainiciante que quer se familiarizar com a
Geometria Fractal. As formas irregulares que sergei, espremem, espiralam exibem uma
exuberancia capaz de serem comparadas as grandssdebarte. Aos nossos olhos, o efeito do
belo pode ficar ainda mais interessante quands &iglaras complexas comegam a representar

fenbmenos, situacdes, objetos naturais ou ndogégsi@ outros, revelando, além da beleza, uma

aplicabilidade latente.

Figura Il -13. Blue Poles: Number 1(Oleo sobre lona) de 1952 é considerada a obra-
prima de Jackson Pollock. Com uma vareta de madeieatista deixava respingar a

® Estas disposicdes podem ser geradas fractalmslizando uma técnica conhecida como L-Systems.s@t@em
empregar um processo de crescimento com uma estmgtursiva que agregue partes menores e as enuaixa
estrutura maior resultando em uma forma auto-sirfl&I TGENet al, 1991b ).
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No mundo das artes plasticas, o pintor Jacksoro@ol[1912-1956) dizia pintar seus
guadros baseado no ritmo da natureza. Tracos cadderde cores que se entrelacavam em
redemoinhos de tinta eram a marca registrada decRoEssas obras extremamente abstratas
faziam as opinides dos criticos divergirem. Essilteprimitivo de pintar seria fruto de puro
génio ou tratava-se de um bébado debochando diHiea artisticas?” (Taylor, 2003, p.86).

O fisico Richard P. Taylor analisou, com a ajudadmputador, as obras de Pollock e
comprovou que elas possuem propriedades fractarani® a pesquisa, descobriu que os valores
da dimensao fractal dos quadros tinham um valors rhaixo no inicio da sua carreira e,

gradativamente, foram aumentando com o passamass Be 1,12 em 1945 para 1,7 em 1952.

It's the sheer talent that's
awe inspiring.

| throw paint at a canvas,

and what do | get? Nothing

but snowflakes and gaskets.

Figura Il -14. A charge mostra,

de forma bem humorada, uma
possivel reflexdo de Jackson
Pollock com a descoberta de
padrbes fractais em suas obras,
Sua frustracdo soa como se toda
a sua genialidade fosse reduzida
a algumas formas fractais. Na
traducéo: E o talento puro que

Reproduzido de plus.maths.org/ issue9/news/Pollo ki

Esse fato parece sugerir a abertura de um novo denaplicacdo da Geometria Fractal.
Estima-se que com o aprimoramento da técnica desearfi@ctal das obras de arte, seria possivel

identificar a autenticidade de pinturas e as ddg¢asuas criacoes.

2.3.3) Implicagdes no campo cientifico.
As equacdes diferenciais que modelam o comportamdas sistemas sempre se
mostraram limitadas, isto é, acabam sendo aproxXiezaga realidade, pois ndo comportam todas

as variaveis do sistema. Ndo que haja alguma deisarado com isto. Basicamente, o papel da
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Mateméatica Aplicada é tentar traduzir situacOessrgmra a linguagem matematica. S&o

incontaveis os méritos da formulacdo de modelosegpgquem a natureza, alids, toda a ciéncia
moderna esta alicercada desta forma. O que querstiestar aqui € justamente iSso: parece que
se esqueceu que esta “leitura” da realidade é pnoxienacdo. E como aproximacao, possui um

grau de abrangéncia determinado pelo nUmero denptnds e variaveis do sistema analisado.

Pelo paradigma positivista, para descrever o cotap@nto de um sistema natural,
basta considerar todas as variaveis que podiansaigie o sistema. Com o advento da Teoria do
Cao$, ficou provado que essas variaveis eram infintagye impossibilita tratar estas questées
somente atribuindo os parametros e introduzind@aaveis.

A Geometria Fractal parece fornecer a linguagemessia para lidar com a nao-
linearidade. Sistemas dinamicos que tém evolugapdeal podem ser vistos agora, ndo como a
excecdo, mas como a regra da natureza. A Georkesttdal descreve melhor tal fenbmeno por
fazer uso de seu carater qualitativo, por visuabgaquestdes globalmente e contemplar as inter-
relagcdes subjacentes (MANDELBROT, 1989).

2.3.4) Geometria Fractal na Matematica

Por outro lado, dentro do ambito da Matematicaurgisiento da Geometria Fractal
conseguiu ampliar o leque de construcbes geometecaduzir o formalismo inerente a elas.
Sobre isto Mandelbrot (1989) afirma:

Estas figuras geométricas nunca tiveram quaisqipéitdses de entrar no campo do
ensino, mal passando de espantalho ‘moderno’ gesmm a titulo de exemplo, era
demasiado especifico para merecer qualquer tipatelecdo. (...) Demonstro que a
carapaca formalista que as isolou impediu a re&elag seu verdadeiro significado: o
facto de estas figuras terem algo de extremameéntdes, concreto e intuitivo.

Mostro ndo s6 que elas sdo realmente Uteis, mametangue podem ser rapidamente
utilizadas, com um formalismo muito reduzido. N&xigem quase que nenhum
daqueles preliminares formais onde, conforme aréqea mostra, alguns encontram
um deserto intransponivel e outros um paraiso de néo querem sair. (p.19)

Existem vérias publicacdes referentes a aplicagidsdometria Fractal como um
recurso para auxiliar o ensino da Matematica. Calaernos com a idéia de que tal aplicacéo

possa ser (til no processo de aprendizagem da M#atemn nos varios niveis de ensino.

® A Teoria do Caos lida com sistemas extremamentsissis as condicdes iniciais e que exibem compenmios
praticamente imprevisiveis (ou muito complexos) @passar do tempo.
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Entretanto, é preciso tomar cuidado com os exagé&oSeometria Fractal ndo “derruba’ a
Geometria Euclidiana comA Evolucdode Darwin fez conA Lei do Uso e Desuste Lamark.
Ela amplia seus “poderes”, ou seja, aumenta samad¢ assim comoRelatividadede Einstein
fez com aMecéanicade Newton.

A Geometria Fractal € tdo aproximac¢do quanto aickach. Fica evidente que esta
aproximacao € bem melhor que a anterior na descdigdormas naturais, mas ndo € e nem pode

ser encarada como solucao para todos os probleordeyme adverte Stewart (1991):

A aplicabilidade dos fractais € ampla, mas naoemal. (...) E preciso advertir também
gue nem todas as aplicagcbes fazem uso do coneefiractal em sua esséncia. (...) Ha
modas em ciéncia, e elas acompanham tantslagmnsquanto as grandes rupturas.
(p-260)

No proximo capitulo, discutiremos mais detalhadamen utilizacdo da Geometria
Fractal no campo educacional onde relataremos ratgagdo ministrando as aulas e atividades
do curso “Geometria Fractal para o Ensino Médi@mbcomo nossas impressdes, analises e

conclusbes acerca do mesmo.
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Capitulo 3
Atividades com Geometria Fractal e suas Aplicacoe® Ensino de
Matematica

“Aqui chegamos ao ponto que talvez devéssemostédp. O do inacabamento do
ser humano. Na verdade, o inacabamento do seraon@nclusao é prépria da
experiéncia vital. Onde ha vida, ha inacabamento.”

Paulo Freire

Para elaboracdo do nosso curso, recorremos as atividades existefitesatura
atual sobre Geometria Fractal. Nao foi nosso interesse montanéiodo definitivo que
possa nos revelar um “manual de instrucbes” de como se deve atlkmmetria Fractal no
ensino-aprendizagem de Matematica. Nossa preocupacdo esteadaceonts aspectos dessa
abordagem que levam o aluno a demonstrar ou ndo a aquisicdo de coleratosis
necessarios a resolucdo das questdes propostas no pré e pos-teste.

A elaboracao do curso foi feita de modo a proporcionar aos alunos umaeisi
da Geometria Fractal, suas aplicacdes, propriedades e sg@oretam outras disciplinas e
com a Matematica que eles tiveram (ou ao menos deveriamddedtirante o Ensino Médio.
Para que esses objetivos pudessem ser atingidos, elaborantégjiastide ensino baseadas
em aulas praticas dialogadas, colocando-nos na condicdo de orienmdtividades. Com
isso, queriamos contemplar o favorecimento de dois processos que seeemssenciais
em uma aprendizagem voltada para a (re)descoberta: a visualizacmedraemtacao.

Segundo Etchevermt al (2004), por visualizacdo podemos entender “o processo de
formar imagens, seja mentalmente ou com o auxilio de lapis eqafesinologia” (p.60) A
partir da visualizacdo € que as inferéncias acerca do problemao cupsso caso, das
atividades véao se delineando. A compreensdo matematica tende @asenais substancial
na medida em que a visualizacdo estimula os alunos a teagasmréprias suposicoes. Ja a
experimentacéo esta intrinsecamente ligada as explora@eadsfs individualmente ou em
grupo que permitem a realizacdo de conjecturas matemativatvidas nas atividades
(Idem).

Neste capitulo, veremos a analise do pré-teste, a descricaovag@salas aulas do
curso e, por fim, a analise do pos-teste. As apostilas e atadtgi a que nos referiremos no
texto estdo em anexo e nos apéndices no final desta obra e, pamgelmar compreenséo, é

recomendavel observa-las assim que mencionadas no decorrer da leitura.

"« el proceso de formar imagenes, ya sea mentaéreoon el auxilio de lapiz y papel o tecnolog.T.
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3.1) ANALISE DO PRE-TESTE.

Questéo 1.

Docenilda € uma “chocélotra” compulsiva e viciada em Matemética. Os ¢teets do

desenvolvimento do bindmio (a *°Bxpressam exatamente a quantidade de chocolates que

Docenilda come durante a semana na seguinte ordem: o primeiro coeficemfeadtidade

de chocolates comidos por ela no domingo; o segundo coeficiente, a quantidade da segunda-

feira; o terceiro, a quantidade da terca; e assim por diante. Qual a quanticdde de
chocolates que Docenilda come durante uma semana?

Objetivo:

Verificar a habilidade de encontrar os coeficientes do binbmio detdw,

algebricamente ou via Triangulo de Pascal, mediante uma situacdo contextualizada

Conexoes:
- Operac0es algébricas
- Binbmio de Newton

- Triangulo de Pascal

Andlise Quantitativa:

Nome dos alunos

Teor das resolugdes
Certo Errado

Bill
Marcio
Kelly
Valdenira
Dariane
Lacia
Julia
Daniele
Suelly
Rick
Milton

XXX XX XXX XXX

Total

0% 100%

Analise Qualitativa:
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A guestao apresenta dois tipos de solugdo: na primeira, a resposta poderia ter
sido obtida pela multiplicacdo dos seis termos (a + b) (a +bpfda + b) (a + b) (a + b); na
segunda, os coeficientes do bindmio de Newton poderiam ter sido edosnfpala
construcdo do triangulo de Pascal e a relacdo de sua sextadintmexpoente 6 do bindbmio
de Newton. Nenhum dos alunos conseguiu encontrar os coeficientes p&bduente
Valdenira percebeu que o segundo tipo de resolucédo poderia apresspuatarsatisfatoria;
chegou a tentar construir o triangulo de Pascal e relacionou ursaadelinhas com os

coeficientes pedidos, mas tanto a construcdo quanto a relacdo se mostraransindevida

100+
80+
604 M Correto 0%
Gréfico lll-1 204 B Resposta
~ Inviavel 63,6%
uestao 1 !
Q 204 OEm Branco
36,4%
O_

Certo 0% Errado
100%

Numericamente, 36,4% dos alunos deixaram a questdo em branco,
enquanto que 83,6% apresentaram resolucdes inviaveis para a questao.
Apenas 9,1% conseguiram apresentar um dos dois caminhos possiveis,

Questéao 2.

A figura abaixo representa um sistema de radar que € utilizado no monitoragdeenawvios

de guerra. A leitura desse sistema € feito através de coordenadalsrdn complexo. O
porta-avides Tapajos esta localizado no ponto referente ao nimero compteRo+22i e o
cruzador Amazonas esta sobre o ponte z1 + i. Se uma bomba cujo raio de destruicao
equivale a 2 unidades do plano for jogada exatamente na origem (0, 0), os navios
conseguirdo sair intactos do ataque? Justifique sua resposta.
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Complexos

? ........................................... . Porta-aV|6es
Cruzador LV Tapajés
Amazonas ﬂ-lhﬁ

v

Bomba Reais

Objetivo:

Verificar a nocao de distancia entre dois pontos dentro do plano complexo.
Conexdes:
- NUumeros Complexos

- Geometria Analitica

Andlise Quantitativa

Nome dos alunos | Teor das resolucGes
Certo Errado
Bill X
Marcio X
Kelly X
Valdenira X
Dariane X
Lucia X
Julia X
Daniele X
Suelly X
Rick X
Milton X
Total 63,6% 36,4%

Analise Qualitativa:

Entendemos como corretas as respostas que explicitarem que o cilapaios
sera atingido e o porta-avides Amazonas ndo. Para nos, a justfitasta questdo poderia
ter se dado de duas formas: intuitiva e formal. Na intuitiv@sposta se daria visualmente

com a utilizacdo da percepcdo geométrica de distancia (percebetzbneeada explosao
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através da construcdo mental de um circulo ao redor da bomba, p@@xeudendo a
justificativa ser dada geometricamente ou por extenso. Na feamesposta se daria com a
utilizacdo de técnicas apropriadas para calcular a disténti@ a bomba e os navios que

descreveriam, em nameros, o alcance da exploséao.

B Formalizada
0%

V7
V
/ M Incorreto
Grafico IlI-2 ' 36,4%
Quest&o 2 e B Intuitiva 63,6%
V
V7

Certo 63,6% Errado
36,4%

N&o houve nenhuma resposta formalizada. Todos os 63,6% alunos que

acertaram a questao expuseram uma justificativa intuitiva, emquant
nlie 2R 404 anracentaram recnnata inecnt

Questédo 3

Um fractal € uma figura geométrica que pode ser obtida através de prodesdisos.
Observe o principio de criacdo de um fractal com as iteracdes abaixo:

B
L] ]
[1 [1
L] ]
L] L]
L] ]
LI
lteracdo 1 lteracéo 2 Iteracdo 3

Na primeira iteracdo o quadrado tem lado igual a 4. Na segunda, 0s quatro novos quadrados
agrupados em cada lado da figura anterior possuem, cada um, metade do lado da iteracéao 1.
Na terceira, cada novo quadrado tem a metade do lado da iteracdo anterior. Qual daarea
figura formada na iteragédo?3
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Objetiva

compreensao em processos sucessivos de iteracao.

Conexodes

- Geometria Plana

- lteracao

Andlise Quantitativa

Nome dos alunos

Teor das resolucdes
Certo Errado

Bill
Marcio
Kelly
Valdenira
Dariane
Lucia
Julia
Daniele
Suelly
Rick
Milton

X
X

XXX XXX XXX

Total

9,1% 90,1%

Analise Qualitativa

Verificar a compreensao do conceito de area de um quadrado eacatlidessa

O conceito de area de um quadrado é um dos conceitos fundamentaisnestrig.

Entendemos que uma boa apropriagdo deste conceito permite ao alwndizagio em

situacdes diversas que necessitem de seu emprego e, com isso, ele podedrbmsfaroma

ferramenta que possibilite a compreenséao e solucéo desta situpedasMarcio conseguiu

desenvolver a questdo corretamente. Kelly, Valdenira, Dariane ltenMapresentaram

respostas que demonstram um conhecimento equivocado do conceito de arepidérado

e, portanto, ndo conseguem perceber o acréscimo de area quando maidosusdioa

agregados ao quadrado inicial.
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100+

. E Correto 9,1%
Grafico I11-3
Questao 3 B Resposta
Inviavel 54,5%
OEm Branco
36,4%

Certo 9,1% Errado 90,9%

Para os 90,1% das respostas erradas, 36,4 % dos alunos deixaram a
questdo em branco e 54,5% apresentaram uma resolucdo inviavel.
Somente 9,1% consequiram respc-la corretamen

Questao 4

A computacao grafica € uma area que se encontra em franca expanséo. O qugemiat
ndo sabe é que algumas das imagens mais belas e complexas sao feitas parspsonpiess
gue se repetem varias vezes. Veja as etapas de criacdo do ramo abaixo:

/ | Jl - W
| i w . .
= ~. i

PN R o
i_,_,- \I A A )

- / "\I- L A j;l- b

( w ! b i_'_':_f{ o B | * =
Y \

Passo 1 Passo 2 Passo 3 Passo 4 Passo 5 Passo n

De acordo com a construcao acima responda:

a) Qual a expressédo que relaciona o niumero de passos com a quantidade de segmentos?
b) Quantos segmentos serdo obtidos no passo 4?

c) O que acontece com o comprimento dos novos segmentos formados a cada novo passo?

Objetiva
Verificar a habilidade de identificar, ainda que intuitivamente,adrjo e a
tendéncia subjacente de processos iterativos, e a capacidadestiErtrar este padrédo em

uma equacgao que traduz a situacao.
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Conexdes
- lteracao
- Funcao exponencial
- Limite

- Progresséo geomeétrica.

Analise Quantitativa:

Nome dos Teor das Respostas
Alunos Item A Item B Item C
Certo Errado Certo Errado Certo Errado
Bill X X X
Marcio X X X
Kelly X X X
Valdenira X X X
Dariane X X X
Lacia X X X
Julia X X X
Daniele X X X
Suelly X X X
Rick X X X
Milton X X X
Total 9,1% 90,9% | 9,1% 90,9% | 36,4% 63,6%

Analise Qualitativa:

O conceito de funcdo, além de ser um conceito fundamental para oaleiseento
do raciocinio matemético, possui certo grau de abstracdo. A agéapdaste conceito pode
se tornar mais efetiva com a utilizacdo de situacdes que rop@md aluno sua gradual
percepcédo, partindo do intuitivo para o formal. Acreditamos que o proldpnreaentado
possui caracteristicas que podem fornecer elementos essenp@Eiepcdo da situacdo de
forma local (passo a passo) para depois generalizé-la glatialfpasso n) como pedido no
item a. Apenas Valdenira apresentou uma equacao correta. Nd jtamesposta poderia ter
sido dada em funcdo da equacdo obtida anteriormente (caracterizaagisigdo da
compreensao formal) ou através da percepcdo do numero de segnmentaslae passo
(caracterizando a compreensao intuitiva da situacédo). ApenamvaldeRick responderam
corretamente, sendo que a primeira se utilizou da equacgéao obtala ensegundo percebeu
intuitivamente sua resposta. No iterentendemos como corretas as respostas que exprimem
a diminuicdo do tamanho dos segmentos com o passar das iteracdes. Nanehbuwvea

tentativa de esbocar uma resposta que pudesse sugerir uma convergéncia.
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90
80

70
60 B Resposta
Inviavel 72,7%

Grafico Ill-4 23 OEm Branco 9,1%

Questao 4a 30
20
10

0
Certo 18,2% Errado 81,8%

H Correto 18,2%

Para o item a, dos 90,9 % que responderam incorretamente, 81%

apresentaram um resposta incompativel com a questao e 9,1%mdeaxara
alestin em hrancn Snmente 9 104 consentliram resnonder corre

Grafico IlI-5 60 B Resposta

Questdo 4b 50 Inviavel 72,7%
OEm Branco 9,1%

M Correto 18,2%

Certo 18,2% Errado 81,8%

No item b houve um total de 18,2% de alunos que responderam
corretamente. Para os outros 81,8% que erraram, 72,7% apresentaram

Grafico IlI-6 70
Questéo 4c 60
50 B Resposta
40 Inviavel 54,3%
OEm Branco 9,1%
30
20 H Correto 36,4%%
10

0
Certo 36,4% Errado 63,4%

No item c foram consideradas corretas 36,4% das respostas. Das 63,4%
respostas consideradas incorretas, 9,1% estavam em branco e 54,3%
apresentavam solucéao inviavel.
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Questao 5

A fibra 6tica vem causando uma revolucdo na transmissao de dados. Sem ela, pbw,exem
as transmissfes de TV, via cabo, seriam inviaveis. A informacao € légatta de cabos
espelhados internamente em forma de luz e, por isso, os dados s&o transportexias a
velocidade altissima. Por motivo de economia, um cabo pode ter varios caboos e
estes, por sua vez, outros mais. Abaixo vemos um corte frontal de urm cadgnem trés
etapas:

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

a) Se o cabo principal, na etapa 1, possui raio igual a 12 cm, qual a sua area?

b) Qual a &rea restante do cabo principal na etapa 2 se os cabos inseridos possug&sr
vezes menor que o cabo principal?

c) Se fosse possivel que a insercdo de cabos continuasse indefinidamentgriqual
tendéncia da area dos novos cabos?

Objetiva
Verificar a compreensdo do conceito de area do circulo e suacapliean um
problema dado, além de verificar, ainda que intuitivamente, a nocdendéncia num

processo iterativo.

Conexdes
- Geometria plana
- lteracao

- Limite
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Andlise Quantitativa:

Nome dos Teor das Respostas
Alunos Item A Item B Item C
Certo Errado Certo Errado Certo Errado
Bill X X X
Marcio X X X
Kelly X X X
Valdenira X X X
Dariane X X X
Lucia X X X
Julia X X X
Daniele X X X
Suelly X X X
Rick X X X
Milton X X X
Total 18,2% 81,8% | 18,2% 81,8% | 45,4% 54,5%

Andlise Qualitativa:

A correta compreensdo do conceito de area certamente pode &uap @ utiliza-
la de forma adequada nas situacdes propostas. Sendo assirayddl que ndo conseguiu
discernir a diferenca entre o significado da equagéa® equacaar? o que, talvez por este
motivo, acarretou uma resposta inviavel ao item seguinte. Os aluno# MaValdenira
foram os Unicos a responder o itbroorretamente, pois nos parece que, devido a comprovada
aquisicao do conceito de area do circulo (responderam corretaanedteena), conseguiram
perceber que a area restante seria obtida pela diferenca @ntx@ do circulo maior (etapa 1)
e soma das areas dos trés circulos menores (etapa 2). Papeepcdo de que as areas
tendem a diminuir com o passar das iteracdes caracteriza @leno compreendeu a
dindmica do processo iterativo. A aluna Valdenira, entretanto, foilorage. Concluiu que
elas deveriam convergir para um valor determinado (zero) relelaleste modo, que sua

percepcao conseguiu avancar para além daquilo que nos propusemos a verificar.

100+

Grafico I1l-7 804
uestao 5a W Resposta
Q 60'/ Inviavel 18,2%
No item a, 18,2% 40- O Em Branco

63,6%
W Correto 18,2%

responderam corretamente, |
Para os 81,8% de respostas
incorretas, 63,6% estavam enP-

Certo Errado
18,2% 81,8%
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90
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Grafico 1l1-8 50 Inviavel 9,1%
= 40 OEm Branco
Questao 5b 20 ot
20 H Correto 18,2%
10

0
Certo 18,2% Errado

81,8%

No item b desta questdo, apenas 18,2% conseguiram responder
corretamente. Para os 81,8% de respostas consideradas erradas, 72,8%
foram deixadas em hrancn e anenas 9 104 tentaram eshncar atmnnm

60+

50- O Nocao de
Convergéncia
L 401 9,1%
Grafico I11-9 ¥ -
~ 30+ E Nogéo de
Questao 5c ol Diminuicdo
p 36,3%
101 OEm Branco
oA 54,5%
Certo Errado

45,4% 54,5%

No item c, todas os 54,5% de respostas consideradas erradas estalieanco.
Dos 45,4% de alunos que conseguiram acertar este item, 36,3% expregsara
0s raios diminuiam, enquanto 9,1% perceberam que, além de diminsgir, ele

3.2) DESCRICAO DAS AULAS DO CURSO.

Veremos agora uma descricdo das aulas do curso. Ao final dobdsglzadlocou-se

a disposicdo as apostilas e as atividades desenvolvidas com seus respeetivos.obj

3.2.1)Aula do dia 10/08/2004.

Comecamos com uma rapida apresentacdo nossa como ministrantessaodos

dias e do formato que ele teria para os onze alunos que comaarecdéogo em seguida, foi

aplicado o pré-teste. Nao fizemos qualquer tipo de intervencdo enqesoloiam as

guestdes e, exceto a maquina de calcular, ndo houve consulta a quatguiel que pudesse

ajuda-los na prova e também ndo houve comunicacéo entre eles.
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Ap6s o recolhimento das provas, entregamos a atividade de “Descoberta
Geometria Fractal”. Na primeira questéo, percebemos que os alimaemonstraram muita
dificuldade em relacionar os objetos com as figuras euclidiatidgs. Na segunda questéo,
os alunos ndo conseguiram visualizar uma Unica figura geométripae @ comprovado
quando Valdenira perguntou se “poderia ser a juncao de varias figuras”.

Depois que os alunos perceberem esta dificuldade, discutimos quenwetGe
Euclidiana consegue definir bem as formas feitas pelo homemapnesenta deficiéncias
quando tenta descrever formas naturais. Expomos o fato de que, meSwometria
Euclidiana tendo sido estudada e aplicada durante 2 000 anos, esta fatieatparsido
encoberta ou negligenciada pelos mateméaticos nesse tempo e epmeti@ Fractal poderia
descrever melhor tais formas.

Notamos que a discussao estava ficando interessante para elgsgpeiionavam
esses argumentos entre si quebrando o siléncio de até entdo. ddaguenpudessem pensar
na Geometria Euclidiana como ultrapassada, deixamos clarodefgice ela teve, tem ainda,
e terd durante muito tempo, papel decisivo no avanco do conhecimento matematico.

Fornecemos o material da “Apostila I’ para que pudéssemos comegaender o
que é a Geometria Fractal. Fomos lendo em voz alta e elesadmmpm nossa leitura com
seu préprio material. Faziamos pequenas paradas para enfatizgalloar deelhor um ponto
ou outro que achassemos necessario. Vimos uma introducdo da parte de dimenisdwoasacta
abordamos com mais énfase a propriedade da auto-similaridaigs. do encerramento da
aula, sugerimos que, quando voltassem para casa, observassem asa&rmores)s e outras

formas naturais tentando perceber o padrao auto-similar.

3.2.2)Aula do dia 11/08/2004.

No inicio da aula, perguntamos aos alunos se eles haviam observadmas for
naturais como pedido no dia anterior. Houve uma pausa que, a principio, iategsrebmo
uma resposta negativa, mas, antes que comecassemos a trabapastita 11”, Valdenira
comentou: “eu ja havia percebido isso (0 padrdo de auto-similaridaale)aahei que era so
coincidéncia”. Essa afirmacao nos revela que alguns conceitos detGaémaetal podem se
manifestar ou ja estar arraigados intuitivamente. Entendemos g estutras idéias
incipientes devem ser potencializadas no intuito de ajudar a @gudas conhecimentos
matematicos de maneira formal. O trabalho com GeometriataFr@ode fornecer o
ferramental apropriado para que esta “transicdo” ocorra, nagedd seu carater

majoritariamente intuitivo, mas também pelo apelo estético e visual de suas.form
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Depois de “quebrado o gelo”, Dariane e Suelly comentaram que tamdgt@nam
esta caracteristica e que achavam isto algo sem tantatdmparassim. Expomos que,
segundo a literatura existente sobre fractais, as formasaisaparecem ter uma tendéncia
implicita de se mostrarem auto-semelhantes. “Uma solucéo siopptegera formas bastante
complexas”, comentamos.

Comecamos a abordagem da Apostila Il com alguns problemas quielblat se
deparou antes de dar a forma da Geometria Fractal que conhecemdsessege momento,
pudemos refletir que o conhecimento cientifico € construido atravéstagas que se
sucedem. Passos que progridem ou retrocedem. Discutimos ainda quengtidat assim
como qualquer outra ciéncia, possui do mesmo modo este carater consBgorsamos
desmistificar a Matematica como pronta e acabada com o objetiescligecer que ela faz
parte de uma tecedura epistemoldgica dinamica, influenciada pounttomgs sociais,
culturais e historicas. Apdés nossa fala, houve um grande silénciond®tue seus olhares
estavam um pouco distantes, pensativos. Como se, no final de um fismgpa@ase, tivessem
descoberto qual das personagens matou o mocinho. Apos este pequenmmdemelftexao,
percebemos um aumento do interesse deles pelo restante da aula.

Finalizado o trabalho com a Apostila Il, passamos para a atividatieodaa de
Cantor”. Expomos em linhas gerais como deveriam proceder paraareal atividade
revisando os conhecimentos matematicos necessarios para suaogsohs;vimos que eles
apresentavam dificuldades em resolver e interpretar as queéstiesa atividade do “Floco
de Neve de Koch”, vimos que ja se sentiam mais a vontade nasc@esplinclusive com
grande parte dos alunos interpretando melhor os resultados obtidos.

Para dar inicio a atividade do “Conjunto de Mandelbrot”, revimos algantails
contidos nas apostilas e retomamos a discussao de que imagens asp@tkem ser geradas
por regras simples. Revimos o conteddo matematico necessariegderacéo da atividade e
explicamos como um ponto no plano complexo pode ser considerado ou n&o dentro do
conjunto de Mandelbrot. Abordamos como é feito e o que é o0 processo @ddoitera
relacionando a fabricacdo das imagens com a atividade. Ndo hoywe pena que toda a
atividade fosse feita em sala de aula e pedimos para quedsselin em casa 0 restante.

Pedimos também para que cada um trouxesse um dado e uma régua para a préxima aula.
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3.2.3)Aula do dia 17/08/2004.

Comecamos a aula deste dia perguntando como haviam se saido coefaas ta
deixadas para casa. A maioria apontou dificuldades na atividade dalfiaueve de Koch,
especialmente as questdes que envolviam area. Tecemos algunswdomarnespeito dando
dicas de como poderiam proceder, sempre tomando o cuidado de naosgastneronta e,
sim, fornecendo maneiras possiveis de resolucgéo.

Passamos, entdo, para uma breve revisdo. (Re)Vimos como o tridadedesahl €
construido e também o desenvolvimento do binémio de Newton na forma(at#ia)indo
valores naturais para. Pedimos para que observassem as duas construgdes que estavam
dispostas no quadro e expusessem suas conclusdes. Todos rapidamente aronsegaber
gue os coeficientes do desenvolvimento do binbmio de Newton coincidiam dorthassdo
triangulo de Pascal. Também abordamos outros padrées que existemnddemntangulo de
Pascal, como os numeros triangulares e a simetria dos seus elementos.

A segquir, iniciamos a atividade do “Triangulo de Pascal’. O quas nos
impressionou foi a sensacdo de surpresa que os alunos apresentavamplatacas tarefas
da atividade e descobrir fractais embutidos ali. Varios foranom&tarios entre eles nesse
sentido, dos quais destacamos o de Bill que exprimiu: “é muito bé&zaeradesse jeito”.
Pareceu-nos que estes tépicos, finalmente, tinham ganhado um sentidonoenas, um
outro sentido potencialmente mais significativo para eles. Isdma amamprovando o que
nossos anos de pratica como professor na rede publica de ensino ja Heteatado: a
Matemética ensinada somente de forma mecéanica e isolata oferecendo a
possibilidade de proporcionar um aprendizado substancial ao aluno. Ao doithemte as
conexdes existentes entre o triangulo de Pascal, o binbmio de NewtGeometria Fractal,
pudemos notar que 0s alunos comecaram a perceber mais concretqneenteorpo de
conhecimentos matematicos ndo estao isolados entre si, que néo estao dispasthsiedo
separados por prateleiras que correspondem aos tépicos de Matesisé&dicgor eles em
suas vidas escolares.

Depois de pedir que tentassem, em outro momento, descobrir novos padr@ss com
outros multiplos, fechamos esta atividade com a pergunta: “sera que o triangascaletiha
verdade um fractal?”.

ApoOs quase dois minutos de siléncio, continuamos a aula com a atidml&dego
de Caos” onde pedimos para que lessem atentamente o comando &senarga pontos
pedidos com o auxilio do dado e da régua solicitados na aula arfteriminada a marcacao,

expomos no quadro como era obtido o fractal chamado de triangulo denskierpi
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explicamos que este método era conhecido como método da retiradaanMsstutros
fractais gerados por este mesmo método como o carpete de Sierpipkbpria poeira de
Cantor.

Inquirimos os alunos para que identificassem algum tipo de padidtente na
marcacado que acabaram de executar e obtivemos resposta negatdasdeSolicitamos,
entdo, que localizassem os pontos médios de cada lado do trianguloigassen.
Perguntamos se algum ponto estava dentro do triangulo central. Sdéllg eesponderam
gue havia alguns, mas os demais disseram ou que havia pouco ou que naeritawia
Pedimos para que encontrassem 0s pontos médios dos novos triangulos ctiatiaos)do-
se o triangulo central e os ligassem novamente e voltamogyantse se existiam pontos
dentro dos novos trés triangulos centrais as respostas ndo variaram muito.

Nesse momento, fomos de carteira em carteira observar caamarestispostos 0s
pontos marcados e se todos estavam criando 0s novos triangulos de acoadooostnucao
do triangulo de Sierpinski visto ha pouco. Fizemos as perguntas: “seuapnids a marcar
os pontos indefinidamente e, utilizando este método, formaremos algundetifigura?
Surgira algum padréo ou teremos um emaranhado de pontos sem sgntia®’.alaldenira
foi a Unica a nos responder que os pontos formariam o triangulo de Sierpinski.

Ao observamos as marcag0es de cada um, Valdenira tinha em sua atividausesas |
menos “tortas” que os outros, mesmo todos sendo auxiliados por régiasesi A melhor
precisdo de Valdenira pode ter sido um dos fatores que influenagiaraoa resposta correta.
Nos nossos anos de trabalho na escola publica onde utilizamos, na ci@soviezes, apenas
0 quadro negro e o giz como recursos didaticos, varias vezes nos depararsaka de aula,
principalmente em Geometria, com resolucdes erradas pelddatvisualizacdo da figura”
nao ter sido bem compreendida pelo aluno. Ora, por nossa “culpa”, poisyresndibaticos,
desenhamos todas as figuras no quadro a méao livre. Ora por “culpa” dodavido, a sua
incapacidade de repassa-las corretamente para o caderno. N&r @eale do professor e
nem do aluno tornarem-se eximios desenhistas para que se compraeedsnente 0s
conceitos que ficam mais evidentes com a visualizacdo de dedaniformas. Nao que isto
nao se faca necessario em alguns casos, mas para que o desenwldoneehsamento
matematico possa ser o0 alvo principal das nossas aulas, entendensgis tuabalho bracal”
deva ser amenizado/facilitado com recursos que possam favorageisaéo/apropriacao
dos conteudos matematicos. Deixar de fazer o aluno somente tradxainars punhos e

comecar fazé-lo trabalhar com mais énfase o desenvolvimento de seu m@ciocini
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Somente mais tarde, com nossa ajuda e com a interacdo entemglpsucos todos
foram percebendo a convergéncia do processo para o triangulo de Sierpinski.rrosadigta
atividade explicando que de processos aparentemente cadticos podgm padedes e vice-
versa e que este € um dos motivos para a Geometria Fractpebdada de “visualizacdo do
caos”.

Passamos para a atividade dos “Materiais Manipulativos”. Colocamasgrande
mesa retangular no meio da sala e em seu centro depositataesat pecas. Pedimos para
gue eles respondessem as atividades com o auxilio das pecasse tposisionaram ao redor
da mesa.

Percebemos que todos respondiam as questbes da atividade baseados
compreensao da montagem dos fractais. Com isso, Julia exclamoucguentifis facil ver
os fractais assim”. Notamos que o0s outros alunos também tinharbegpsemelhantes a
opinido de Julia. Diante desses comentarios, refletimos que taixesse sido mais
interessante que esta atividade fosse realizada no inicio do ctasgupaeles percebessem,
de maneira mais concreta, a formacdo de um fractal. Finalizaxpondo que este tipo de
construcao fractal recebe o nome de “agregamento” e que variossorgamiivos se utilizam
desta técnica para crescer. Como é o caso das algas mdnifdrasamos que a proxima aula
ocorreria no laboratério de informéatica do NTE e que no dia sedoiiis se dirigissem para

[& no mesmo horério.
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3.2.4)Aula do dia 18/08/2004.

Neste dia, a aula foi realizada no Nucleo Tecnolégico Educadibiid) onde
dispunhamos de uma sala informatizada e com computadores ligadaset.liltevido a sala
estar equipada com um numero de maquinas superior a0 humero de aluelgia
computador/aluno foi de um para um. Instalamos na area de trabaladadenéquina dois
aplicativos simples retirados da pagmaw.efg2.congue geravam passo a passo o triangulo
de Sierpinski em um deles, e a curva e floco de neve de Koch no outrgacagdes.
Fizemos um breve comentario sobre as funcdes de cada botdo egueda,skcaram a
vontade para experimentar os limites dos programas. Como oatigpicpossuiam um
namero maximo de iteracdes, aproveitamos para dizer que oS compuiaaltiees gerar
fractais com muitos detalhes, mas ndo com todos ja que pardeisswrexisariam iterar 0os
passos e exibir os detalhes infinitamente, o que é impossivel atualmente.

Pedimos para que todos abrissem o prograxglorer e entrassem no site
www.shodor.org/interactivate.activities.index.htmEsta pagina contém uma lista de
atividades voltadas para o ensino da Matematica e, entre eksjrexiarias sobre fractais.
Nés a escolhemos por ser de facil compreensdo, sem se fazesaneceonhecimentos
avancados sobre informatica e/ou programacao.

Vimos todas as atividades anteriores, porém utilizando o auxilio do copu®s
alunos constataram que todos os processos de iteracdo que haviamafsi@mente
poderiam ter sido realizados pela maquina. Pudemos perceber o gitanelese em realizar
as tarefas que, basicamente, consistiam em refazer asom@stestom um novo tipo de
ferramenta e sob uma nova perspectiva. Com 0 novo recurso, pudemos abardé-las
rapidamente dando tempo para vermos a construcdo de outros fractais contidos no site.

Em especial, destacamos o grande numero de comentarios quando revimos a
atividade do Jogo do Caos: “Ah! Agora sim.” (Bill), “Entdo € aséith (Dariane) e outros
gue nao pudemos registrar, mas que deduzimos expressarem sigsiSemelhantes. Essas
afirmacdes nos ddo a impressao de que esta atividade feita apenépis e papel, assim
como algumas outras, pode se tornar um obstaculo para sua total cwm@preée ajuda do
computador pbde proporcionar a visualizacdo das situacfes fazendoqumneles
percebessem a convergéncia para o triangulo de Sierpinski. Ndanesdique houve uma
melhor percepcao visual da atividade, também houve um melhor entendimentsma.
Quantas vezes em sala de aula nos deparamos com situacfesrdemell@ncaramos isto
como falta de habilidade por parte do aluno, sem nos darmos conta devguaeetib

insucesso possa ter outra causa e, sem perceber, alimentamos a edtaffatiegso escolar?
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Deixamos os alunos a vontade para navegar na Internet nos trinta mastéoses
para o término da aula. Fornecemos o endereco de outros sites queplddiractais, mas sé
Valdenira e Marcio pesquisaram mais sobre Geometria Frastdemais entraram na pagina

www.globo.conpara saber mais detalhes sobre os proximos capitulos da kaetedo. ..

3.2.5)Aula do dia 24/08/2004.

Comecamos este ultimo dia com a atividade das arvores fraDiaiante a
atividade, percebemos que os alunos ja demonstravam bastante desenwoltarestruir
geometricamente o0s modelos apresentados. J& possuiam algum dominio osobre
desenvolvimento dos processos iterativos, mas ainda percebemos difisuldadalizacéo
de tarefas que necessitavam da parte formal do conhecimento mateidta; por exemplo,
a generalizacdo de um crescimento exponencial.

Apoés a atividade, aplicamos o0 pés-teste e o questionario encerraniidasies do
nosso curso. Valdenira, Bill e Marcio foram os primeiros a entregarem suasdpéraguanto
0S outros ainda estavam respondendo o0 questionario, sentaram-se pertGadeness
Disseram-nos que tinham gostado do curso e que gostariam de padécipatros cursos
que, por ventura, nds viéssemos a ministrar. Como € nosso primeiro anprofessor deste
colégio, contaram-nos que nos anos anteriores ndo havia incentivo algpertp da direcao
ou do corpo técnico em inseri-los em iniciativas como esta. “Aqui stlestdo preocupados
com a banda” disse Bill referindo-se a banda marcial do colégicsguepresentaria no
proximo dia 7 de setembro. Para Valdenira, se mais oportunidades ctanofassem
ofertadas “estariamos mais preparados para o vestibularhaafiviarcio nos falou que,
mesmo tendo estudado com afinco a maioria dos conteidos matematicagresgmtados e
conseguido excelentes notas, ele se sentia “meio perdido em fazerdasiasiVi

Independentemente do motivo de cada um, pudemos notar que estes alunos
procuravam algo que nédo estavam encontrando dentro de sala de laalauiiea maneira de
se apropriar melhor daquilo que vinham estudando, ou talvez tentapcepaear da melhor
maneira possivel para o vestibular. De qualquer forma, este fafremsupou bastante, ja
gue somos o professor de Matematica destes alunos e, portanto,naeveeiasuprido estas
necessidades ou, no minimo, té-las identificado. Muitas vezes, conesgm@s, somos
levados a cumprir rigorosamente o contetdo programatico e a esguiétodos de ensino
mais “aconselhaveis” pelos programas e nédo percebemos que, destaimaneira, podemos
estar extirpando a criatividade dos nossos alunos, privando-os de sentomarincipal

agente na construcao do seu proprio conhecimento. O curso, como vimos aritepasa
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atentar diferentes objetivos vislumbrados pelos alunos, mas, principalntEnt-nos a

oportunidade de, como professor, repensar a nossa propria pratica.

A seguir veremos as respostas do pos-teste.

3.3) ANALISE DO POS-TESTE.
Questéao 1.

Analise Quantitativa:

Nome dos alunos | Teor das resolugGes
Certo Errado
Bill X
Marcio X
Valdenira X
Dariane X
Lucia X
Julia X
Suelly X
Total 28,6% 71,4%

Andlise Qualitativa

Bill, Suelly, Dariane e Lulcia apresentaram um caminho possieelonstrando

terem as habilidades necesséarias para a construcdo do triadeyuRascal. Portanto,

percebemos que a atividade proporcionou um aprendizado satisfatoriparéstda questao

0 que mostra um avanco em relacao ao primeiro momento. Porérestemalunos, ela ndo

potencializou a relacdo do triangulo de Pascal com o binbmio de Newtbma pasolucéo

completa da questdo e as resolucdes foram consideradas iscovigdenira e Marcio

conseguiram desenvolver acertadamente todo o problema. Isso mostra quelepa@

atividade foi totalmente vélida na resolucao da questdo. De qualgomer, fmom excecdo de

Julia, todos apresentaram uma melhoria significativa tanto natitentle encontrar uma

solucéo possivel e/ou um caminho valido, quanto na compreenséao da situacéo dada.
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Grafico I~II—10 P B Correto 28,6%
Questéo 1 »
p B Resposta
Invidvel 57,1%
d O Em Branco
|~ 14,3%

Certo 28,6% Errado
71,4%

Numericamente, 14,3 % dos alunos deixaram a questdo em branco, enquanto que
57,1% apresentaram resolugdes inviaveis para a questdo. As respostas

Questéo 2.

Andlise Quantitativa:

Nome dos alunos | Teor das resolucGes
Certo Errado
Bill X
Marcio X
Valdenira X
Dariane X
Lacia X
Julia X
Suelly X
Total 71,4% 28,6%

Analise Qualitativa:

Percebemos que alguns alunos mostraram tendéncia em apresentatiyasifioa
argumentagfes mais consistentes. Bill, Valdenira e Marciongueré-teste demonstraram
possuir apenas a nogdo intuitiva de distancia entre dois pontos no plano xoomple
conseguiram explicitar suas justificativas formalmente. ®atredo com Geometria Fractal
parece ter proporcionado a eles o aprendizado formal deste topreasto, para nos,
representa uma melhora qualitativa na compreenséo da situac8entgua. Para Lucia e
Julia, o uso dos calculos necessérios para encontrar a distétineia bomba e os navios nao
foi apresentado. Entretanto, ambas conseguiram responder corretaaranterizando que
possuem intuitivamente a nocdo da distancia requerida. Portanto, gsyan@a houve

alteracao relevante com relacdo ao pré-teste visto que astassfram semelhantes, o
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mesmo ocorrendo com Suelly e Dariane que responderam incorretanprestdo nos dois

momentos.
14
14
L . L M Incorreto 36,4%
Grafico ll1-11 ]
~ 14
Questao 2 L M Intuitiva 28,6%

¥ B Formalizada
V 42,9%

Certo 71,4% Errado
28,6%

Dos 71,4% de alunos que acertaram a questdo, 42,9% apresentaram uma
iustificativa formalizada e 28.6% iustificativa intuitiva. Houve 28.6%é

Questéo 3.

Analise Quantitativa:

Nome dos alunos | Teor das resolucGes
Certo Errado
Bill X
Marcio X
Valdenira X
Dariane X
Lacia X
Julia X
Suelly X
Total 42,3% 57,7%

Andlise Qualitativa:

Notamos que os alunos Bill e Valdenira conseguiram se (re)apropria
adequadamente de conceito de area do quadrado e perceberam o pgeyatigscsubjacente
respondendo satisfatoriamente a questao. Isto sugere que as ativadasoenetria Fractal
oportunizaram o (re)aprendizado dessas duas habilidades, ja que amiseEntaEm®
respostas erradas no pré-teste. Marcio desenvolveu a resolucaguiestéa corretamente
nos dois momentos. Dariane e Suelly, que no pré-teste deixaramstdogeen branco,
esbocaram tentativas de resolucdo que se mostraram invidleeialpe das habilidades

mencionadas anteriormente. Os demais deixaram a questao em branco.
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B Correto 42,3%

Grafico Ill-12

Questao 3 B Resposta

Inviavel 28,6%

OEm Branco
28,6%

Certo 42,3% Errado 57,7%

Para as 57,7% das respostas erradas, 28,6 % dos alunos deixarardcaegquest
branco e 28,6% apresentaram uma resolucdo inviavel. 42,3% conseguiram

Questéo 4.

Andlise Quantitativa:

Nome dos Teor das Respostas
Alunos Item A Item B Item C
Certo Errado Certo Errado Certo Errado
Bill X X X
Marcio X X X
Valdenira X X X
Dariane X X X
Lacia X X X
Julia X X X
Suelly X X X
Total 28,6% 71,4% | 28,6% 71,4% | 42,9% 57,1%

Analise Qualitativa:

Apesar de Marcio e Valdenira serem 0s U0nicos a conseguirsponger
corretamente os itersse b, percebemos uma significativa melhora na qualidade das respostas
dos demais alunos que, com excecédo de Lucia que deixou toda a questdncamtentaram
descobrir/identificar o padrdao existente nas iteracdes. Entendetaoteetativa, ainda que
incorreta, como um avanco no sentido de formalizar em uma express@matica uma
situacdo concreta. No item percebemos o aumento do numero de respostas corretas
caracterizando a compreensao do processo iterativo. Além disse, aeméspostas corretas,
pudemos constatar que os alunos Marcio e Valdenira perceberam ayéanizeda iteracao.

Ou seja, para este item, houve a elevacdo do numero de resposttes qonethora

56



guantitativa) e, entre essas respostas corretas, houve o aumpetoeggdo da convergéncia
do processo (melhora qualitativa).

80-
70
. 504" B Resposta
Grafico 1l11-13 504 Inviavel 57,1%
~ - 1V
Questdao 4itensaeb :8 g OEm Branco 14,3%
204 B Correto 28,6%
1047

Certo 28,6% Errado 71,4%

Os porcentuais dos itens a e b foram idénticos. Dos 71,4% que responder
incorretamente, 57,1% apresentaram respostas inviaveis e 14,3% deixaram

60- B Nocéo de
Diminuicéo 14,3%
504
20V B Nogéo de
Afi - Convergéncia
Grafico lll 14 ol 28.6%
Questao 4c ol B Resposta Inviavel
01 42,8%
10{°
0 OEm Branco 14,3%
Certo 42,9% Errado 57,1%

Dos 42,9% de alunos que acertaram este item, 14,3% perceberam que os
segmentos dimuiam e 28,6% conseguiram perceber que eles tenderiam a zero.
Para os 57,1% de respostas consideradas erradas, 42,8% apresentaram uma

o~ _ A A AN ]
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Questéao 5.
Andlise Quantitativa:

Nome dos Teor das Respostas
Alunos Item A Item B Item C
Certo Errado Certo Errado Certo Errado
Bill X X X
Marcio X X X
Valdenira X X X
Dariane X X X
Lacia X X X
Julia X X X
Suelly X X X
Total 28,6% 71,4% | 28,6% 71,4% | 57,1% 42,9%

Analise Qualitativa:

Assim como na questao anterior, nos it@ed, houve uma significativa melhora na
qualidade das respostas incorretas ainda no sentido de formalizeacasem uma equacao
matematica. Com relacéo a elas, chamou-nos atencao a respaspodBill que considerou
2nr como a formula que expressa a area de um circulo e, mesmo @ssenvolveu os itens
corretamente, porém com a férmula errada. Por vezes, em notisa poéno professores,
enchemos nossos alunos com férmulas sem nos preocuparmos se elpstestizando
algum real sentido para eles. Esta falta de sentido podeltemicibdo Bill a optar/escolher
por 2tr em vez derr2. Ao refletir sobre este fato, notamos também que em nenhum momento
durante o curso (re)vimos como calcular a area de um circulo, prongevelmente poderia
ter ajudado os alunos a responder melhor esta questao. No, iBillp Valdenira, Suelly e
Marcio perceberam corretamente a tendéncia do processiivdes, dentre eles, Valdenira e

Marcio conseguiram notar que as areas convergiriam para zero.

80
70
60

50 H Resposta
Z £ Inviavel 42,8%
Grafico Il1-15 '
- 40 OEm Branco
Questdo 5a e 5b 30 28,6%
20 H Correto 28,6%
10

0
Certo 28,6% Errado

71.4%

Os itens a e b apresentaram mesmo porcentual. Foram considenadtes 28,6%
das respostas. Para os 71,4% de respostas incorretas, 28,6% estav@anco e
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Grafico Il1-16
Questao 5c¢

Para as 42,9% de respostas incorretas, houve 14,3% de respostas ie\A8y&ds

deixaram este item em branco. Ja nas respostas consideracdascdr4,3%
nntaram aie ns raing diminiiiam e 42 Q04 con<entliram nerceher mede

14
Vv
Vv
Y
14

Certo 57,1%

3.4) COMPARATIVO QUANTITATIVO.
Diante das analises feitas no pré-teste e no poOs-teste,ofan@m comparativo

Errado
42,9%

O Nocéo de
Convergéncia
42,9%

E Nocéo de
Diminuigcéo
14,3%

H Resposta
Inviavel 14,3%

OEm Branco
28,6%

guantitativo entre os resultados obtidos nestes dois momentos. Utilimareeste quadro

apenas as respostas consideradas corretas.

Alunos que resolveram corretamente (%)

Questdes Pré-teste* PoOs-teste**
12 Questao 0 28,6
22 Questao 63,6 71,4
32 Questao 9,1 42,3
42 Questao (A) 9,1 28,6
42 Questao (B) 18,2 28,6
43 Questéao (C) 36,4 42,9
52 Questéao (A) 18,2 28,6
52 Questéo (B) 18,2 28,6
52 Questéo (C) 36,4 57,1

*Teste feito por 11 alunos.
** Teste feito por 7 alunos.
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3.5) COMPARATIVO QUALITATIVO.
Também baseados nas respostas apresentadas pelos alunos no pré-teste, pos
faremos uma analise qualitativa na qual serdo consideradas sargspastas consideradas

corretas, quanto as incorretas juntamente com o teor destas resolucdes.

Questéo 1
Pré-teste Pos-teste
100 100
90 90
80 80
70 B Correto 0% 70 H Correto 28,6%
60 60
50
B Resposta 50 B Resposta
40 iz 40 :
320 Inviavel 63,6% 30 Inviavel 57,1%
20 OEm Branco 20 OEm Branco
10 36,4% 10 14,3%
0 0
Certo 0% Errado Certo Errado
100% 28,6% 71,4%

Notamos que no primeiro momento todos os alunos erraram a questdo. Houve um
aumento de 28,6% nas respostas corretas no segundo momento, mas quessigsramda
representam um numero baixo de acertos. O que mais nos chamou @ faieachminuicao
do porcentual de respostas em branco. Isso demonstra que, se rsbepos-&unos sequer
imaginaram uma resolucdo possivel, no pés-teste jA houve a apreselgagd caminho
valido. O trabalho com a atividade do Triangulo de Pascal pode dar séanvais ampla da

situacdo, mas que ainda se mostrou insuficiente na resolucdo dao cpastiarte destes

alunos.
Questéo 2
Pré-teste Pés-teste
100 100
90 90
80 80
70 M Incorreto 70 M Incorreto
68 36,4% 60 36,4%
5 - '
0 M Intuitiva 63,6% 28 M Intuitiva 28,6%
30 . 30
20 M Formalizada 20 B Formalizada
10 0% 10 42,9%
0 0
Certo Errado Certo Errado

63,6% 36,4% 71,4% 28,6%
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Houve um ligeiro aumento no porcentual da respostas corretas. Detde e
respostas, percebemos também o aumento das resolucdes formabradas apresentacao
correta de uma justificativa matematica plausivel. Isso sugere atividade do Conjunto de
Mandelbrot péde proporcionar a esses alunos o ferramental necese&psia responder

acertadamente, mas para se utilizar dos conceitos matenr&imessarios que o problema

exigira.
Questédo 3
Pré-teste Pré-teste
100 100+
90
80
70 B Correto 9,1% H Correto 42,3%
60
50 B R
40 B Resposta esposta
30 Inviavel 54,5% Inviavel 28,6%
20 OEm Branco O Em Branco
10 36,4% 28,6%
0
Certo 9,1%  Errado Certo Errado
90,9% 42,3% 57, 7%

Como dito antes, nesta questdo era essencial dominar o conceiteaddeanm
quadrado e o entendimento do processo iterativo. Na comparagdo entre gsaficbs e
pelas tabelas anteriores, notamos a “migracédo” dos alunos geerdapram resposta inviavel
no pré-teste para agueles que apresentaram resposta corretateggigpdSem as atividades
de Geometria Fractal, mais especificamente a do Floco de dée\Woch, esses alunos
conseguiram “saltar” de um patamar mais baixo, ou seja, aéhefi@gina compreensao de um

dos conceitos acima, para a resolucao correta da questao.

Questao 4 (Itens a e b)

Pré-teste Pos-teste
100 100
90 90
80 80
70 B Resposta 70 B Resposta
60 Inviavel 72,7% 60 Inviavel 57,1%
50 50 '
0 OEm Branco 20 OEm Branco
30 9,1% 30 14,3%
20 B Correto 18,2% 20 B Correto 28,6%
10 10
0 0
Certo 18,2%  Errado Certo 28,6% Errado
81,8% 71,4%
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Mesmo com o aumento de 10,4% nas respostas corretas, percebemos qdess qua

nao se alteraram tanto quanto se desejava. Para estes doiasitatigidades nao puderam

proporcionar a aquisicdo dos conceitos matematicos necessari@srpacducao satisfatoria

do problema, como a modelacdo de uma situagdo real em uma equag@m@eensao do

processo iterativo.

Questao 4 (Iltem c)

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

0

Pré-teste

Certo 36,4%

Errado
63,4%

B Resposta
Inviavel 54,3%

OEm Branco
9,1%

H Correto
36,4%%

100

90
80
70
60
50
40
30
20
10

0

Certo 42,9%

Pos-teste

Errado
57,1%

E Nogéo de
Diminui¢&o
14,3%

O Nogéo de
Convergéncia
28,6%

H Resposta
Inviavel 42,8%

OEm Branco
14,3%

Mesmo ndo havendo uma dilatacdo significativa no aumento das resposttasc

percebemos que elas se mostraram mais completas. As ativiadeSeometria Fractal

podem ter fornecido elementos essenciais para que estes alunssemotque esses

segmentos, além de diminuirem, tenderiam para um valor determinado.

Questao 5 (Item a)

100

Pré-teste

Certo
18,2%

Errado
81,8%

B Resposta
Inviavel 18,2%

OEm Branco
63,6%

M Correto 18,2%

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

Pos-teste
Certo Errado
28,6% 71,4%

B Resposta
Inviavel 42,8%

OEm Branco
28,6%

H Correto 28,6%
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Questao 5 (Item b)

Pré-teste Pos-teste
100 100
90 90
80 80
70 H Resposta 70 B Resposta
60 Inviavel 9,1% 60 Inviavel 42,8%
50 OEm B 50 ’
20 : £n7 0/ranco 20 OEm Branco
20 7% 20 28,6%
20 H Correto 18,2% 20 M Correto 28,6%
10 10
0 0
Certo Errado Certo Errado

9 9
18,2% 81.8% 28,6% 71,4%

Nos dois iteng e b da 52 questéo, vale ressaltar o grande porcentual de alunos que,
no primeiro momento, deixaram a questdo em branco e, no segundo, teesoh@-la.
Percebemos que as atividades com Geometria Fractal deram cerdig3ses alunos de
visualizar uma solucéo possivel, mesmo que esta visualizacao ¢emustsado insuficiente,
visto que as resolucbes ndo apresentaram o0 uso correto de todos osomateimaticos

necessarios.

Questao 5 (Item c)

Pre-teste Pés-teste
100 100
% 9 BNogéo de
80 O Nogso de 80 fg ';‘éf rgéncia
70 Convergéncia 70 9%
60 9,1% 60 5] N_ot;_éo de~
50 H Nogéo de 50 illng;wgao
40 Diminuigao 40 3%
30 36,3% 30 H Resposta
ia 0,
20 OEm Branco 20 Inviavel 14,3%
10 54,5% 10
0 0 OEm Branco
28,6%
Corto Errado Certo Errado 0
45,4% 54,5% 57.1% 42.9%

Na andlise deste item, dentre as respostas consideradatasgofte notado
novamente um aumento significativo do porcentual de alunos que apresent@@mde
convergéncia. As atividades com Geometria Fractal parecemjutiado na compreensao de

gue os segmentos tenderiam para zero.
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Capitulo 4
Geometria Fractal Dentro do Ensino de Matematica

‘Nao é por acaso que quando fiz o servico militamiandado para artilharia. Claro,
fazia o curso de matemética e portanto tinha sufiei base tedrica para apontar
canhdes sobre populagbes. Se eu nado fosse allnosbode matematica teria sido
encaminhado para infantaria: aprenderia a matateioada vez!”
Ubiratan D’Ambrosio

A Educacdo Matematica € um campo que vem se cdasdid no meio educacional,
principalmente durante as duas Ultimas décadas t@n areas que vao da formacgédo do
professor de Matemética ao estudo dos mecanismosnsi@o-aprendizagem que visam o0
aprimoramento dos processos decorrentes do mesmo.

Dentro da Educacdo Matematica, existem algumasmes, dire¢cdes por onde grupos
de pesquisadores focalizam seus esfor¢cos e seos derinteresse. Esses focos norteadores séo
conhecidos mais comumente como tendéncias.

No presente capitulo, colocaremos em tela algunaas pdincipais tendéncias em
Educacdo Matematica e faremos uma espécie de stentam a utilizacdo feita por ndés da
Geometria Fractal no curso “Geometria Fractal paEasino Médio”. Optamos pelas tendéncias
em Educacdo Matematica para fundamentar teoricemeossa pesquisa pelo fato de
percebermos que a Geometria Fractal pode ser alzrela maior ou menor grau, por todas elas.
Para noés, o carater dindmico da Geometria Fraetahige uma abordagem tedrica mais ampla,
sem que para isso seja sacrificada a especificidedessa anélise.

Segundo Mendes & Fossa (1998), sdo oito as priscifggndéncias em Educacao
Matemética: o uso de jogos, 0 uso de material edbmdimanipulativo), a Etnomatematica, a
Resolugdo de Problemas, a Modelagem Matematicap @a Historia da Matematica, o uso de
novas tecnologias e os estudos psicologicos. Darénfase maior & Resolucdo de Problemas
devido ser essa a metodologia utilizada por nésamalise do pré-teste e do pos-teste.
Fundamentaremos nossas assercfes com o auxilimaiseafeita do questionario que foi

respondido pelos alunos Valdenira, Marcio, Su@yriane, Julia e Licia.
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4.1) TENDENCIAS EM EDUCACAO MATEMATICA.
4.1.1) O uso de jogos.

A utilizacdo de jogos no ensino da Matemética € prAtica comumente associada ao
Ensino Fundamental. Encontramos na literatura s&namas de abordagem, desde as quatro
operacfes até, com menos intensidade, expresgfidsieds mais complexas. As iniciativas de
sua utilizacdo no Ensino Médio sdo mais voltadaa paroduzir tOpicos ou para recreacao 0
que, de modo algum, diminui a potencialidade dess#éncia.

Uma de suas principais finalidades é servir coremehto motivador ou, propriamente
dito, um facilitador da aprendizagem. Os jogos poderazer” o aluno para o campo da
Matemética despertando seu interesse de formarpsazelesmistificando o esteredtipo “sisudo”

da disciplina e rompendo com a idéia de matérificitliexemplificada nos quadrinhos abaixo.

RAMPAZZO

Reproduzido de O Liberal (14/11/2004).

Figura IV -1. Nas tirinhas de quadrinho um exemplo da Mateméasiendo encarada com uma
matéria dificil.

Seguindo por esse raciocinio, Julia, na transcric&eguir, conta-nos que uma forma
descontraida de abordagem poderia se tornar efiBam eu acho que para ficar mais facil de
aprender, as aulas de mateméatica deveria ser unc@diferente para néo ficar essa rotina de
sempre. (...)O professor poderia fazer gincanafodea que a gente aprendesse matematica.”

E necessario esclarecer que a utilizacdo de jogosneino da Matemética possui a
caracteristica de ser voltada para o que se chamaadepisédicoou seja, sua abrangéncia é

limitada (local), servindo de apoio no ensino deaummais tépicos especificos. Um jogo s6 pode
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ser considerado direcionado ao aprendizado de Maimanse puder propiciar a aquisicao de

habilidades logicas a que se destina. Por esse dato utilizagdo geralmente se restringe a

apresentacdo de um topico ou a pratica ou fixagadabilidades/contetdos matematicos ja

trabalhados, mas isso ndo impede que, com planejajseu uso se entenda a exploracédo e/ou a
construcao do conhecimento novo.

Mais do que o jogo em si, 0 que vai promover uma &orendizagem € o clima de
discussao e troca com o professor, permitindo tigatae respostas divergentes ou alternativas,
tolerando os erros, promovendo a sua analise einfmesmente corrigindo-os ou avaliando o
produto final. Esses, talvez, sejam alguns dosiobkis para a implementacao efetiva dos jogos
como recurso didatico. Num ambiente desses, € difaif para o professor controlar as acoes

dos educandos, o que gera certo desconforto euirssega por parte dos educadores.

4.1.2) O uso de materiais concretos.

Ao contrario do uso de jogos, a utilizacdo de nteconcretos ou manipulativos tem
um grau de abrangéncia bem maior. Pode se congituuma metodologia de uso prolongado
gue, dependendo do planejamento e dos objetivqeafessor, pode durar bimestres inteiros.
Para Mendes & Fossa (1998), a aplicacdo adequadaatieriais manipulativos ocorre em
atividades que “tém uma estrutura matematica seslescoberta pelo aluno que, assim, se torna
um agente ativo na construcdo do seu proprio cameato mateméatico” (p.13). Os autores
também chamam a atenc¢do para o uso inapropriadmakesiais que, na maioria das vezes, sao
usados episodicamente como simples motivador owEsiou para demonstrar algum
teorema/formula que, segundo eles, tornam o alonmaro expectador.

Ja Fiorentini & Miorim (2003) vdo mais além e arapli a reflexdo sobre o uso
inadequado dos materiais manipulativos. Para alpgncipal funcdo do ensino da Matematica é
ensinar Matematica. Lembram que, muitas vezes,terraamais bonito ou mais moderno nem
sempre pode ser 0 mais adequado. Ou seja, nenhtaniah@ valido por si s6. Os materiais e seu
emprego sempre devem estar em segundo plano. Alesimptroducdo de jogos, objetos
concretos ou atividades no ensino da Matematicagaé@ante uma melhor aprendizagem desta
disciplina.

Por outro lado, dentre as vantagens desse tipo aledologia, podemos salientar a

possibilidade desenvolver as atividades em grugekes, os materiais serviriam de ferramentas
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para o desenvolvimento do raciocinio matematicoeens$ integrantes das equipes o que pode
favorecer o surgimento de um espaco propicio afyauto de idéias.

Como visto no capitulo 3, reservamos parte doitercéa de curso para o trabalho com
materiais manipulativos (Apéndice 7). Procuramdacienar, sempre que possivel, os materiais
trabalhados com os fractais criados. A propostapardir do concreto (os objetos) para a
formalizac@o dos conceitos matematicos. Tivemagagupacado de ndo deixar o material virar o
centro do processo, pois 0 mais importante na kgyés da figuras ndo eram as formas em si,
mas 0s conceitos matematicos que poderiam sercigosra partir delas.

4.1.3) Etnomatematica.

Cada grupo social possui uma forma prépria de,artdizar e interpretar a Matematica.
Considerando a disciplina influenciada pelo comtexios individuos que a praticam, a
etnomatematica resgata os conhecimentos por eldszidos e os utiliza no ensino-aprendizado
de Matematica destes grupos.

A Etnomatematica parte de conceitos arraigadoseim de cada grupo social para
facilitar o aprendizado da Matematica no intuitovdérizar os conhecimentos ja adquiridos por
eles. Com isso, valoriza a producédo cultural dosmes e os conhecimentos informais ja
constituidos fazendo deles ponto de partida pateedagem formal dos conceitos matematicos.

A Etnomatematica ndo trata a Matematica como umsaipiina desvinculada das
relacbes de poder dentro da sociedade. Para ekeaplhisso, D’Ambrosio (2003) faz a
comparagcdo entre os atuais praticantes da Matem@tmndo capitalista) e os grandes
matematicos do passado (europeus em sua maiaaia)ele, muito do que se vé na sala de aula
ndo se encontra no contexto do aluno, pois foi stgp@ todo 0 mundo no periodo colonial,
desprezando a cultura do local. Para o autor:

(...) falar dessa matemética em ambientes cultuhaesrsificados, sobretudo em se
tratando de nativos ou afro-americanos ou outras edropeus, de trabalhadores
oprimidos e de classes marginalizadas, além derteafembranca do conquistador, do
escravista, enfim do dominador, também se refarma forma de conhecimento que
foi construida por ele, dominador, e da qual elesewiu e serve para exercer seu
dominio. (p.113)
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D’Ambrosio conclui chamando a atencéo para a idéianiversalidade, exatidao, rigor
e precisdo da Matematica que, a reboque, elevam esbcepcdo de Matemética e,

principalmente, seus impositores para o mais atarpar do pensamento humano.

Lamentavelmente continuamos a insistir que a g#ekia e racionalidade estdo
identificadas com a matematica. Que essa constrdgdpensamento mediterraneo,
levado a sua forma mais pura pelos povos acimaadalgbo 42°, é a esséncia do ser
racional. E assim se justifica que esses povosaadimnparalelo 42° tenham tratado e
continuem tratando a natureza como celeiro ineggb# a humanidade como seus
servos. (p.115)

Ao tratar das questdes epistemoldgicas da Geontetrcal (Apostilas | e Il), tentamos
deixar claro o carater evolutivo da Matematica emtp Ciéncia. Abordamos as necessidades e
as conjunturas da época de Benoit Mandelbrot e opesmo que a Geometria Fractal seja
considerada uma “nova”’ Matematica, para o seurs@mio existiu toda uma série de fatores que
favoreceram sua criacdo na forma sistemética cemos hoje, inclusive fatores de ordem social

e cultural.

4.1.4) Modelagem Matematica.
A traducdo de uma situacédo e/ou fenbmeno em umImatEematico talvez seja uma

das principais atividades da Matematica Apliéada

Quando se procura refletir sobre uma porcdo diédessd, na tentativa de explicar, de
entender, ou de agir sobre ela — o processo ussgkéionar, no sistema, argumentos
ou parametros considerados essenciais e formakzattavés de um sistema artificial:
0 modelo. (BASSANEZI, 2002, p.19)

E na construcdo de um modelo matematico que a lMgelel Matematica se
fundamenta e este, por sua vez, se caracteriza ¢omoconjunto de simbolos e relacdes

matematicas que representam de alguma forma cagtidado” (idem, ibdem, p.20).

8 Assim como Machado (2001), n&o corroboramos cddéia difundida no meio académico da distincdoeeatr
Matematica Pura (que supostamente lidaria someorte abstracdes ndo mantendo vinculo significativn
realidade) e a Matematica Aplicada. Com relacéegairsda, o autor argumenta que ndo se pode caraek@itomo
um corpo sistematizado de conhecimentos devid@dragmentacdo em campos diversos. “Com relacdetansa
objetividade intrinseca da Mateméatica enquanto,Radrae pode aceita-la sem discussdes por um d&5 g93),
visto que qualquer construgdo mental, por maisded@ue seja, sofre a influéncia do mundo realtaPtw, a nosso
ver, tal discussao/distingdo nao tem sentido. Raivies didaticos e dentro do campo do ensino, chassaaqui de
Matematica Aplicada a parte da Matematica quedata situacdes dentro do contexto do aluno, ou agj#la que
trata em seu cerne das questfes de aplicacacepratdiata no seu cotidiano.
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Para que o processo de construcdo do modelo & iipreciso a apresentacdo de uma
situacdo-problema aos alunos. Para Biembengut & (26102), “uma vez formulada a situacao-
problema, passa-se a resolucdo ou analise cdemramentalmatematico de que se dispde”
(p.14). Por isso, é preciso que a tentativa de@oiale um modelo que venha a ser aplicado na
situacdo-problema exposta, seja de tal forma gya awmecessidade de empregar conhecimentos
e habilidades matematicas para que estas sejarriddge/ou fixadas durante o processo. Com
relacdo ao procedimento, os autores destacam tegmse que surgem no trabalho com
Modelagem Matematica: 1) a interacao, 2) a matemagib e 3) e 0 modelo matemético.

Na interacdq ha uma familiarizagdo com os componentes da ¢gibsproblema
proposta que é caracterizada pela busca de unmfamtal teérico referente ao tema. Com a
matematizacdoa situagdo comeca a ser decodificada para aalgegn matematica sendo que as
variaveis e constantes mais relevantes sdo “pistatiaporcdo de realidade estudada. Depois
dessa selecdo, modelo matematic@& criado e passa por um processo de interpretacdo
validacdo que consiste na avaliagdo do grau déatmidade do modelo na situacao-problema.

N&o obstante, para que a construcdo do modelobgdiieso aprendizado, é essencial
gue este esteja dentro das possibilidades da terrdgaque ele possa perpassar pelos contetudos
desejados. Todo o processo pode incitar a invesiigaor parte do aluno, em uma atividade de
(re)descoberta que pode leva-lo a transcendemited impostos pela prépria disciplina e fazé-lo
enveredar por outras areas do conhecimento.

Como o aluno tem uma nocédo de aplicacdo dos cargetecessarios a resolucao da
situacdo-problema, a Matematica tende a fazer-khis sentido. Nesse sentido — com o perdéo
do trocadilho — Valdenira relata sobre os contetikies por ela durante o Ensino Médif:.) o
gue fazemos Ifnas aulas de Matematicadmo as areas de figuras planas ou geometria éslpac
podemos ver ao nosso redor, mas outras coisas tmgaotmo, conjunto, etc., s6 faz sentido se
entendermos perfeitamente como eles funcionam”.

Uma de nossas propostas durante o curso foi deantds figuras fractais criadas por
processos iterativos presentes nas atividades &péedices) como um modelo matematico e, a
partir dele, fazer as conexdes necessarias pdahea topicos dentro da Matematica. Pudemos
perceber também que os modelos também conseguiggmcipr discussfes bastante proveitosas

em outras areas. Em uma delas, apds termos cornesdade como a natureza tende a exibir
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figuras fractais, Suelly disseé ‘engracado como algumas coisas que o0 senhor falkembram

coisas que o professor de Quimica e a professoBia@legia falaram no bimestre passatio

4.1.5) Histéria da Matematica.

Com a crescente busca de contextualizacdo da M@atema Histéria da Matemética
vem sendo bastante estudada como ferramenta dweRsbcura situar o aluno na época em que
0 conhecimento matematico foi constituido mostraadecessidade de producao e utilizacdo da
Matematica em um periodo definido. Enfatiza asatarésticas da Matematica como uma ciéncia
gue avanca, que sofre influéncia das necessidadies iateresses sociais e das relagbes de poder
em um determinado tempo histérico. Fossa (2001ptapdois tipos de uso da Histéria da
Matematica no ensino:ws0 ornamenta¢ ouso ponderativo

Segundo o autor, o uso ornamental é constituidacdraente de notas histéricas
colocadas no final dos capitulos dos livros didétie/ou fatos curiosos a respeito de algum
grande matemético do passado. O autor reconheceegjaetipo de abordagem “ndo é um
instrumento apropriado para o ensino de concei@a&méticos” (p.54). Serve, na maioria das
vezes, como uma Vvalvula de escape momentaneaygaradd campo das contas e operacoes.
Mas, em contrapartida, adverte que isso ndo é m@i@va banir o uso ornamental dos livros,

pois, para ele, o uso ornamental deve ser exploremo com tais restricdes.

(...) quem — especialmente em se tratando de matesia— ndo se regozija com um
belo patternou um sublime desenho? Simplesmente queremositelseu papel para
evitar falsas expectativas e, ao mesmo tempo, apan\ao maximo tudo o que 0 uso
ornamental tem a oferecer. (p.54)

Ja o uso ponderativo envolve a discusséo de tem#®itns que desembocam em
atividades e problemas de aplicacdo pratica. Seglrabsa, 0 uso ponderativo pode ser
subdividido em uso novelesco, “que segue a trilhdHtstoria da Matematica durante toda a
disciplina” (p.55); e 0 uso episodico, que se darara “pela utilizacdo da Histéria da
Matemética para abordar topicos selecionados deéatqaropria disciplina” (idem). Todos esses
tipos de abordagens tendem a ser bem mais efigaaeslo culminam no que ele chama de uso

manipulativo, ou seja, atividades estruturadagatido objetos concretos.
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Uso Ornamental Uso Ponderativo

Uso Episodico Uso Novelesco

A 4

\ 4 A 4
Uso Manipulativo

Reproduzido de Fossa (2001, p.56).

Figura IV -2. Esquema dos Vvarios tipos de abordagens do etiaiMatematica através da Historia
da Matematica.

Durante o curso, procuramos situar historicameAfgogtila 11) os alunos sobre a
Geometria Fractal por entendermos que esta abordpgderia fornecer uma nocdo basica da
necessidade de sua criacdo e do contexto na quaslaemserida. Com relacdo ao tipo de
abordagem, procuramos realizar uma alternancia entrso ornamental e o uso ponderativo. A
nosso ver, esta escolha mostrou-se bastante meagipois, se por um lado abrangeu uma
competéncia especifica, por outro péde dar a opiddde de incutir elementos que negam a

visdo de estagnacdo da Matematica.
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4.1.6) O uso de novas tecnologias.

Existem varias novas tecnologias que se aplicarersino de Matematica e outras
disciplinas. Entretanto, para ndo fugir dos nossgstivos e da abrangéncia do nosso curso,
trataremos aqui a informatica apenas como o usmhputador, dos softwares e da Internet.

A informatica é uma ferramenta que vem revolucidisaa sociedade nos ultimos
tempos e sua influéncia, inevitavelmente, tambémeréebida na Educagcédo e mais precisamente
no ensino da Matematica. Basta lembrar que graraite glos trabalhos que levaram ao
descobrimento dos fractais se deve ao uso dos ¢adgres.

Parece haver consenso entre os educadores sobotenmcipl didatico das novas
tecnologias em sala de aula. Para aqueles que sendadem ao uso da informatica no ensino,
Borba (2001) contra-ataca expondo o conceito deéamRhara ele, midia é qualquer meio que
possa estender a memodria. Desse modo, a fala erigaesdo consideradas midias, pois
conseguem “armazenar” os dados de forma que passaposteriormente utilizados. O papel da
informatica € semelhante aos dois anteriores, pegmuma poténcia bem maior o que, conclui
0 autor, caracteriza a informéatica como uma miamabém, s6 que com a vantagem de permitir
“que linearidade do pensamento seja desafiada pdosnde pensar, baseados na simulagéo, na
experimentacdo e em uma nova linguagem que envebaita, oralidade, imagens e
comunicac¢ao instantanea” (p.46).

Nés vemos no uso dos computadores uma grande ftamfacilitadora do
aprendizado. Isso ndo significa que o foco cexwairabalho do professor seja deslocado para o
aperfeicoamento de técnicas que ajudem o aluno exérh corretamente na maquina. A
informatica deve servir, antes de tudo, para camtbientes propicios para investigacao,
(re)descoberta e construcdo do conhecimento matemat

Todos os alunos responderam que antes do curschadam trabalhado com o
computador em Matematica. E importante ressaltedaague a escola em que estudam n&o
possui laboratério de informatica e todos afirmargio possuir computadores em casa. Significa
dizer que a exclusao digital esteve presente em tsaj@torias escolares durante todo o Ensino
Basico. Para eles, o curso foi o primeiro contaim @ste tipo de tecnologia. Vejamos algumas
de suas impressdes ap0s 0 Ccurso:

“(...)consegui observar o quanto a matematica s@ana mais facil com o uso do

computador”(Suelly).
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“(...)eu tenho vontade de ter contdimom as novas tecnologiagjorque parece que a
matematica fica mais facil de entender e tambéanrfiais divertida”(Julia).

“(...)com o computador, por exemplo, eu teria umiblibteca a disposicao”
(Valdenira).

Quando Suelly e Julia se referem ao quanto o cadputpdde tornar mais facil a
compreensdo da Matematica, é provavel que elagmmeste referindo a melhor qualidade da
visualizacdo das atividades propostas durante soclEsta, certamente, € uma das grandes
potencialidades do computador, uma vez que prialuwo de trabalhos pouco criativos (como
desenhar a mao livre as figuras das atividadeseyxemplo) e “liberta” a mente para reflexdes
mais fecundas que reorganizam o pensamento.

E claro que somente o fato de poder ver melhor figusa ndo sera suficiente para
garantir o aprendizado. Mas é inegavel sua eficacaninimo, como elemento motivador, pois
pudemos perceber como os alunos ficaram bem miz$egtas em realizar as atividades com a

ajuda do ocmputador.

4.1.7) Estudos Psicologicos.

Procura estudar que mecanismos cognitivos podduoeidiar no aprendizado. Mendes
& Fossa (1998) colocam que os estudos psicolégicoem basear os seus esforgcos tomando
como referéncia o ensino tradicional e, dentro alggyspectiva, encontrar meios de tornar o
ensino mais proveitoso. Por outro lado, existenudest de cunho psicolégico, ligados ao
construtivismo, que “tentam determinar como o coithento mateméatico € construido pelo

sujeito epistemoldgico e, a partir desses resudtadiaborar estratégias alternativas de ensino”
(p.17).

4.1.8) Resolucao de Problemas.

Diferentemente da Modelagem Matematica que lida sibnacdes praticas e de cunho
mais abrangente, a Resolucdo de Problemas temaanmfais centrado em torno da Matematica.
Tenta delinear quais as caracteristicas de um bsolvedor de problemas ou ensinar o aluno a
se tornar um mediante reflexdes e/ou questionammeltmmbém estuda métodos eficazes que
privilegiem o “aprender-aprendendo” nos quais m@alprocura por si sO meios, hipéteses ou

caminhos que possam leva-lo a solugdo de um prablem
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Existem varios fatores que podem fazer com que sitnacdo seja entendida como
problema. Geralmente ha uma tendéncia em se canfumdproblema com um exercicio. Este
ultimo é concebido como uma aplicacdo direta ddheamentos ja adquiridos ou para a fixacao
dos mesmos, ja o primeiro requer um grau de ratdinchais elevado onde a solugcdo nado €
obtida através do simples uso de algoritmos jagmeabidos.

Segundo Onuchic & Allevato (2004), um problema déa aquilo que ndao sabemos
fazer mas que estamos interessados em fazer” jp.A®1autoras levam em consideracdo a
vontade de elucidar um fato para a caracterizagdprablema. Isso implica a preocupacao por
parte do resolvente em querer desvendar a situapfiesentada e, em vista disso, 0S
conteudos/aspectos envolvidos no problema devem pm#encialmente significativos,
caracterizando certo grau de envolvimento do resbév

As autoras tocam em um ponto que foi evidenciadops durante a pesquisa: para se
encontrar a solugdo de um problema, deve haveaeresse em resolvé-lo o que implica, de certa
forma, em gostar daquilo que se esta fazendo. Wiabde Marcio foram os Unicos alunos a
responder corretamente todas as questbes no pesiesante todo o curso, percebemos um
interesse bem maior que os demais sobre a GeorRediital. Nas suas proprias palavrasda
é dificil aprender quando ha interesgdlarcio), “pra mim a matematica é a juncédo das coisas
boas da vida, aprendi a me dar bem com ela e g oimo a mateméati¢aValdenira). Essa
relacdo de interesse/gosto pela Mateméatica conows fesultados obtidos, parece-nos ter sido
um dos fatores determinantes para a resolucaa@alas questoes.

Diante disso, achamos importante salientar quersocde Geometria Fractal também
foi elaborado de modo que ele pudesse transfors@rablemas do pré-teste em exercicios no
pos-teste. Ou seja, as questdbes que a principiespech parecer problemas no primeiro
momento, com o auxilio do contetdo e das atividatdes Geometria Fractal, tenderiam a ser
convertidas em exercicios. Como colocado no cap#uaterior, era nosso intento verificar no
pos-teste quais questdes ainda se constituiam @vlepras e quais passaram a se constituir em
exercicios.

Para Polya (1995), existem quatro fases que gentédnoeorrem durante a resolucéo de
um problema: a compreensao do problema, o estabeleto de um plano, a execugéo do plano
e o retrospecto. Estas fases serviram de supaideagecorrecfes do teste. Vejamos a seguir em

gue consiste cada uma delas.
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a) Compreensao do problema:

Para que a solucédo do problema se processe, éagaescompreensado do problema a
ser resolvido. O resolvente deve considerar atesmtarcada parte envolvida na questdo como a
incégnita, as condicionantes e os dados. Segunbj@,Rdém do problema estar em um nivel
compativel ao do aluno, este deve também ser datseesse, pois a motivacao pode auxiliar no

entendimento global do problema.

b) Estabelecimento de um plano:

Nesta fase, ja existe uma “rota” a ser seguidad@igue rudimentarmente, ja se
delineou um caminho possivel. Esta idéia seminactariza-se como um dos pontos chaves na
resolucéo do problema proposto e pode surgir dejgigirias tentativas sem sucesso de fazé-lo.
Encontrar a conexao entre os dados e a incégmia-g& essencial e, se preciso, ajustes devem
ser feitos para que isto ocorra.

Por vezes, pode ser necessaria a comparagcdo derpeobom o que Polya chama de
“problema correlato”, um problema que possui algaicaracteristicas semelhantes ao problema
proposto. Geralmente, um problema correlato séefteralgumas pistas deixando por conta do

resolvente a adaptacdo para a questéo, podendoasuoegessidade de construcdes adicionais.

c) Execucéo do plano:

E a etapa em que o aluno, depois e conceber ooratsier seguido, executa o plano. O
aluno tende a estar convicto de que a execucdo pdssos de seu plano o levara
impreterivelmente a soluc&o. E necessario quermaknte verificar se 0 passo esta correto, se 0
tratamento dos dados pode ser trabalhado daquete.f&Em alguns casos, o professor pode
ajuda-lo a notar a diferenca entre perceber e dstmawnse o passo € correto ou nao.

d) Retrospecto:

Quando a execucao do plano é finda, as reconsikesale cada etapa anterior, de todos
0S passos seguidos, das idéias apresentadas tsenam-instrumento Gtil a consolidacdo do
conhecimento. E possivel verificar a plausibiliddde argumentos utilizados e, em muitos casos,

até determinar caminhos diferentes para sua resmlug
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E claro que o processo cognitivo de resolucdo derablema é bastante complexo e
seria ingenuidade tentar reduzi-lo somente as etd@scritas por Polya. Existem outros fatores
gue devem ser levados em consideracdo e, dentse atbamos conveniente salientar o
tratamento do erro nesse processo.

Se existe erro, € porque existe a adocdo de undi@aidio como correto (LUCKESI,
1998). Segundo o autor, tendo em vista um deteduindjetivo, o erro € resultado de uma agéo
insatisfatéria. Se levarmos em conta que este mesrmgode se tornar um poderoso aliado para
verificar se houve ou nao aprendizado, ele deixatedeum sentido de culpa, pesar ou
incapacidade e passa a ser visto como mais umulegraquisicdo desse conhecimento. Ou seja,
neste caso, “ndo ha erro, mas sucesso ou insutessesultados de nossa agao” (p.137).

O padréo tido como correto e adotado por nés nag@o dos testes, foi a apresentacao
de uma resolucdo satisfatoria, matematicamentendaladas questbes propostas. Nesta
perspectiva, foi levado em consideracdo que oss eappesentados pelos alunos no pré-teste,
serviriam de suporte para a nossa pesquisa, e guesan¢a ou auséncia deles no pos-teste
serviriam de parametro para verificar, em partepc@ abordagem mateméatica com Geometria

Fractal influenciou nas resolucdes apresentadas.

4.2) GEOMETRIA FRACTAL versus TENDENCIAS EM EDUCA(}AO
MATEMATICA.

Dentro da andlise de todas as Tendéncias em Edubseg@matica, ndo conseguimos
classificar o uso da Geometria Fractal em nenhuetas despecificamente. Primeiro porque a
Geometria Fractal perpassa pelos conteldos da @ditane por suas respectivas formas de
abordagem e de ensino. Em uma hora, serve de modgioocesso de modelagem matemaética
(Anexo “Poeira de Cantor” e Anexo “Floco de NeveKiteh”). Em outra, serve de elemento
motivador (Apéndice “Triangulo de Pascal’ e Apéedidogo do Caos”) ou no uso de novas
tecnologias (aula do dia 18/08/04). Também podeesplorada manipulativamente (Apéndice
“Materiais Manipulativos”), e assim por diante. 8edo por entendermos que o trabalho com
Geometria Fractal tanto pode voltar-se para detdronatematica em si, como pode extrapolar
seus limites e se estender por outras disciplimas&eas do conhecimento (Anexos “Apostila I”

e “Apostila 11”).
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Nesta perspectiva, entdo, teremos de destacar @eeraetria Fractal possui um caréater
local e global ao mesmo tempo. Esta dualidade selarequando é explorada para tentar
facilitar/favorecer a aprendizagem de um tépicoespecifico, revelando sua acepc¢ao micro. Por
outro lado, pode estar imbricada em/por entre wo toaior, uma espécie de “pano de fundo”,
assim como um tema transversal que deixa as ebgades livres para se intercomunicar em
uma acepgao macro.

Portanto, tentar enquadrar a Geometria Fractalramtendéncia especificamente seria
como coloca-la em uma camisa-de-forca e desbastas suas possibilidades, muitas delas ainda
nao exploradas. Ou seja, seria contra sua proptiaera, dada sua grande abrangéncia dentro e
fora da Matematica.

N&o obstante, parece-nos que a Matematica teneleteassformada juntamente com a
prépria sociedade que a utiliza. Nao entraremosdetalhes com relacdo ao rigor dos seus
construtos tedricos, pois esses, em nossa opidé@rao e devem ser mantidos. Queremos
salientar o fato de que essa transformacdo pasdzema por uma mudanca de postura com
relacdo a diversas areas que estado se desenvolagralmente. Portanto, ao falar do futuro da

Matemaética e de seu ensino, concordamos com D’Asidkf(@003) quando afirma que:

Pode-se prever que na matemética do futuro sendoriamtes o que hoje se chama de
matematica discreta e igualmente o que se cham&asus patolégicos”, desde a ndo-
linearidade até a teoria do caos, fractais, fuzzeesia dos jogos, pesquisa operacional,
programacgdo dinamica. Lamentavelmente isso s6 sestdédado em algumas
especialidades de matematica aplicada. Justamenteepresentar a matematica do
futuro, € muito mais interessante para o jovem.p@xblemas tratados sdo mais
interessantes, a visualizacé@o € no estilo modgarecido com o que se vé na TV e nos
computadores. (p.59)

Podemos observar que as possiveis mudancgas paiatgueeorra estdo diretamente
relacionadas com o desenvolvimento das “Matematataais” e do dinamismo da prépria
necessidade de fazer Matemética. Adequar 0s cadeads contextos, aos avangos, as
necessidades. E injustificavel continuar abordamddopico simplesmente por ele estar ha muito
tempo no curriculo. Isto ndo significa deixar ddolaas peculiaridades inerentes a prépria
Matematica (rigor, l6gica, etc.) e nem tampoucoaeb que simplesmente possa ser considerado
“velho”. Mas, encarando a Matemética como uma @éiguie também avanca, reavaliar as

prioridades para o seu aprendizado e/ou desenveriion
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Portanto, é essencial fazer do estudo de Matemalgta que possa ser tangivel ao
aluno, assim como tentamos mostrar que se revsl@aulas sobre Geometria Fractal, pois, nas
palavras de Marcio quando se refere a sua concfirsl@pods o curso:d matematica ndo é téo
absurda quanto eu pensava, tudo depende da ética goe se veja E preciso tornar a
Matematica significativa em suas vidas ou em skgstérias escolares, ndo apenas no Ensino
Médio, nosso foco principal de andlise, mas emgaroniveis de ensino para que, dentre outras

coisas, possam fazer dela uma ferramenta decisieaaacicio pleno de sua cidadania.
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CONSIDERACOES FINAIS

“Nao, ndo tenho caminho novo. O que tenho de navgeéo de caminhar.”
Thiago de Mello

Iniciamos este trabalho com a seguinte perguata:trabalhar com atividades de
Geometria Fractal, quais sao os fatores que infilaemn no aprendizado de alguns tépicos da
Matematica curricular em alunos do 3° ano do Endvwdio? Para tentar responder este
guestionamento, trilhamos um percurso onde pudel®oater sobre varios aspectos referentes a
Geometria Fractal dentro do campo do ensino darivttea. Dizer que este ou aquele fator
isoladamente foi o responsavel por influenciar esteaquele resultado seria um reducionismo
gue poderia dar um carater, no minimo, ingénuoedpasta Unica a questdo. Porém, vimos
durante as analises que essas inferéncias tendestabelecer teias de relacdes bem mais
complexas que esta visao simplista fazendo de imf & um “n&o” muito pouco para abranger
tais questionamentos. Mesmo correndo esse risomaxpor algumas de nossas consideracdes
gue, mesmo penetrando apenas alguns centimetres getomeétrica crosta que € o ensino da
Matemadtica, ja terdo cumprido o seu papel.

As atividades com Geometria Fractal puderam cantritsignificativamente na
(re)aquisicdo de conceitos matematicos necessaresolucdo correta das questdes propostas. O
grafico comparativo do capitulo 3 p6de ilustrarrgitativamente esse fato, visto que, em todos
os itens, houve um aumento percentual nas respostatas. Porém, mais que isso, queremos
ressaltar também o teor das resolucdes apresentddaso naquelas resolugdes consideradas
incorretas, pudemos perceber uma compreensdo dwEdopicos matematicos necessarios para
responder as questdes, ainda que esta compreenagamesentasse insuficiente para respondé-las
corretamente.

N&o foi nosso interesse discutir as teorias mafeasasubjacentes a Geometria Fractal.
Entretanto, como toda a tentativa de respondergupt geradora de uma pesquisa aponta para
outros novos questionamentos, ndo poderiamos digxatar (e apenas citar!) nossas impressoes
acerca da Geometria Fractal dentro da Matematicpuagnno ciéncia epistemologicamente
constituida e de seu ensino. Vimos o0s aspectos ml@gantes, segundo nosso interesse, da
Geometria Fractal e, alguns deles em particulameinam-nos a atencdo. Vendo que a dimenséo

fractal pode ter valores néo inteiros e irracion@ide se imaginar que a Geometria Fractal € uma
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geometria que complementa a Geometria Euclidigngué esta s6 admite valores inteiros. Essa
linha de raciocinio ganha forca se levarmos emideragdo também que a Geometria Fractal,
além de descrever formas euclidianas pode desdiaveas naturais. Seria razoavel a essa altura
admitir que Geometria Euclidiana possa ficar magsm rcom o acréscimo das formas e
tratamentos fractais. E se assim o fosse, e levandoonsideragdo que a Geometria Euclidiana
fornece conceitos fundamentais e a Geometria Frawtaovo olhar sobre elas, ndo seria melhor
ensinar geometria através de ambas?

Ainda nesta linha, sempre sdo levados em constleregrmos euclidianos para a
construcado de qualquer fractal. Qual coisa é madtidgana do que a construcdo da curva de
Koch que comeca com um segmento de reta que deedilunfinitos pontos? Até mesmo as
construcdes que lembram formas naturais apresentarsua estrutura pontos ou retas. A
samambaia (fig. II-6), por exemplo, ndo passa de wolocacdo aleatdria de pontos que
convergem para a formacdo da imagem. Entédo, podenaggnar que a Unica diferenga entre as
duas geometrias, se é que existe alguma, é cogioet® tratamento. Ou seja, 0 que a Geometria
Fractal faz, na realidade, é utilizar-se dos termoslidianos para criar imagens através de
iteracdes recursivas infinitas.

Encontramos nestas consideraces um campo fértél gebates, que poderiam ser
melhor aprofundadas em outro momento mais oporiDeaqualquer forma, independentemente
dos caminhos que esta discussao pode levar, ougu&amos explicitar € a constatacdo, com 0s
resultados da pesquisa, de que o ensino atual demidaca € vista pelos alunos como algo
estéril e por vezes longe de suas realidades.ballh@ com as atividades de Geometria Fractal
pareceu ter tornado o aprendizado de alguns tépi@ddatematica curricular mais proveitoso.
Partindo da descricdo de formas naturais palp@aosislunos, pudemos notar durante as aulas do
curso o aumento da motivacdo em resolver um prahlarma vez que o trabalho com as
atividades dava énfase a descoberta dos “pra qué&sdrqués” em vez do “como” resolvé-lo
simplesmente. O aprendizado se torna mais ricongleto na medida em que os conteudos
passam a ter sentido para o aluno.

Finalmente, o que queriamos com este trabalhotéilmain para a discussao sobre o que
€ possivel fazer para tornar o ensino da Matemataia significativo ao aluno. Constatar que a
simples mecanizacdo de conceitos desfavorece aaegenento do raciocinio de forma

contextualizada e problematizada.
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Romper com esta “algoritmizacdo” do saber matemditzreceu ser uma das vantagens
ao se trabalhar com as atividades de GeometridaFraois, a nosso ver, elas acenam para a
possibilidade de trilhar caminhos que podem levagteestionamentos no sentido de tornar a
Geometria Fractal um recurso didatico valido dertoo ensino e dirimir a idéia de que a
Matematica é apenas um conjunto de formulas e rosngue regem uma forma de pensar
automatizada e incompativel com a realidade.
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APENDICES
“Descoberta da Geometria Fractal”

Objetivos:

Baseada na proposta de Randi & Westerberg (19%8ividade tem por objetivo fazer
com que o aluno perceba as limitagbes da geomemicidiana. A associacdo das formas
construidas pelo homem, com as formas vistas naezat podera abrir caminho para uma
discussdo/apresentacdo de uma geometria que @pseaantar melhor as irregularidades dos

objetos/coisas néo feitas pelo homem.

1- De acordo com a tabela abaixo, preencha corretemest espacos em branco
relacionando os objetos vistos dentro de sala comfigura geométrica conhecida.

Objeto observado | Figura associada_

2- De acordo com a tabela abaixo, preencha corretamest espagcos em branco
relacionando os objetos vistos fora de sala comfignea geométrica conhecida.

Objeto observado | Figura associada
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“Poeira de Cantor”
Objetivos:
Baseada na proposta de Barbosa (2002) e Randi &eWdesy (1999), tém por
objetivos trabalhar conceitos basicos de geometrdidiana elementar, familiarizar o aluno

com processos de generalizacdo, além de dar nogditivas de limite.

1- De acordo com a figura, preencha corretamentepzzes em brancos da tabela abaixo
de acordo com cada iteracdo da Poeira de Cantoenda que o inicializador tem
comprimento igual a 1 e que, a cada nova iterasgiopre € retirado o terco central de
cada segmento.

Passo () m———

Passol EE—
Passo?2 omm e [
PassO3 g m mm EE mm
Passo4 mamn = m TR I
Passo 5 mnomi mionn mennownown

Passos Comprimento e N°de | Soma do comprimento ¢
cada segment segmentog todos 0s segmentos

1 1 1

2- Com os resultados obtidos na tabela anterior, érecarférmula geral para cada uma das
colunas.

Passos Comprimento de N° de ‘ Soma do comprimento (
cada segment segmentog  todos 0s segmentos

I

3- Baseando-se nas formulas encontradas acima, emcontcomprimento de cada
segmento, seu nimero e a soma de todos eles angies.

4- O que acontece com o comprimento dos segmentosiguwanumero de iteragdes tende
ao infinito? Justifique sua resposta.
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“Floco de Neve de Koch”

Objetivos:
Baseada na proposta de Barbosa (2002) e Randi &&Wesg (1999), a atividade tem
0S mesmos objetivos da atividade “Poeira de Caraoréscida da abordagem da area de

triangulos.

1- De acordo com a figura do floco de neve de Kockempcha corretamente a tabela
abaixo sabendo que o lado do triangulo inicial nfedeque, a cada nova iteragéo, todos
0s segmentos tém comprimento igual & terca pageselgmentos da iteracdo anterior.

R

Passo O Passo 1 Passo 2 Passo 3

' Passo§ Comprimento de cada segmenfto  N° de segmehtos  Prerf

2- Com os resultados obtidos na tabela anterior, érecarférmula geral para cada uma das
colunas.

| Passog Comprimento de cada segmerjto  N° de segmehtos  Prer]

3- Baseando-se nas formulas encontradas acima, emcontcomprimento de cada
segmento, 0 n° de segmentos e 0 perimetro nadtesac

4- Considerando a area do triangulo inicializador taag¢do 0 igual a 1, preencha
corretamente a tabela abaixo:

| Passos| Area de cada triangdlo  N° de triangllAsea total

0
1
2
3
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5- Com os resultados obtidos na tabela anterior, érecanma formula geral para cada
coluna.

| Passos| Area de cada triangdlo  N° de triangllAsea total

N N .

6- Baseando-se nas formulas encontradas acima, em@atea de cada triangulo, o n° de
tridangulos e a area total na iteracéo 8.

7- O que acontece quando com o perimetro da curva atd Kuando o numero de
iteracdes tende ao infinito? E com a area? Justifsyas respostas.
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“Conjunto de Mandelbrot”
Objetivos:
A atividade a seguir foi baseada na proposta det#r& Lazarnicks (1991) e o
objetivo principal desta atividade é tentar levaalono a ter uma nocao formal da distancia

entre a origem e um ponto qualquer no plano coroplexdulo).

1- Com o mapeamenta, z; = Z? + C, encontre os proximos valores de z para cada
iteracdo e seus respectivos modulos.

1. Iteragbes Maodulo 2. Iteracbes Maodulo

2=0,8
ZZ:

3. lteracOes 4. Iteracoes

z; =-0,8i 32=-0,5+0,5i
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“Triangulo de Pascal”

Objetivos:

A atividade a seguir, adaptada de Barbosa (200Rgimenet al (1992), tem por
objetivo mostrar, de forma criativa, uma das posd#dnles de explorar a construgdo do
triangulo de Pascal e correlacionar, via geométaictal, alguns de seus aspectos interessantes.
Entendemos que esta forma de abordagem pode seleomanto motivador capaz de despertar
no aluno a criatividade e a (re)descoberta de mo@des inerentes ao triangulo de Pascal bem

como sua prépria construcao.

1- Nas casas em branco abaixo, com o lapis, coloquérasros correspondentes ao triangulo
de Pascal. Em seguida, hachure as casas que amt@shnimeros pares e deixe as casas
com 0s numeros pares em branco.

2- Utilizando o mesmo procedimento da questdo antdramhure os multiplos de trés e deixe
em branco as demais casas.

Conclusoes:
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“O Jogo do Caos”

Objetivos:
Baseada na proposta de Barbosa (2002) e Peitgaif1992), ao final da atividade, o

aluno devera ser capaz de compreender que, amtisanpontos encontrados, eles se agrupam
em regidbes onde uma espécie de previsdo pode arada. Se 0 processo se estender
infinitamente, os pontos formaram o triangulo der@nski. Isso caracteriza o principal objetivo

desta atividade: por tras de um processo aleafiile surgir uma ordem subjacente.

Marque um ponto aleatoriamente dentro do trian@gldaixo, diferente do ponto localizado
exatamente no meio (baricentro).

Com a ajuda do dado, sorteie um dos vértices e,liguemente, o ponto ao vértice do sorteio.
Marque o ponto médio do segmento criado.

Sorteie novamente outro vértice.

Ligue, levemente, o ponto médio marcado ao vésiceado.

Marque o ponto médio desse novo segmento criado.

Repita o procedimento 15 vezes.

Conclusoes:
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“Materiais Manipulativos”
Objetivos:

Baseada na proposta de Coes (1993) e de Barbo8a),(20 atividade objetiva a
construcao de fractais através de formas euclidiptenas no intuito de levar o aluno a criar

e/ou perceber padrbes geométricos e algébrico®mtas na figuras criadas.

1- Observando a as iteracOes abaixo, complete a tabetamente.

Passo 4

Passo 3

Passo 2

Passo 1 _

2- Dado o inicializador a seguir (passo 1), corstrsitrés passos seguintes e compare
0 numero de pecas usados em cada passo com addiha questdo anterior.

A\

3- Com os inicializadores abaixo, para cada umstcoa os trés passos seguintes,
forneca e complete uma tabela semelhante a primeéstdo e descubra a dimensdo fractal.

SR A

4- Com as pecas utilizadas nas questdes anteroiesgu proprio fractal.
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“Arvores Fractais”

Objetivos:

Baseada na proposta de Naylor (1999), os objetivais pertinentes nesta atividade
sdo: a familiarizagdo com as generalizagBes alggdyrio trabalho com formas geométricas
elementares e visualizagcdo da real possibilidaddederever forma arboreas com tratamento
matematico adequado.

1- Nas iteracdes abaixo, cada novo segmento céaticas vezes menor que o criado
no passo anterior. Com base nisso, complete aatabel

Passo 1 Passo 2 Passo 3

Passog N° de segmentgsSoma de todos Comprimento Soma do
em cada pass@ o0s segmentog do segmento| comprimento de
criado todos 0s segmentd
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Apostila |

Introducéo a Geometria Fractal
O que é um fractal?

Afinal o que é um fractal? Esta palavra foi criada pelo mdtemnaolonés
naturalizado americano Benoit Mandelbrot para descrever um objeto tgeonggie
nunca perde a sua estrutura qualquer que seja a distanciaaleDé@sgia do adjetivo
fractus do verbdrangere que significa quebrar. Mandelbrot classificou desta forma os
seus objetos de estudo, pois estes possuiam uma dimensdo fracioréudimnansao
nao inteira. As dimensdes fracionarias tornaram-se uma forupaatificar qualidades
que, de outro modo, permaneceriam sem dimensao precisa: o graegdiaimlade ou
tortuosidade de um objeto. Uma linha de costa sinuosa, por exemplo, inpassiia
medicdo em termos de comprimento, mas possui um grau determinado de
irregularidade. A palavra fractal acima de tudo significa auto-semelhante.

Acima a construcao da curva de Koch. Esta curva da a idéia intuitiva da deseri¢éo d

A auto-semelhanca a simetria através das escalas, ou seja, um objeto possui
auto-semelhanca se apresenta sempre 0 mesmo aspecto a qsaljaeera que seja
observado. Se repararmos, todas as formas geométricas ortodoxas pemslean
estrutura quando sao ampliadas ou diminuidas. Um circulo numa escadanmaigr
ndo é nada mais do que uma reta. Basta ter em mente ques Bp@m@mnos se pensava
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que a Terra era plana. Isto acontece porque a escala humana wdomaisrdo que
uma linha reta no horizonte. No entanto a maior parte dos objetos cdidagues no
nosso dia-a-dia n&o sao retas, nem esferas e nem cones.

N AVENPS b U 1 P

Se ampliarmos uma pequena parte da curva de Kechmos que ela é exatamente
igual a toda figura. Essa invaridncia que indepeddeescala € chamada auto-
similaridade.

Olhando, por exemplo, para um tronco de uma arvore, verificamos que é
extremamente rugoso e irregular. Se observarmos um pequeno gedsgdronco ao
microscopio observamos novas rugosidades e irregularidades que antézsha@os
observado. No entanto esta imagem assemelha-se bastante iar. afteresta
irregularidade regular que caracteriza um fractal.

A iteracdo consiste em repetir 0 mesmo ato em uma espécie de rotina. As
imagens de fractais geradas por computador sdo o resultadadédsgroperadas num
sistema nao linear, de forma recursiva e que possibilitam a gsi@hserva, imagens
de grande beleza e a compreensdo desses mesmos sistemas.
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A dimensdoé uma caracteristica dos fractais que chama bastant@ateé\
tabela abaixo da uma idéia de como podemos ter nocdo de dimensambietomSe
uma linha for dividida em duas partes iguais, por exemplo, precsaiamplia-la pelo
fator 2 para voltarmos ao tamanho original. O mesmo ocorre como um dmadra
dividido em quatro partes iguais € com um cubo dividido em oito partegcatere o
namero correspondente as partes for escrito na base dois, 0 expagcithiréatom a
dimenséo do objeto.

Linha Quadrado Cubo
Fator de ampliacao |
2 oC H
| 00
NUmero de 2 4 8
autocodpias 2t 22 2
Fator de ampliagéo | ooo
ooog
3 | ooo
|
Numero de 3 9 27
autocoépias 3t & 3

O mais interessante € notar que para formas euclidianas dorha,a plano
e o0 cubo acima, a dimenséo € sempre um numero inteiro. J& parmas fractais, a
dimensado quase sempre resulta em um namero decimal e até irracional!

A maior aplicacao dos talvez seja a de descrever melhor as formas daanature
Um exemplo disso é a constru¢do da samambaia abaixo feita poocssgm recursivo
de uma equacdao iterada muitas vezes que marca pontos alebtdigogue cada ramo
€ auto-similar a toda a planta. Diante da figura, vem a pergiaotas as formas da
natureza ndo seriam obtidas por processos parecidos?
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Apostila Il

O desenvolvimento da Geometria Fractal

O desenvolvimento da Geometria Fractal se deve, principalmente, ypor se
criador, 0 matematico polonés naturalizado americano Benoit Mandelbrot.

Trabalhando na IBM, deparou-se com um ruido na linha de transmisséo de
dados. Esses ruidos se acumulavam de tal forma que os engenhetaspi@andiam
sua dinamica e, portanto, ndo conseguiam elimina-lo ocasionando a pealdarde
dados na transmissao.

Mandelbrot percebeu que os erros na transmissdo de dados podiam ser
reduzidos a periodos em que eles pudessem se repetir, mas emigedsida aferir
tais erros com disposicdo semelhante aos da Poeira de Caqutdr. 1} Isso quer dizer
que um erro, se ampliado, possui erros menores dentro de si e asstharper
Programado os receptores para trabalhar levando em considersgdtispssicdo dos
ruidos, minimizou a faixa de interferéncias e melhorou a chegada dos dados.

A Poeira de Cantor é obtida

retirando-se o terco central de um S S

segmento de reta e a partir dai

retira-se sempre o terco central doS gy  m— .

segmentos restantes indefinida-

mente. H H H . H .
L] L] i 1 il n

Outro trabalho estudado por Mandelbrot foi o artigo de Lewis Richardson de
1961 intitulado “Qual a extensdo do litoral da Gré-Bretanha?” que expunha
discrepancias das varias medi¢cbes do litoral daquele pais dént&tépor cento. A
guestdo era que se a medicado fosse efetuada de dez em dez poetrsemplo,
certamente as depressoes e as saliéncias menores que esse val@amaosgnitadas.
Essas pequenas diferencas vao se acumulando até se tornaremebmmesdifie outra
medicdo que adota outra escala. O valor da extensdo do litoral aesgmentar a
medida que se diminui o tamanho da escala, entdo como definir essa extenséo?

Os dois problemas aparentemente ndo se relacionam, mas possuem algo e
comum: o fator de escala. Isso aliado aos trabalhos dos matenféticceses Gaston
Julia e Pierre Fatou sobre mapeamentos no plano complexo elaboradosiondani
século XX, ajudou Mandelbrot, nos anos setenta, a criar imagens suentesnd
geradas por computador com regras iniciais simples.

A dimensdo fractal, diferentemente da dimensdo usual (euclidiana),
geralmente ndo é um numero inteiro. Para calcular a dimenséo dessasdereramos
utilizar a propriedade da auto-similaridade de uma forma gerakeaplica as duas
geometrias dadas por Félix Hausdorff em 1919, antes mesmo deobdeta” da
Geometria Fractal. Chamando de m o numero de cépias de si mesmdator que
cada copia deve ser ampliada para voltar ao tamanho original, reeglitaitela acima,
podemos obtera seguinte expressao para calcular a dimenséao d:
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m = rf
Aplicando o logaritmo em ambos os membros:
d=logm/logn

O mérito de Mandelbrot foi reunir os trabalhos de deslocados de uma direcao e
agrupa-los para um fim comum. Isso significa dizer que os fracis foram
inventados e, sim, descobertos. Em muitas outras culturas ant@ana@ntradas
formas que se assemelham aos fractais em varios aspeactosaalé mandalas, vitrais
e na prépria arte.

Mandala Céltica Vitral secular da Igreja de
Bocaitina-Brasil

Os fractais ganharam notoriedade na comunidade cientifica ndo dbefzela
esteticidade das imagens, mas também pela descricdo m&a peealguns fenbmenos
de outras areas. Os estudos realizados por Varios cientistaguiamsee conectar, de
alguma forma, com as imagens fractais o que possibilitou suaaifiaséomunidade
cientifica. Hoje, a palavra fractal significa atualidade, pmsjo afirma o matemético
J. A. Wheeler, “ninguém sera considerado cientificamente zadali se ndo for
familiarizado com os fractais”.
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TESTE ESPECIFICO

Nome:
(Tente responder as questdes abaixo da forma mais clara possisehs respostas sao
importantissimas para o nosso trabalho. Muito Obrigado!)

1- Docenilda é uma “chocélotra” compulsiva e viciada em Matem&fs coeficientes

do desenvolvimento do bindmio (a +°Mxpressam exatamente a quantidade de
chocolates que Docenilda come durante a semana na seguinte ordemmeico pr
coeficiente € a quantidade de chocolates comidos por ela no dominggurds
coeficiente, a quantidade da segunda-feira; o terceiro, a quantidemteada assim por

diante. Qual a quantidade total de chocolates que Docenilda come durante uma semana?

2- A figura abaixo representa um sistema de radar que éddilizo monitoramento de
navios de guerra. A leitura desse sistema € feito atravé&matdenadas do plano
complexo. O porta-avides Tapajoés estd localizado no ponto referentginaero
complexo z= 2 + 2i e o cruzador Amazonas esta sobre o pqg#o-t + i. Se uma
bomba cujo raio de destruicdo equivale a 2 unidades do plano for jogddmente na
origem (0, 0), os navios conseguirdo sair intactos do ataque? Justifique sua resposta.

Complexos

A

? ........................................... . Porta-a\nﬁes
Cruzador L— Tapajos
Amazonas m 1

-

Bomba 2 Reais

3- Um fractal é uma figura geométrica que pode ser obtidaéatrde processos
iterativos. Observe o principio de criacdo de um fractal com as iteraghes: ab

o
L] ]
[1 [1
L] 1
LI LI
L] ]
L]
lteracdo 1 lteracéo 2 Iteracédo 3

Na primeira iteracdo o quadrado tem lado igual a 4. Na segunda, 08 go@os
guadrados agrupados em cada lado da figura anterior possuem, cada um, metade do lado
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da iteracdo 1. Na terceira, cada novo quadrado tem a metade do lagoaco
anterior. Qual a area da figura formada na iteracédo 3?

4- A computacdo grafica € uma area que se encontra em frgransaa. O que muita
gente ndo sabe € que algumas das imagens mais belas e corsptexagas por

processos simples que se repetem varias vezes. Vejapas ete criacdo do ramo
abaixo:

; f
| ] e
, 5 T4
L N
( IS N

Passo 1 Passo 2 Passo 3 Passo 4 Passo 5 Passo n

De acordo com a construgéo acima responda:

a) Qual a expressao que relaciona o0 numero de passos com a quantidade de segmentos?
b) Quantos segmentos seréo obtidos no passo 4?

c) O que acontece com o comprimento dos novos segmentos formados reowada
passo?

5- A fibra ética vem causando uma revolucdo na transmissao de dadoslaSgpor
exemplo, as transmissdes de TV via cabo seriam inviaveis. A afdoné levada
dentro de cabos espelhados internamente em forma de luz e, por isegossséo
transportados a uma velocidade altissima. Por motivo de economia, unpodbder
varios cabos internos e estes, por sua vez, outros mais. Abaixo wenuaste frontal
de um mesmo cabo em trés etapas:

@)c-1

a) Se o cabo principal, na etapa 1, possui raio igual a 12 cm, qual a sua area?

b) Qual a area restante do cabo principal na etapa 2 se osrsdra@0BE possuem raio
trés vezes menor que o cabo principal?

c) Se fosse possivel que a inser¢cdo de cabos continuasse indefiédamoeal seria a
tendéncia da area dos novos cabos?
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QUESTIONARIO
(Responda a todas as perguntas de forma mais clara possivel. Suas respostas sao
muito valiosas para 0 nosso trabalho.)

1- O que vocé pensa da Matematica?
2- Por que vocé acha que estuda Matemética?
3- A Matemaética vai servir para alguma coisa no seu futuro?
4- A Matematica é dificil de aprender? Por qué?
5- O que deveria acontecer para melhorar o ensino da Matematica?
6- Agquilo que foi visto na escola sobre Matematica faz sentido? Qual?
7- O curso de Geometria Fractal fez sentido? Qual?
8- O conteudo de Matematica do Ensino Médio esta de acordo com sua realidade?
9- E o conteudo de Geometria Fractal? Por qué?
10-A Matemética estudada até aqui auxiliou de alguma forma nas outrasmbscij
Ensino Médio? O conteudo visto no curso de Geometria Fractal podera auxiliar?
11-Vocé ja teve contato com algum recurso tecnoldgico para auxilid-lo a aprender
Matematica?
Sim N&o
Ele pdde ajudar? Ele podia ter ajudado?
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