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RESUMO

O Feixe Gaussiano (FG) é uma solução assintótica da equação da elastodinâmica na vi-

zinhança paraxial de um raio central, a qual se aproxima melhor do campo de ondas do

que a aproximação de ordem zero da Teoria do Raio. A regularidade do FG na descrição do

campo de ondas, assim como a sua elevada precisão em algumas regiões singulares do meio

de propagação, proporciona uma forte alternativa na solução de problemas de modelagem

e imageamento sísmicos. Nesta Tese, apresenta-se um novo procedimento de migração

sísmica pré-empilhamento em profundidade com amplitudes verdadeiras, que combina a

flexibilidade da migração tipo Kirchhoff e a robustez da migração baseada na utilização

de Feixes Gaussianos para a representação do campo de ondas. O algoritmo de migração

proposto é constituído por dois processos de empilhamento: o primeiro é o empilhamento

de feixes (“beam stack”) aplicado a subconjuntos de dados sísmicos multiplicados por uma

função peso definida de modo que o operador de empilhamento tenha a mesma forma da

integral de superposição de Feixes Gaussianos; o segundo empilhamento corresponde à mi-

gração Kirchhoff tendo como entrada os dados resultantes do primeiro empilhamento. Pelo

exposto justifica-se a denominação migração Kirchhoff-Gaussian-Beam (KGB). As prin-

cipais características que diferenciam a migração KGB, durante a realização do primeiro

empilhamento, de outros métodos de migração que também utilizam a teoria dos Feixes

Gaussianos, são o uso da primeira zona de Fresnel projetada para limitar a largura do feixe

e a utilização, no empilhamento do feixe, de uma aproximação de segunda ordem do tempo

de trânsito de reflexão. Como exemplos são apresentadas aplicações a dados sintéticos para

modelos bidimensionais (2-D) e tridimensionais (3-D), correspondentes aos modelos Mar-

mousi e domo de sal da SEG/EAGE, respectivamente.

Palavras-chaves: Geofísica. Imageamento Sísmico. Feixes Gaussianos. Migração.



ABSTRACT

The Gaussian Beam (GB) is an asymptotic solution of the elastodynamic equation in the

paraxial vicinity of a central ray, which approaches better the wave field than the standard

zero-order ray theory. The GB regularity in the description of the wave field, as well as

its high accuracy in some singular regions of the propagation medium, provide a strong

alternative to solve seismic modeling and imaging problems. In this thesis, i presenty a

new procedure for pre-stack depth migration with true-amplitude, combining the flexibil-

ity and robustness of Kirchhoff migration type using superposition of Gaussian beams to

represent the wave field. The proposed migration algorithm comprises in two stacking pro-

cess: the first is the beam stack is applied to subsets of seismic data multiplied by a weight

function defined such that stack operator has the same formulation of the integral of the

Gaussian beams superposition; the second is a weighted diffraction stack by means of the

Kirchhoff type integral having as input the GB stacked data. For these reasons it is called

Kirchhoff-Gaussian-Beam (KGB) migration. The main characteristics that distinguish the

KGB migration, during the first stage stacking, with other migration methods that also use

the theory of Gaussian beams, is the use of the first Fresnel zone projected to limit the

width of the subset of seismic traces (beam) using a second-order approximation of the

reflection travel time. Examples are shown for applications on two-dimensional (2-D) and

three-dimensional (3-D) synthetic seismic data, respectively, to the models Marmousi and

SEG/EAGE salt dome data sets.

Key-words: Geophysics. Seismic Imaging. Gaussian Beam. Migration.
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1 INTRODUÇÃO

O método sísmico consiste na aquisição de dados de e na solução de seu problema
inverso. No caso da sísmica de superfície, fontes de energia são posicionadas próximos à su-
perfície da Terra, ao longo de coordenadas específicas, e vários sensores, conhecidos como
geofones, são também adequadamente posicionados próximos a essas fontes. Uma vez orde-
nados geometricamente as fontes e os sensores, é realizado um experimento sísmico. Quando
uma fonte de energia é acionada, são obtidos registros no domínio do tempo em cada um dos
sensores. No problema inverso, tomando-se as coletas gravadas em diversos sensores, um pro-
cessamento de dados é realizado, e o objetivo principal é obter uma imagem representativa da
subsuperfície, de modo que seja o mais próximo possível da realidade, assim como algumas
propriedades físicas ao longo das interfaces que delineiam as estruturas rochosas.

No processamento dos dados sísmicos para obtenção de uma imagem representativa da
subsuperfície da Terra, há uma etapa chamada de Migração Sísmica. A migração é o processo
que constrói uma imagem a partir de dados sísmicos registrados, de preferência pelo repo-
sicionamento dos dados gravados em sua posição geológica verdadeira no subsolo. Há duas
principais abordagens existentes para executar a migração: migração em tempo e migração em
profundidade, as quais podem ser feita antes ou depois do empilhamento. As potencialidades e
fraquezas de cada tipo de migração são relatadas por Yilmaz (2001).

Dentre diversas técnicas de imageamento, existe a migração tipo Kirchhoff. A migração
tipo Kirchhoff se descada devido sua eficácia em compor imagens de refletores com mergulhos
íngremes e permitir migrar dados completos ou apenas parte dele, porém a referida migração
faz um amplo uso da teoria do raio de ordem zero, como forma de encontrar a função de Green
do problema de imageamento, sendo esta teoria aplicada de forma efetiva em meios suaves.
Desta forma, alguns fenômenos de propagação da onda, como por exemplo, as difrações obser-
vadas em ambientes, onde a geologia do meio é complexa ou em meios que apresentam fortes
variações laterais de velocidades, não podem ser simuladas de forma adequada devido a zonas
de sombra ou ocorrência de cáusticas.

A geração de uma imagem, utilizando a migração Kirchhoff em profundidade, é a etapa
com maior necessidade de ferramentas computacionais e a mais intensa no processamento sís-
mico. O tempo computacional aumenta quando a migração Kirchhoff opera diretamente sobre
o conjunto de dados pré-empilhados e com verdadeiras amplitudes para compor a imagem (BI-
ONDI, 2006). Portanto, ao longo dos anos foi gasto um esforço considerável por pesquisadores
tais como Hill (1990), Hill (2001), Albertin et al. (2004), Protasov (2005), Bleistein (2009), Fer-
reira e Cruz (2009), Gray e Bleistein (2009), Popov et al. (2010) e Costa (2012) na elaboração
de estratégias eficazes de imagens mais precisas e computacionalmente viável. Todos utiliza-
ram estratégias que acrescentam o conceito de Feixes Gaussianos (FG) como representação do
campo de ondas. As vantagens de considerar FG como solução da equação da onda sísmica vem
sendo apresentada há algunas décadas por Babich e Pankratova (1973), Popov (1982), Cěrvený
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(1982), Müller (1984), Konopásková (1984), Cěrvený (2001), Popov (2002), Žácek (2006) e
Saleh (2011).

A pesquisa que será desenvolvida neste trabalho concentrar-se-á em um tipo de inte-
gral de migração, conhecida na literatura como migração Kirchhoff (SCHNEIDER, 1978), pré-
empilhamento no domínio da profundidade 3-D. O nome migração Kirchhoff, adotado como
operador matemático no processo de imageamento, deve-se basicamente a duas ideias. A pri-
meira é oriunda do princípio de difração escalar, onde o princípio de Huygens de fontes secun-
dárias é utilizado para explicar o caminho seguido por um raio de energia luminosa ao atravessar
uma fenda de difração, localizada sobre um anteparo e observada em um ponto qualquer (GO-
ODMAN, 2005). A segunda ideia, relaciona-se com o trabalho pioneiro de Hagedoorn (1954),
cujas superfícies de máxima convexidade foram posteriormente relacionadas à equação da onda
escalar, tornando-se familiar na literatura geofísica como migração Kirchhoff (HERTWECK et
al., 2003). Matematicamente, a integral de Kirchhoff é derivada do teorema de Green, usado
para resolver aproximadamente a equação da onda em um meio acústico de um campo de on-
das sísmica.

No presente trabalho é apresentado um novo procedimento de migração sísmica em
profundidade pre-empilhamento com verdadeiras amplitudes que combina a flexibilidade da
migração tipo Kirchhoff (SCHNEIDER, 1978; BLEISTEIN, 1987; SCHLEICHER et al., 1993)
e a robustez da migração baseada na utilização de Feixes Gaussianos para a representação do
campo de ondas (HILL, 1990; HILL, 2001). O algoritmo de migração proposto é constituído
por dois processos de empilhamento: o primeiro é o empilhamento de feixes (“beam stack”)
aplicado a subconjuntos de dados sísmicos multiplicados por uma função peso definida de modo
que o operador de empilhamento tenha a mesma forma da integral de superposição de Feixes
Gaussianos; o segundo empilhamento corresponde à migração Kirchhoff tendo como entrada os
dados resultantes do primeiro empilhamento. Pelo exposto justifica-se a denominação migração
Kirchhoff-Gaussian-Beam (KGB).

Para um melhor entendimento, será feita uma revisão da modelagem sísmica usando a
teoria de espalhamento Kirchhoff (GOODMAN, 2005) e dos Feixes Gaussianos para o caso
2-D (MÜLLER, 1984; KONOPÁSKOVÁ, 1984; CĚRVENÝ, 2001; POPOV, 2002)). A revisão
também se estende para a teoria de migração Kirchhoff com verdadeiras amplitudes (SCH-
LEICHER et al., 2007), visto que esta é usada como principal referência de comparação para
os resultados obtidos com o novo procedimento apresentado nesta Tese. Os estudos anteriores
desenvolvidos por Ferreira (2007) e os resultados obtidos para meios 2,5-D por Costa (2012),
serviram de motivação para o caso 3-D ora apresentado neste trabalho.

1.1 ESTRUTURA DA TESE

Além deste capítulo introdutório, esta Tese é composta pelos seguintes capítulos:
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Capítulo 2 - São apresentadas as ideias básicas e fórmulas estabelecidas pela teoria do
raio de ordem zero, inicialmente em meio anisotrópico 3-D e posteriormente em meio isotrópico
e não-homogêneo.

Capítulo 3 - Teoria do raio, em alguns casos, se depara com problemas de singulari-
dades e, com isso, limita o método do raio apenas para modelos estratificados. Neste capítulo,
descreveremos a estensão deste método como estratégia para contornar algumas lacunas exis-
tente na teoria do raio de ordem zero.

Capítulo 4 - É apresentada a forma analítica do operador de migração Kirchhoff com
feixes gaussianos acoplado em sua forma geral. Ainda neste capítulo, são obtidas expressões
matemáticas para os seguintes parâmetros: linhas de empilhamento, fatores de espalhamento
geométrico, fatores de correção, abertura de migração e para a função peso de migração.

Capítulo 5 - É apresentado o algoritmo da migração KGB através de fluxograma para
explicitar a teoria descrita no capítulo 4. Além disso, o operador Kirchhoff e KGB serão aplica-
dos em dados 2-D e 3-D, com o objetivo de comparar ambos métodos de migração e, com isso,
evidenciar a melhora na imagem gerada pelo método proposto nesta Tese.

Capítulo 6 - Discutimos as principais conclusões e perspectivas desse trabalho.
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2 TEORIA DO RAIO

2.1 INTRODUÇÃO

A teoria sísmica do raio empresta muito dos seus princípios e metodologia da teoria
de raios eletromagnéticos, ou óptica geométrica como é geralmente chamado (KLINE e KAY,
1965; BORN e WOLF, 1999). Existem duas abordagens principais para a derivação das equa-
ções de raios. A primeira, uma abordagem clássica é inteiramente baseada em princípios heu-
rísticos geométricos e portanto é chamada teoria geométrica do raio. A segunda abordagem
deriva das equações de raio a partir da equação de onda por meio da análise assintótica. Esta
abordagem é conhecida como teoria assintótica do raio.

A teoria geométrica do raio tem desempenhado um papel de destaque na história da
ciência natural, como uma teoria prática para explicar a propagação da luz. A propagação re-
tilínea da luz e da lei de reflexão foram descritas por Euclides cerca de 300 a.C. Os passos
mais importantes foram feitos no século XVII com a lei de Snell da refração e pelo princípio
do menor tempo de Fermat. A declaração posterior de semelhantes princípios geométricos na
mecânica clássica, finalmente, levou a uma extensa teoria matemática associada aos nomes de
Euler, Lagrange, Hamilton e Jacobi (LANCZOS, 1986; GOLDSTEIN et al., 2001).

Ao longo do desenvolvimento da teoria do raio geométrico entendeu-se que a teoria era
limitada e que não poderia explicar um grande número de fenômenos observados em experi-
mentos com luz. Depois de Maxwell ter estudado uma teoria mais completa para fenômenos da
luz, os esforços começaram a reconciliar as teorias de raios e ondas.

Estes esforços levaram ao desenvolvimento da teoria assintótica do raio, na qual as equa-
ções do raio são derivadas da equação de onda por uma análise assintótica de alta frequência.

Além de estabelecer a teoria de raios como uma aproximação assintótica de alta frequên-
cia, a análise assintótica também estendeu teoria do raio para explicar uma gama maior de fenô-
menos ondulatórios. Considerando que a teoria do raio geométrico formalmente explica apenas
os caminhos dos raios e os tempos de viagem, a teoria assintótica do raio também fornece uma
base teórica para o cálculo da amplitude e da polarização. Além disso, a teoria do raio em
meios anisotrópicos é muito mais fácil fazendo uso da análise assintótica do que os princípios
geométricos, embora seja possível fazê-lo (CĚRVENÝ, 2002).

A derivação da teoria do raio sísmico para equação da onda elástica depende de três
técnicas analíticas essenciais:

∙ Da definição de um ansatz adequado para a solução da equação de onda (BABICH, 1994);

∙ De uma análise assintótica de alta frequência para determinar as equações para os coefi-
cientes do ansatz (BLEISTEIN e HANDELSMAN, 1975);

∙ Da solução destas equações utilizando o método de características (BLEISTEIN, 1984).
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2.2 EQUAÇÃO DA ONDA ELÁSTICA

O método de modelagem sísmica que utiliza a teoria do raio, corresponde a uma so-
lução aproximada da equação da onda, conhecida como solução assintótica válida para altas
frequências. Fornece tanto os tempos de percurso das ondas refletidas, como os coeficientes de
reflexão e se desejado, permite incorporar o efeito de espalhamento geométrico no cálculo das
amplitudes.

Esse método tem sido amplamente empregado para a modelagem das ondas sísmicas
em diversas aplicações, entretanto possui limitação para meios não homogêneos. Sua aplicação
só e válida se as variações espaciais forem suaves.

Uma das características de métodos de raios é que os cálculos não precisam ser rea-
lizados diretamente em termos das coordenadas espaciais do meio. A equação da onda é uma
equação diferencial parcial para o deslocamento em função das coordenadas espaciais. As equa-
ções cinemáticas do raio, por outro lado, são equações para a posição de raios como uma função
de um único parâmetro como o tempo ou comprimento de arco, conhecido como o parâmetro
de fluxo. O raio descrito por estas equações é uma linha de fluxo aproximado de energia das
ondas em alta frequência.

Para estudar um campo de onda completo, é necessário considerar um conjunto de raios,
ou campo de raios, parametrizados. No caso de uma fonte pontual, por exemplo, a parametriza-
ção indica a direção inicial de raios ao local da fonte.

O pressuposto básico subjacente a todas as seguintes características é que as proprie-
dades físicas do meio em questão são adequadamente descritos em termos de Elastodinâmica.
Nesse caso, a combinação da equação do movimento de Newton e Lei de Hooke da elastici-
dade (ambas generalizadas para meios contínuos) resulta na equação de ondas elásticas. Em
coordenadas cartesianas é expressa como (KRAAIJPOEL, 2003) :

𝜌𝜔2𝑢𝑖 +
𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑙

)︂
= −𝑓𝑖 (2.1)

Sendo, x = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) as coordenadas, 𝜔 a frequência angular, 𝜌 = 𝜌(x) a densidade
de massa, 𝑢𝑖= 𝑢𝑖(x, 𝜔) são as componentes do campo de deslocamento u, 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙(x) o
tensor elástico e 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖(x, 𝜔) são componentes do campo de forças externas f .

Soluções para equação da onda (2.1) com uma força arbitrária, para o caso de uma
fonte pontual, também podem ser expressas com uma representação integral em termos de uma
função de Green (AKI e RICHARDS, 2002):

𝜌𝜔2𝐺𝑖𝑛(x,x′, 𝜔) +
𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜕𝐺𝑘𝑛(x,x′, 𝜔)

𝜕𝑥𝑙

)︂
= −𝛿𝑖𝑛𝛿(x− x′) (2.2)
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Com 𝑢𝑖(x, 𝜔) =
∫︀
𝒟
𝐺𝑖𝑛(x,x′, 𝜔)𝑓𝑛(y, 𝜔)𝑑x′. Onde, a função de Green 𝐺𝑖𝑛 é um tensor

de segunda ordem devido a característica vetorial do deslocamento e da força dirigida. A tarefa
do método do raio é, normalmente, determinar a função de Green dada uma posição da fonte e
o meio.

O primeiro passo na análise é a definição de uma ansatz para a solução da equação de
onda (2.1). A solução assintótica baseada na teoria do raio (ART-ansatz) é uma série polinomial
em potências inversa de 𝜔:

u(x, 𝜔) ∼

(︃
∞∑︁
𝑛=0

1

(𝑖𝜔)𝑛
U(𝑛)(x)

)︃
𝑒𝑖𝜔𝜏(x) (2.3)

A série é parametrizada pela amplitude vetorial U(𝑛)(x), de componentes 𝑈𝑘 (𝑘 =

1, 2, 3). Na maioria das situações práticas em que apenas o termo de ordem zero da série é
mantido a solução da equação da onda é dada por:

u(x, 𝜔) ∼ U(x)𝑒𝑖𝜔𝜏(x) (2.4)

Onde, U ≡ U(0) é a amplitude, 𝜔𝜏(x) a função fase e 𝜏 o tempo de trânsito. A
transformada de Fourier de (2.4) para o domínio do tempo gera um pulso delta de Dirac
U(x)𝛿 (𝜏𝑜 − 𝜏(x)).

As formas funcionais de (2.3) e (2.4), ou seja, um termo de amplitude multiplicado por
um termo oscilatório, são generalizações das soluções exatas conhecidas em meios homogê-
neos, como de ondas planas e de ondas esféricas. As formas são generalizadas no sentido de
que ambos os termos de amplitude e fase podem ser funções arbitrárias da posição.

Na teoria do raio sísmico da série na equação (2.3), o termo da amplitude tem uma
dependência com a frequência. Nota-se que ambas (2.3) e (2.4) descrevem um campo de onda
evoluindo com frentes de onda em superfícies definidas por 𝜏(x) constante.

A premissa básica é que se o comprimento de onda 𝜆= 2𝜋𝑣/𝜔 é relativamente curto
em relação às variações no meio, sendo o mesmo localmente homogêneo, e a propagação do
campo de onda deve se assemelhar localmente como em um meio homogêneo. Ou seja:

𝜆 ≪ 𝑢𝑖

|∇𝑢𝑖|
, 𝜆 ≪ 𝑝𝑖

|∇𝑝𝑖|
𝑒 𝜆 ≪ 𝑣

|∇𝑣|
(2.5)

Sendo, 𝑢𝑖 as componentes do campo u, o vetor vagarosidade p está representado pelas
suas componentes 𝑝𝑖 e 𝑣 é a velocidade de propagação do campo de ondas.
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2.3 ANÁLISE ASSINTÓTICA DA EQUAÇÃO DE ONDA

Ao escolher um ansatz com grau de liberdade reduzido, para facilitar a solução da equa-
ção de onda, a perspectiva de obtenção da solução exata é perdida. Em vez disso, a solução
desejada está próxima da solução exata, para circunstância específica.

Na teoria assintótica do raio, o objetivo é fazer o ajuste ansatz na equação da onda em
um sentido assintótico, ou seja, no limite de alta frequência. Para este fim a análise assintótica
é aplicado na equação de onda, onde a solução é assumida para atingir a forma do (2.4). Esta
análise leva à solução do tempo trânsito 𝜏 e amplitude 𝑈 que, quando satisfeitas, produz o ajuste
da equação da onda assintótica.

Inicialmente, são procuradas soluções que satisfazem a equação da onda (2.1) na ausên-
cia de força externa. Substituindo (2.4) em (2.1), recombinando termos e dividindo por 𝜌(𝑖𝜔)2

obtém-se:

[︂
𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙
𝜌

𝜕𝜏

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜏

𝜕𝑥𝑙

𝑈𝑘 − 𝑈𝑖

]︂
+ (𝑖𝜔)−1

[︂
𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙
𝜌

𝜕𝜏

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑈𝑘

𝜕𝑥𝑙

+
1

𝜌

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜕𝜏

𝜕𝑥𝑙

𝑈𝑘

)︂]︂
+(𝑖𝜔)−2

[︂
1

𝜌

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜕𝑈𝑘

𝜕𝑥𝑙

)︂]︂
= 0 (2.6)

Para satisfazer esta equação para 𝜔 arbitrária cada um dos três termos entre colchetes
deve desaparecer. É evidente que, em circunstâncias gerais, isto não pode ser realizado, porque
o número total de equações são nove (três componentes em cada termo), enquanto há apenas
quatro graus de liberdade no ansatz (𝜏 e três componentes de U). A ordenação dos termos
em potências como inverso da frequência na Equação (2.6) mostra a sua relativa importância na
análise assintótica. O primeiro termo entre parênteses é o mais importante, pois se determina 𝜏 e
a direção (polarização) de U. O segundo termo, obtêm-se uma relação da magnitude (amplitude
escalar) de U.

Definindo o vetor vagarosidade p como o gradiente do tempo de trânsito, 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙 a nor-
malização do tensor elástico com a densidade e Γ como a matriz de Christoffel:

p =
𝜕𝜏

𝜕x
, 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙 =

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙
𝜌

, Γ𝑖𝑘 = 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑝𝑗𝑝𝑙 (2.7)

Iremos agora parametrizar a amplitude U por uma amplitude escalar 𝐴 e um vetor
unitário g de polarização. E, também, o vetor vagarosidade pela velocidade escalar 𝑣 e o versor
n normal à frente de onda:

U = 𝐴g, p =
1

𝑣
n (2.8)
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Assim, a matriz de Christoffel pode ser reescrita como:

̂︀Γ𝑖𝑘 = 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑛𝑗𝑛𝑙 ⇒ Γ𝑖𝑘 = 𝑣−2̂︀Γ𝑖𝑘 (2.9)

2.4 EQUAÇÃO ICONAL

A sentença (2.6) é verdadeira apenas quando os três termos são iguais a zero. Assim,
considerando o primeiro da equação (2.6) termo nulo:

[︂
𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙
𝜌

𝜕𝜏

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜏

𝜕𝑥𝑙

𝑈𝑘 − 𝑈𝑖

]︂
= 0 (2.10)

Usando as definições (2.7) - (2.8):

𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑝𝑗𝑝𝑙𝑈𝑘 − 𝑈𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3 (2.11)

O sistema 2.11 é formado por três equações lineares para 𝑈1, 𝑈2 e 𝑈3. Reescrevendo
2.11 em termos da matriz de Christoffel, a equação 2.11 pode ser escrita como:

Γ𝑖𝑘𝑈𝑘 − 𝑈𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3 (2.12)

Ou:

(Γ𝑖𝑘 − 𝛿𝑖𝑘) 𝑔𝑘 = 0, (2.13)

Sendo, 𝛿𝑖𝑘 a delta de Kronecker e 𝑔𝑘 = 𝑈𝑘𝐴
−1 definido em (2.8). Comparando com

uma equação de autovetores-autovalores genérica
(︀
Γ𝑖𝑘 −𝐺(𝑚)𝛿𝑖𝑘

)︀
𝑔
(𝑚)
𝑘 = 0, com a condição de

nomalização 𝑔
(𝑚)
𝑘 𝑔

(𝑚)
𝑘 = 1 (𝑚 = 1, 2, 3) entre os autovetores. A equação (2.13) é uma equação

de autovalores iguais a 1. Ou seja:

(︀
Γ𝑖𝑘 −𝐺(𝑚)𝛿𝑖𝑘

)︀
𝑔𝑘 = 0, 𝐺(𝑚) = 1. (2.14)

O sistema (2.13) contém informação sobre os tempos de trânsito e 𝑔𝑘 determina a pola-
rização de cada tipo de onda (quasi-compressional 𝑞𝑃 , quasi-shear 𝑞𝑆1 e 𝑞𝑆2). O sistema pode
ser substituído por três equações independente do tempos de trânsito, projetando seus termos
para o conjunto das polarizações ortogonais. Para um tipo de onda específica, por exemplo 𝑞𝑃 ,
os termos Γ𝑖𝑘 = 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑝𝑗𝑝𝑙 e 𝑔𝑘 do lado esquerdo de (2.13) são paralelos as polarizações da
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onda, e ortogonal aos outros dois. A projeção, portanto, deixa apenas uma equação que não é
trivialmente resolvida, a equação iconal:

𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑝𝑗𝑝𝑙𝑔𝑖𝑔𝑘 − 1 = 0 (2.15)

A equação (2.15) tem a mesma forma, para cada tipo de onda. É uma equação apenas do
tempo de trânsito, tal como a polarização é implicitamente fixada pela escolha do tipo de onda
e do vetor vagarosidade nas condições iniciais. Em um meio perfeitamente elástico, isotrópico
e não-homogêneo, considera-se somente a componente compressional principal do campo de
ondas sísmico. Assim, o tensor 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙 pode ser reescrito por apenas dois parâmetros espaciais e
independentes 𝜆 e 𝜇, denominados constantes de Lamé (AKI e RICHARDS, 2002):

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝜆𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑙 + 𝜇 (𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙 + 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘) (2.16)

Em um meio isotrópico, determina-se apenas o autovetor g(3) devido a 𝐺1 = 𝐺2. Logo,
substituindo (2.16) em (2.15), tem-se:

[︂
𝜆 + 𝜇

𝜌
𝑝𝑖𝑝𝑘 +

𝜇

𝜌
𝛿𝑖𝑘𝑝𝑙𝑝𝑙 − 𝛿𝑖𝑘

]︂
𝑔
(3)
𝑘 = 0 (2.17)

Sabendo que 𝑣𝑃 =

√︂
𝜆 + 2𝜇

𝜌
é a velocidade da onda 𝑃 e 𝑣𝑆 =

√︂
𝜇

𝜌
a velocidade da

onda 𝑆. A equação iconal pode ser reescrita da seguinte maneira:

∇𝜏 · ∇𝜏 =
1

𝑣2(x)
(2.18)

Onde, 𝑣 pode ser 𝑣𝑃 ou 𝑣𝑆 .

2.5 EQUAÇÃO DO TRANSPORTE

Visto que o tempo de trânsito é regido pela equação iconal (2.15) (ou equação (2.18)) e
a polarização está implícita na escolha do tipo da onda, apenas mais uma equação é necessária
para determinar o coeficiente de (2.4).

A equação para a amplitude escalar 𝐴(𝑥), definida em (2.8), deve ser obtida a partir do
segundo termo entre colchetes em (2.6). Tomando o produto interno dos termos restantes em
(2.6) com a direção de polarização e igualando a zero resulta na equação do transporte. Com a
ajuda das definições (2.7) e (2.8), a equação do transporte pode ser expressa como:

𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑝𝑗𝑔𝑖
𝜕(𝐴𝑔𝑘)

𝜕𝑥𝑙

+
1

𝜌

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(𝜌𝐴𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑝𝑙𝑔𝑘)𝑔𝑖 = 0 (2.19)
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Com alguns rearranjos de termos (CĚRVENÝ, 2001) pode ser reformulada como:

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(𝜌𝐴2𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑝𝑙𝑔𝑗𝑔𝑘) = 0 (2.20)

Cuja forma é semelhante à lei de conservação. Em um meio perfeitamente elástico,
isotrópico e não-homogêneo, a equação do transporte pode ser reescrita da seguinte maneira:

2(∇𝜏 · ∇𝐴)𝑣 + 𝑣2∇𝐴2𝜏 + 𝐴(∇𝜏 · ∇𝑣2) = 0 (2.21)

Desprezando o termo que inclui gradiente de velocidade, fazendo uso da igualdade
𝑑x

𝑑𝜎
= p e do lema de Smirnov (PORTUGAL, 2002), a equação diferencial parcial (2.21) pode

ser transformada na equação diferencial ordinária expressa por:

𝑑

𝑑𝜎
𝑙𝑛
[︀
𝐴2
]︀

=
𝑑

𝑑𝜎
𝑙𝑛
[︁ 𝑣
𝐽

]︁
(2.22)

Onde 𝐽 é o chamado Jacobiano do raio. Integrando-se ambos os lados da equação
(2.22) em relação a 𝜎, tem-se a seguinte solução da equação de transporte:

𝐴(𝜎) = 𝐴(𝜎0)

√︃
𝑣(𝜎)𝐽(𝜎0)

𝑣(𝜎0)𝐽(𝜎)
(2.23)

𝜎 = 𝜎𝑜 +

𝑠∫︁
𝑠𝑜

𝑣 𝑑𝑠 = 𝜎𝑜 +

𝜏∫︁
𝜏𝑜

𝑣2 𝑑𝜏

Sendo, 𝜎 chamada por Cěrvený (2001) de variável natural ao longo do raio, 𝑠 compri-
mento do raio e 𝜏 o tempo de trânsito.

Figura 1 – Sistema de coordenadas do raio para uma fonte pontual 3-D. Os ângulos 𝛾1 e 𝛾2

determinam as coordenadas do raio e 𝜎 especifica a posição de um ponto no mesmo.

Fonte: Do autor
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O significado físico do Jacobiano está relacionado à densidade de raios, ou espalha-
mento geométrico e pode ser representado por:

𝐽 =
1

𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝜕(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

𝜕(𝛾1, 𝛾2, 𝜎)

⃒⃒⃒⃒
(2.24)

Sendo, 𝛾1, 𝛾2 e 𝛾3 chamado de sistema de coordenadas do raio cujas coordenadas 𝛾1, 𝛾2
descrevem os parâmetros de partida de um raio específico e 𝛾3 uma constante monótona ao
longo do raio, que no caso apresentado na equação (2.24) e ilustado na figura (1) 𝛾3 = 𝜎.

2.6 SISTEMA DE TRAÇAMENTO DE RAIOS

2.6.1 Sistema de Traçamento Cinemático

A etapa essencial da teoria assintótica do raio, é encontrar a função fase 𝜏(𝑥𝑖) da equa-
ção iconal (2.18) ou (2.15). A maneira mais fácil de obter a solução da equação iconal é apli-
cando o método das características (COURANT e HILBERT, 1989), o qual tem a vantagem de
substituir a equação diferencial parcial por um conjunto de equações diferenciais ordinárias. As
equações obtidas são as equações hamiltoniana do movimento, ou as equações cinemática do

raio:

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝛾3
=

𝜕ℋ
𝜕𝑝𝑖

,
𝑑𝑝𝑖
𝑑𝛾3

= −𝜕ℋ
𝜕𝑥𝑖

,
𝑑𝜏

𝑑𝛾3
= 𝑝𝑖

𝜕ℋ
𝜕𝑝𝑖

(2.25)

Onde, ℋ é o Hamiltoniano e 𝛾3 um parâmetro ao longo da trajetória do raio. Para
anisotropia, uma possível escolha do Hamiltoniano é a equação (2.15). Ou seja :

ℋ(𝑥𝑖, 𝑝𝑖) = 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑝𝑗𝑝𝑙𝑔𝑖𝑔𝑘 − 1 = 0 (2.26)

Usando os autovalores da equação (2.15), 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙/𝜌 e 𝛾3 = 𝜏 . Temos o sistema:

𝑣𝑖 =
𝑑𝑥𝑖

𝑑𝜏
= 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑝𝑙𝑔𝑗𝑔𝑘 ,

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝜏

= −1

2
𝑎𝑛𝑗𝑘𝑙,𝑖𝑝𝑛𝑝𝑙𝑔𝑗𝑔𝑘 (2.27)

Onde, 𝑣𝑖 é a i-ésima componente do vetor velocidade no meio anisotrópico. Para um
meio isotrópico, com 𝑣(x) = 𝑣, o Hamiltoniano pode ser expresso como:

ℋ(𝑥𝑖, 𝑝𝑖) =
1

𝑛

[︀
(𝑣2𝑝𝑖𝑝𝑖)

𝑛/2 − 1
]︀

= 0 (2.28)

Onde 𝑛 é um valor real. O fator 1/𝑛 na equação (2.28) é usado para obter um parâmetro
𝛾3 adequado ao longo da trajetória do raio. Uma propriedade interessante do Hamiltoniano na
equação (2.28) é que 𝑑𝜏/𝑑𝛾3 = (𝑣2𝑝𝑘𝑝𝑘)𝑛 = 1 para qualquer 𝑛 arbitrário. Com isso, a variável
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𝛾3 é igual a 𝜏 para qualquer 𝑛. Para o caso de 𝑛 = 2, as equações (2.25) podem ser expressas
como:

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝜏
= 𝑣2𝑝𝑖 ,

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝜏

= −1

2
𝑝𝑘𝑝𝑘

𝜕𝑣2

𝜕𝑥𝑖

(2.29)

2.6.2 Sistema de Traçamento Dinâmico

As equações do sistema de traçamento dinâmico do raio são obtidas da diferenciação
da Equação (2.27) ou (2.29) com relação aos parâmetros 𝛾𝐽 (𝐽 = 1, 2) do raio. Para, 𝛾3 = 𝜏 o
procedimento rende a equação:

𝑑𝑋𝑖𝐽

𝑑𝜏
=

1

2

[︂
𝜕2𝒢

𝜕𝑝𝑖𝜕𝑥𝑘

𝑋𝑘𝐽 +
𝜕2𝒢

𝜕𝑝𝑖𝜕𝑝𝑘
𝑌𝑘𝐽

]︂
,

𝑑𝑌𝑖𝐽

𝑑𝜏
= −1

2

[︂
𝜕2𝒢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘

𝑋𝑘𝐽 +
𝜕2𝒢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑝𝑘
𝑌𝑘𝐽

]︂
. (2.30)

Sendo 𝒢 = 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑝𝑗𝑝𝑙𝑔𝑖𝑔𝑘 e os elementos 𝑋𝑖3 = 𝜕𝑥𝑖

𝜕𝜏
e 𝑌𝑖3 = 𝜕𝑝𝑖

𝜕𝜏
podem ser determinados

diretamente do traçamento de raios (2.27). Para meios isotrópicos, o traçamento dinâmico do
raio é:

𝑑𝑋𝑖𝐽

𝑑𝜏
= 2𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑘

𝑝𝑖𝑋𝑘𝐽 + 𝑣2𝑌𝑘𝐽 ,

𝑑𝑌𝑖𝐽

𝑑𝜏
=

1

𝑣

[︂
1

𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑘

− 𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘

𝑌𝑘𝐽

]︂
𝑋𝑘𝐽 . (2.31)

O sistema (2.29) e (2.31) precisam que a função velocidade 𝑣 seja contínua e derivável
até segunda ordem.

2.7 COORDENADAS CENTRADAS NO RAIO

Em algumas situações, é mais conveniente trabalhar com sistema de coordenadas cen-
trada no raio 𝑞1, 𝑞2 e 𝑞3, com base 𝑒⃗1, 𝑒⃗2 e 𝑒⃗3 (figura (2)), em vez de coordenadas cartesianas
globais. Por exemplo, quando há necessidade de calcular raios nas proximidades de um raio
central, chamado de raios paraxiais.

O vetor radial nas coordenadas centrada no raio é dado pela equação:

r̂(𝑞1, 𝑞2, 𝑠) = r̂(0, 0, 𝑠) + 𝑒⃗1(𝑠)𝑞1 + 𝑒⃗2(𝑠)𝑞2 (2.32)

No raio central 𝑞1 = 𝑞2 = 0 e 𝑠 é o comprimento do raio. O raio na vizinhança próxima
de um raio central depende do modelo em consideração. Os vetores 𝑒⃗1, 𝑒⃗2 e o vetor tangente 𝑡⃗

formam uma base ortogonal, ou seja, 𝑒⃗2 × 𝑒⃗1 = 𝑡⃗.
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𝑒⃗1 = 𝑛⃗𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑏⃗𝑠𝑒𝑛(𝜃)

𝑒⃗2 = 𝑛⃗𝑠𝑒𝑛(𝜃) − 𝑏⃗𝑐𝑜𝑠(𝜃) (2.33)

Figura 2 – Sistema de coordenadas centradas no raio. O vetor 𝑡⃗ é o raio unitário tangente em 𝑠

enquanto que os vetores e⃗𝐼 (𝐼 = 1, 2) formam um sistema cartesiano de coordenadas em um
plano perpendicular ao raio.

Fonte: Adaptado de Cěrvený (2001)

O vetor 𝑡⃗ é perpendicular à frente de onda e 𝑒⃗𝐼 (𝐼 = 1, 2) estão situados na frente de
onda. Os vetores 𝑛⃗ e 𝑏⃗ são chamados de normais e binormais, como pode ser visto no plano
Σ⊥(𝑅) da figura (2). Os vetores 𝑛⃗, 𝑏⃗ e 𝑡⃗ obedecem às formulas de Frenet. O ângulo 𝜃 entre 𝑒⃗1

e 𝑏⃗, assim como entre 𝑒⃗2 e 𝑛⃗ podem ser obtidos da integração através da torção 𝒯 ao longo do
raio:

𝜃(𝑠) = 𝜃(𝑠𝑜) +

𝑠∫︁
𝑠𝑜

𝒯 (𝜎)𝑑𝜎 (2.34)

Derivando a equação (2.32) e os vetores bases (2.33) em relação ao comprimento 𝑠 do
raio de curvatura 𝐾, obtemos a equação:⃒⃒⃒⃒

𝑑r̂

𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
= 1 −𝐾𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑞1 −𝐾𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝑞2 (2.35)

E o sistema de equações:

𝑑𝑒⃗1

𝑑𝑠
= −𝐾𝑐𝑜𝑠(𝜃)⃗𝑡 =

(︃
𝑑𝑡⃗

𝑑𝑠
· 𝑒⃗1

)︃
𝑡⃗

𝑑𝑒⃗2

𝑑𝑠
= −𝐾𝑠𝑒𝑛(𝜃)⃗𝑡 =

(︃
𝑑𝑡⃗

𝑑𝑠
· 𝑒⃗2

)︃
𝑡⃗

𝑑𝑡⃗

𝑑𝑠
= 𝐾𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑒⃗1 + 𝐾𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝑒⃗2 =

(︃
𝑑𝑡⃗

𝑑𝑠
· 𝑒⃗𝐼

)︃
𝑒⃗𝐼 (2.36)
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Considerando que 𝑡⃗ = 𝑣p̂, 𝑑𝑠 = 𝑑𝑣𝑑𝜏 e as equações de traçamento de raios (2.29), a
derivada do vetor tangente em um meio isotrópico é dada pela sentença:

𝑑𝑡⃗

𝑑𝑠
= −1

𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑞𝐼

⃒⃒⃒⃒
𝑞𝐾=0

𝑒⃗𝐼 (2.37)

O sistema de traçamento em coordenadas centradas no raio é obtido usando o sistema
(2.25). Será somente exibido o sistema de equações para o traçamento de raios em meios iso-
trópicos conforme Cěrvený (2001):

𝑑𝑞𝐼
𝑑𝑠

= 𝑣𝑝
(𝑞)
𝐼

𝑑𝑝
(𝑞)
𝐼

𝑑𝑠
= −1

𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑞𝐼𝜕𝑞𝐽
𝑞𝐽 (2.38)

Onde, 𝑝
(𝑞)
𝐼 é a I-ésima componente da vagarosidade em coordenadas centradas no raio.

O traçamento dinâmico do raio é expresso pelo sistema:

𝑑Q

𝑑𝑠
= 𝑣P

(2.39)
𝑑P

𝑑𝑠
= − 1

𝑣2
VQ

Onde as matrizes Q, P e V são matrizes 2 × 2 cujas componentes são definidas por:

𝑄𝐼𝐽 =
𝜕𝑞𝐼
𝜕𝛾𝐽

⃒⃒⃒⃒
𝑞1,𝑞2=0

, 𝑃𝐼𝐽 =
𝜕𝑝

(𝑞)
𝐼

𝜕𝛾𝐽

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞1,𝑞2=0

, 𝑉𝐼𝐾 =
𝜕2𝑣

𝜕𝑞𝐼𝜕𝑞𝐾

⃒⃒⃒⃒
𝑞1,𝑞2=0

(2.40)

Matematicamente, Q é a matriz de transformação de coordenadas do raio para coor-
denadas centradas no raio e P é uma matriz de transformação de coordenadas do raio para
coordenadas das componentes de vagarosidade do raio. Fisicamente, Q é matriz de espalha-
mento geométrico. Desta maneira, definimos uma matriz 2 × 2 M de derivadas de segunda
ordem do tempo de trânsito em relação a coordenadas centradas no raio como:

𝑀𝐼𝐽 =
𝜕2𝜏

𝜕𝑞𝐼𝜕𝑞𝐽
(2.41)

Que é equivalente a escrever M = PQ−1, avaliada ao longo do raio. Aqui, levamos em
consideração o fato de que 𝑝

(𝑞)
𝐼 = 𝜕𝜏

𝜕𝑞𝐽
, ao longo do raio.
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O conhecimento das matrizes dinâmicas do sistema (2.39) é de fundamental importância
para o cálculo das amplitudes ao longo de um raio. Em termos dessa quantidade, podemos
reescrever (2.23) da seguinte maneira:

𝐴(𝜎) = 𝐴(𝜎𝑜)

√︃
𝑑𝑒𝑡Q(𝜎𝑜)

𝑑𝑒𝑡Q(𝜎)
(2.42)

2.8 MATRIZ PROPAGADORA Π

Definindo a matriz coluna W de dimensão 4 × 1, tal que W = (𝑞1, 𝑞2, 𝑝
(𝑞)
1 , 𝑝

(𝑞)
2 ). O

sistema de traçamento de raios (2.38) pode ser escrito como:

𝑑

𝑑𝑠
W = SW (2.43)

Onde, S é uma matriz 4 × 4 dado por:

S =

⎡⎣ 0̄ I

− 1

𝑣2
V 0̄

⎤⎦ (2.44)

As matrizes 0̄2×2 e I2×2 são, respectivamente, nula e identidade.

Uma matriz 4 × 4 A é chamada de matriz integral, se satisfaz a relação:

𝑑

𝑑𝑠
A = SA (2.45)

Sendo que cada coluna de A obedecem (2.43). Se A = I para um ponto inicial 𝑆 do
raio, A é também considerada matriz propagadora (em 𝑆). Se A é uma matriz integral formada
por quatro soluções lineares independentes de (2.43), então é chamada de matriz fundamental.

A matriz propagadora 4 × 4 Π(𝑅, 𝑆) centrada no raio conectado a um ponto inicial 𝑆
e a um ponto final 𝑅 pode ser expressa por:

Π(𝑅, 𝑆) =

[︃
Q1(𝑅, 𝑆) Q2(𝑅, 𝑆)

P1(𝑅, 𝑆) P2(𝑅, 𝑆)

]︃
(2.46)

Onde, Q1 e P1 são matrizes 2 × 2 soluções do sistema dinâmico (2.39) com condi-
ções iniciais de fonte plana. A matriz Q2 e P2 são soluções do sistema dinâmico (2.39) com
condições iniciais de fonte pontual.

Π(𝑆, 𝑆) =

[︃
I 0

0 I

]︃
(2.47)
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Se S é contínua, a matriz propagadora satisfaz a regra da cadeia (CĚRVENÝ, 2001).
Além disso, Π é simplética (HERSTEIN, 1996).

Como Π é solução de (2.43), assim:

W(𝑅) = Π(𝑅, 𝑆)W(𝑆) (2.48)

Para qualquer condição inicial dada em 𝑆 representada por W(𝑆). Considerando X

uma matriz 4 × 2 composta por:

X =

[︃
Q

P

]︃
(2.49)

Existe uma solução similar. Assim, o traçamento dinâmico de raios (2.39) pode ser
expresso como:

𝑑

𝑑𝑠
X = SX (2.50)

E resolvido por:

X(𝑅) = Π(𝑅, 𝑆)X(𝑆) (2.51)

2.9 MATRIZ PROPAGADORA T

O propagador T desenvolvido no trabalho de Bortfeld (1989) obedece relações similares
ao propagador Π descrito na seção (2.8). Porém, o propagador T é definido em relação às
superfícies e com formalismo diferente do propagador Π, o qual é baseado em uma expansão
na frente de onda.

Considerando um raio central que emerge a partir de um ponto 𝑆 numa superfície Σ𝐴 ,
conhecida como superfície anterior, e chega a um ponto em 𝑅 em uma superfície posterior Σ𝑃 .
Ambas as superfícies têm sistemas de coordenadas cartesianas locais 𝑧1 e 𝑧2 com as origens
fixadas em 𝑆 e 𝑅, respectivamente. A orientação dos sistemas definidas de modo que a terceira
componente coincida com o vetor normal às superfícies em 𝑆 e 𝑅. Os vetores de vagarosidades
correspondentes são:

p̂𝑜(𝑆) =
𝑡⃗(𝑆)

𝑣(𝑆)
𝑒 p̂𝑜(𝑅) =

𝑡⃗(𝑅)

𝑣(𝑅)
(2.52)
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Figura 3 – Um raio central e um raio paraxial passando por uma superfície anterior Σ𝐴. Defi-
nição de coordenada cartesiana local 2-D (𝑧1𝑒𝑧2).

Fonte: Adaptado de Schleicher et al. (2007)

Figura 4 – Visualização 2-D da figura (3)

Fonte: Adaptado de Schleicher et al. (2007)

Um raio paraxial no ponto 𝑆 ′ tem as coordenadas x̂(𝑆 ′) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑓(𝑥1, 𝑥2))
⊤ e vaga-

rosidade p̂(𝑆 ′) =
𝑡⃗(𝑆 ′)

𝑣(𝑆 ′)
. Pontos na vizinhança próxima de 𝑆 ′ podem ser descritos como x̂+𝑑x̂,

sendo:

x̂ = (𝑑x, ∇⃗𝑓 · 𝑑x)⊤ (2.53)
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No plano Υ𝑜 os vetores tridimensionais x̂(𝑆 ′) e p̂(𝑆 ′) são representados pelos vetores
bidimensionais x(𝑆 ′) e p(𝑆 ′). O vetor x(𝑆 ′) é a projeção de x̂(𝑆 ′) no plano Υ𝑜 e definido em
(2.53). Para obter a vagarosidade p(𝑆 ′), primeiramente p̂(𝑆 ′) é projetado no plano Υ tangente
ao plano anterior, rendendo:

p̂𝑇 = (𝑑p, ∇⃗𝑓 · 𝑑p)⊤ (2.54)

O vetor p é a projeção do p̂𝑇 (𝑆 ′) no plano Υ𝑜. O procedimento análogo é aplicado na
superfície posterior Σ𝑃 .

A relação entre os vetores iniciais x(𝑆 ′) e p(𝑆 ′) com os vetores finais x(𝑅′) e p(𝑅′) é
expressa pela aproximação de primeira ordem (2.55), que é válida numa vizinhança próxima do
raio central.

x(𝑅′) = Ax(𝑆 ′) + B(p(𝑆 ′) − p(𝑆))

p(𝑅′) − p𝑜(𝑅) = Cx(𝑆 ′) + D(p(𝑆 ′) − p𝑜(𝑆)) (2.55)

Onde as matrizes A, B, C e D são compostas pelas derivadas:

𝐴𝐼𝐽 =
𝜕𝑥(𝑅′)

𝜕𝑥(𝑆 ′)

⃒⃒⃒⃒
𝑅,𝑆

, 𝐵𝐼𝐽 =
𝜕𝑥(𝑅′)

𝜕𝑝(𝑆 ′)

⃒⃒⃒⃒
𝑅,𝑆

𝐶𝐼𝐽 =
𝜕𝑝(𝑅′)

𝜕𝑥(𝑆 ′)

⃒⃒⃒⃒
𝑅,𝑆

, 𝐷𝐼𝐽 =
𝜕𝑝(𝑅′)

𝜕𝑝(𝑆 ′)

⃒⃒⃒⃒
𝑅,𝑆

(2.56)

Uma vez que (2.55) tem uma estreita semelhança com (2.46), (2.55) pode ser reescrita
usando a Matriz Propagadora de Bortfeld T(𝑅, 𝑆).

[︃
x(𝑅′)

p(𝑅′) − p(𝑅)

]︃
= T(𝑅, 𝑆)

[︃
x(𝑆 ′)

p(𝑆 ′) − p𝑜(𝑆)

]︃
(2.57)

T(𝑅, 𝑆) =

[︃
A(𝑅, 𝑆) B(𝑅, 𝑆)

C(𝑅, 𝑆) D(𝑅, 𝑆)

]︃
(2.58)

A aproximação de primeira ordem de x e p corresponde a uma aproximação de segunda
ordem do tempo de trânsito. O diferencial total do tempo de trânsito é dada pela equação (2.59).
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𝑑𝜏 = ∇⃗𝑅′𝜏 · 𝑑x̂(𝑅′) + ∇⃗𝑆′𝜏 · 𝑑x̂(𝑆 ′)

= p̂(𝑅′) · 𝑑x̂(𝑅′) − p̂(𝑆 ′) · 𝑑x̂(𝑆 ′)

= p̂𝑇 (𝑅′) · 𝑑x̂(𝑅′) − p̂𝑇 (𝑆 ′) · 𝑑x̂(𝑆 ′)

= (p(𝑅′), ∇⃗𝑅′𝑓 · p(𝑅′)) ·

(︃
𝑑x(𝑅′)

∇⃗𝑅′𝑓 · x(𝑅′)

)︃
−

− (p(𝑆 ′), ∇⃗𝑆′𝑓 · p(𝑆 ′)) ·

(︃
𝑑x(𝑆 ′)

∇⃗𝑆′𝑓 · x(𝑆 ′)

)︃
≈ p(𝑅′) · 𝑑x(𝑅′) − p(𝑆 ′) · 𝑑x(𝑆 ′) (2.59)

A última aproximação visa uma aproximação de segunda ordem de 𝜏 , portanto, termos
que contenham produtos das derivadas de 𝑓 são negligenciados. Os sinais foram escolhidos de
uma maneira que o tempo de trânsito aumente com a distância na direção de propagação do
raio. Agora, p(𝑅′) e p(𝑆 ′) são expressos em termos das submatrizes de T.

p(𝑆 ′) = p𝑜(𝑆) −B−1Ax(𝑆 ′) + B−1 x(𝑅′)

p(𝑅′) = p𝑜(𝑅) + DB−1 x(𝑅′) +
[︀
C−DB−1A

]︀
x(𝑆 ′) (2.60)

Assim, o tempo de trânsito 𝜏 resultante é:

𝜏 = 𝜏𝑜 + p𝑜(𝑅) · x(𝑅′) − p𝑜(𝑆) · x(𝑆 ′) − x(𝑆 ′) ·B−1x(𝑅′)

+
1

2
x(𝑆 ′) ·B−1Ax(𝑆 ′) +

1

2
x(𝑅′) ·DB−1x(𝑅′) (2.61)

A matriz propagadora T goza das mesmas características que a matriz Π, ou seja, sa-
tisfaz a regra da cadeia e simpleticidade.

Considerando os tempos paraxiais, em coordenadas cartesianas, válidos apenas em uma
vizinhança próxima de um ponto situado no raio (CĚRVENÝ, 2001), como mostra a figura (5):

𝜏 = 𝜏𝑜 + 𝑝
(𝑥)
𝑖 (𝑆)𝑥𝑖(𝑅

′, 𝑆) +
1

2
𝐻𝑖𝑘𝑀𝑘𝑙(𝑆)𝐻𝑗𝑙𝑥𝑖(𝑅

′, 𝑆)𝑥𝑗(𝑅
′, 𝑆) (2.62)

Onde, 𝜏 = 𝜏(𝑅′), 𝜏𝑜 = 𝜏(𝑆), 𝑝
(𝑥)
𝑖 componentes da vagarosidade em coordenadas

cartesianas, 𝑥𝑖(𝑅
′, 𝑆) = 𝑥𝑖(𝑅

′) − 𝑥𝑖(𝑆), 𝐻𝑖𝑗 =
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑞𝑗
=

𝜕𝑞𝑗
𝜕𝑥𝑖

e 𝑞3 = 𝑠.

As matrizes propagadoras T e Π podem ser tranformadas uma na outra. A relação entre
elas podem ser achada aplicando a equação (2.62) na superfície anterior Σ𝐴 e posterior Σ𝑃 ,
cujo o resultado é a expressão (2.63).
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Figura 5 – Definição dos pontos de 𝑆, 𝑅, e 𝑅′. O ponto 𝑆 está situado arbitrariamente em Ω, 𝑅′

está situado perto de 𝑆, possivelmente fora do raio central. Ponto 𝑅 está situado na intersecção
do raio com um plano perpendicular, passando por 𝑅′.

Fonte: Do autor

𝜏 = 𝜏𝑜 + p𝑜(𝑅) · x(𝑅′) − p𝑜(𝑆) · x(𝑆 ′) − x(𝑆 ′) ·G(𝑆)Q−1
2 G⊤(𝑅)x(𝑅′)

−1

2
x(𝑆 ′) ·G(𝑆)F(𝑆)G⊤(𝑆)x(𝑆 ′) +

1

2
x(𝑅′) ·G(𝑅)F(𝑅)G⊤(𝑅)x(𝑅′) (2.63)

Introduzindo a matriz de transformação de coordenadas cartesianas na interface para

sistema cartesiano geral 𝑍𝑖𝑗 =
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑧𝑗
=

𝜕𝑧𝑗
𝜕𝑥𝑖

. Além da matriz Z, iremos também introduzir a

matriz de transformação das coordenadas centradas no raio 𝑞1, 𝑞2 e 𝑞3 = 𝑠 para coordenadas
cartesianas na interface 𝑧1, 𝑧2 e 𝑧3, ou seja, Ĝ = Z⊤H (CĚRVENÝ, 2001) . Os elementos de

Ĝ são 𝐺𝑘𝑙 = 𝑖⃗
(𝑧)
𝑘 · 𝑒⃗𝑙 =

𝜕𝑧𝑘
𝜕𝑞𝑙

=
𝜕𝑞𝑙
𝜕𝑧𝑘

(𝑙 = 1, 2, 3). Comparando (2.61) com (2.63), temos:

T(𝑅, 𝑆) = X(𝑅)G(𝑅)Π(𝑅, 𝑆)G⊤(𝑆)X⊤(𝑆) (2.64)

Sendo,

G(𝑅) =

[︃
Ḡ−1(𝑅) 0̄

0̄ Ḡ⊤(𝑅)

]︃
, G(𝑆) =

[︃
Ḡ⊤(𝑆) 0̄

0̄ Ḡ−1(𝑆)

]︃
(2.65)

Ḡ =

[︃
𝑐𝑜𝑠(𝛽)𝑐𝑜𝑠(𝜑) −𝑐𝑜𝑠(𝛽)𝑠𝑒𝑛(𝜑)

𝑠𝑒𝑛(𝜑) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)

]︃
(2.66)

Neste caso, 𝛽 é o ângulo de incidência entre 𝑖⃗3, 𝑡⃗. O ângulo 𝜑 esta disposto entre 𝑖⃗2 e
𝑒⃗2. Veja figura (6).
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Figura 6 – Definição do sistema de coordenadas cartesiano relacionado com uma interface.

Fonte: Do autor

X(𝑅) =

⎡⎣ I 0̄
𝑐𝑜𝑠𝛽(𝑅)

𝑣(𝑅)
D̄(𝑅) + Ē(𝑅) I

⎤⎦ , X(𝑆) =

⎡⎣ I 0̄

−𝑐𝑜𝑠𝛽(𝑅)

𝑣(𝑅)
D̄(𝑆) − Ē(𝑆) I

⎤⎦
(2.67)

Cujos os elementos de Ē, são:

𝐸𝐼𝐽 = 𝐺𝐼3𝐺𝐽𝐾𝑀3𝐾 + 𝐺𝐼3𝐺𝐽3𝑀33 + 𝐺𝐼𝐾𝐺𝐽3𝑀𝐾3 (2.68)

E de D̄:

𝐷𝐼𝐽 = 𝑍𝑖𝐼𝑍𝑘𝐽
𝜕2Σ

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘

[︂
𝑍𝑗3

(︂
𝜕Σ

𝜕𝑥𝑗

)︂]︂−1

. (2.69)

F = GMG⊤ +
𝑐𝑜𝑠(𝛽)

𝑣
D + E (2.70)

Lembrando que 𝑍𝑗3 são componentes do vetor normal unitário a interface Σ.
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3 APROXIMAÇÕES DO CAMPO DE ONDAS

3.1 INTRODUÇÃO

Neste capítulo, serão descritas duas soluções aproximadas da equação da onda utilizadas
para contornar algumas lacunas existentes na teoria do raio de ordem zero. Uma delas é o
método Kirchhoff, que estende o método do raio tradicional utilizando o conceito de difrações
gerados por uma superfície. O segundo são os feixes gaussianos que combinam as vantagens
da teoria do raio e a técnica de aproximações paraxiais na vizinhança de um raio, de modo a
fornecer um método válido em cáusticas e em modelos heterogêneos complexos. Todos estes
métodos possuem baixo custo computacional e de simples implementação, quando comparado
à modelagem sísmica usando diferença finita cujo tempo de processamento é bastante elevado
em meios mais realistas e complexos.

3.2 INTEGRAL DE KIRCHHOFF

O princípio de Huygens, primeiramente descrito por Christiaan Huygens no final do
século XVII, é mencionado com maior frequência no contexto das ondas luminosas e na teoria
do raio óptico, mas é aplicável a qualquer problema de propagação da onda. Considera uma
frente de onda plana que propaga em um meio homogêneo, como a frente de onda que se pro-
paga através da interferência construtiva das ondas secundárias (figura (7)). Esta ideia simples,
fornece, pelo menos no sentido qualitativo, uma explicação para o comportamento das ondas
quando elas passam por uma abertura estreita.

Figura 7 – Ilustrações do princípio de Huygens. (a) Uma onda plana no instante 𝑡 + ∆𝑡 pode
ser modelada como a soma coerente das frentes de onda esféricas emitidas por fontes pontuais
na frente de onda no tempo 𝑡 (b) Uma pequena abertura em uma barreira às ondas incidentes
irão produzir uma frente de onda difratada se a abertura é pequena comparada ao comprimento
de onda.

(a) (b)

Fonte: Do autor
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A dobra dos caminhos de raios nas extremidades da abertura é chamado de difração.
O grau das ondas de difração na “sombra” do obstáculo depende do comprimento de onda em
relação ao tamanho da abertura. Em comprimentos de onda relativamente longos (por exemplo,
ondas do mar batendo num buraco em um cais), as ondas transmitidas serão espalhadas quase
uniformemente. No entanto, em comprimentos de onda curta a difração produzirá um espalha-
mento muito menor no campo de onda nas extremidades da abertura. Para as ondas de luz, são
necessárias fendas muito estreitas para produzir difração perceptível. Estas propriedades podem
ser modeladas usando o princípio de Huygens calculando os efeitos da interferência construtiva
e destrutiva em comprimentos de onda diferentes (HECHT, 2001).

O princípio de Huygens pode ser aplicado na sísmica de reflexão, imaginando que cada
ponto em um refletor gera uma fonte secundária, em resposta ao campo de onda incidente,
chamado de refletor explosivo.

Um tratamento mais rigoroso do princípio de Huygens foi dado por Kirchhoff e constitui
a base para uma série de técnicas importantes para a computação de sismogramas sintéticos.
A teoria de Kirchhoff foi desenvolvida em óptica e até a obtenção da expressão da integral
Kirchhoff segue em grande parte a demonstração de Goodman (2005). Assim, considerando 𝑢

o potencial da onda P, a equação da onda escalar:

∇2𝑢 =
1

𝑣2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
(3.1)

Onde 𝑣 é a velocidade da onda. Agora, supondo uma forma harmônica para 𝑢, ou seja,
em uma determinada frequência 𝜔, tem-se a função monocromática:

𝑢(x, 𝑡) = 𝑈(x)𝑒−𝑖𝜔𝑡 = 𝑈(x)𝑒−𝑖𝑘𝑣𝑡 (3.2)

Sendo x a posição, 𝑘= 𝜔/𝑣 o mdulo do vetor número de onda e 𝑈(x) a amplitude
complexa (Fasor). Assim:

∇2𝑢 = 𝑒−𝑖𝑘𝑣𝑡∇2𝑈 (3.3)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= −𝑘2𝑣2𝑈𝑒−𝑖𝑘𝑣𝑡 (3.4)

Com isso, obtém-se uma equação de onda em função do espaço e independente do
tempo.

(∇2 + 𝑘2)𝑈 = 0 (3.5)

É também, por vezes designada como a Equação de Helmholtz.
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Aplicando o teorema de Green do cálculo vetorial. Se 𝑈1 e 𝑈2 são duas funções contí-
nuas e diferenciáveis em uma superfície fechada 𝑆.

∫︁
Ψ

(︀
𝑈2∇2𝑈1 − 𝑈1∇2𝑈2

)︀
𝑑Ψ =

∫︁
𝑆

(︂
𝑈2

𝜕𝑈1

𝜕𝑛
− 𝑈1

𝜕𝑈2

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑆 (3.6)

Onde, o volume Ψ da integral é delimitado pela superfície fechada 𝑆 e 𝜕
𝜕𝑛

é a derivada
em relação ao vetor normal exterior a superfície. Supondo que 𝑈1 e 𝑈2 satisfaçam (3.5), ou seja:

∇2𝑈1 = −𝑘2𝑈1 (3.7)

∇2𝑈2 = −𝑘2𝑈2 (3.8)

Nesse caso, a parte esquerda de (3.6) desaparece e integral de superfície deve ser zero:

∫︁
𝑆

(︂
𝑈2

𝜕𝑈1

𝜕𝑛
− 𝑈1

𝜕𝑈2

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑆 = 0 (3.9)

Figura 8 – Um ponto 𝑃 rodeada por uma superfície 𝑆 de forma arbitrária. Fórmula de Kirchhoff
é obtida aplicando o teorema de Green para o volume entre 𝑆 e uma esfera infinitesimal Σ em
torno 𝑃 .

Fonte: Do autor

Agora, suponha que se esteja interessado em avaliar a perturbação no ponto 𝑃 , delimi-
tado pela superfície 𝑆 (figura (8)). Fazendo 𝑈1 = 𝑈 , a amplitude da perturbação harmônica. A
escolha da função 𝑈2 é livre, desde que também satisfaça (3.5). Assim, será definido 𝑈2 = 𝐺:

𝐺 =
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
(3.10)

Onde 𝑟 é a distância do ponto 𝑃 a superfície Σ. Quando 𝑟 = 0, a função 𝐺 tem uma
singularidade e assim o ponto 𝑃 deve ser excluído do volume da integral para o teorema de
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Green ser válido. Colocando uma pequena esfera Σ em torno de 𝑃 , com isso, o teorema de
Green pode agora ser aplicado ao volume entre Σ e 𝑆. Essas superfícies, juntas, compõem
a superfície de integração. Na superfície da pequena esfera 𝑛 tem sentido oposto ao de 𝑟 e,
portanto, 𝜕

𝜕𝑛
pode ser substituído por − 𝜕

𝜕𝑟
e a integral de superfície sobre Σ pode ser expressa

como:

∫︁
Σ

(︂
𝐺
𝜕𝑈

𝜕𝑛
− 𝑈

𝜕𝐺

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑆 =

∫︁
Σ

[︂
−𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑈

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

)︂]︂
𝑑𝑆

=

∫︁
Σ

[︂
−𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑈

(︂
−𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟2
+

𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

)︂]︂
𝑑𝑆 (3.11)

Mudando a integral (3.11) para uma integral no ângulo sólido Ω em 𝑃 , em que 𝑑𝑆 em
Σ torna-se 𝑑Ω e 𝑑𝑆 = 𝑟2𝑑Ω, resulta em:

∫︁
Σ

[︂
−𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑈

(︂
−𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟2
+

𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

)︂]︂
𝑑𝑆 =

∫︁
𝑃+𝜀

(︂
−𝑟𝑒𝑖𝑘𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
− 𝑈𝑒𝑖𝑘𝑟 + 𝑟𝑖𝑘𝑈𝑒𝑖𝑘𝑟

)︂
𝑑Ω

(3.12)

Considerando 𝑃 + 𝜀 como em torno de 𝑃 para um 𝜀 muito pequeno, que o limite de 𝑟

tende para zero e assumindo 𝑈 não nulo, então apenas o segundo termo da expressão do lado
direito da igualdade (3.12) permanece. Assim:

∫︁
Σ

[︂
−𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑈

(︂
−𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟2
+

𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

)︂]︂
𝑑𝑆 −→

∫︁
−𝑈𝑒𝑖𝑘𝑟𝑑Ω (3.13)

Como a superfície Σ colapsa em torno de 𝑃 , o valor de 𝑈 na superfície pode ser consi-
derada constante e igual a 𝑈𝑃 , ou seja o valor de 𝑈 em 𝑃 . Portanto:

∫︁
−𝑈𝑒𝑖𝑘𝑟𝑑Ω =

∫︁
−𝑈𝑃 𝑒

𝑖𝑘𝑟𝑑Ω = −𝑈𝑃

∫︁
𝑒𝑖𝑘𝜀𝑑Ω = −𝑈𝑃

∫︁
𝑑Ω = −4𝜋𝑈𝑃 (3.14)

O resultado em (3.14) é devido 𝜀 → 0 e, consequentemente, 𝑒𝑖𝑘𝜀 → 1.

Veja que a implicação da equação (3.13) resultou em (3.14). Logo:

∫︁
Σ

[︂
−𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑈

(︂
−𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟2
+

𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

)︂]︂
𝑑𝑆 −→ −4𝜋𝑈𝑃 (3.15)

Da equação (3.9), sabe-se que
∫︀
𝑆+Σ

= 0. Por isso,
∫︀
𝑆

= +4𝜋𝑈𝑃 :

4𝜋𝑈𝑃 =

∫︁
𝑆

[︂
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑛
− 𝑈

𝜕

𝜕𝑛

(︂
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

)︂]︂
𝑑𝑆

=

∫︁
𝑆

[︂
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑛
− 𝑈𝑒𝑖𝑘𝑟

𝜕

𝜕𝑛

(︂
1

𝑟

)︂
− 𝑖𝑘𝑈𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑛

]︂
𝑑𝑆 (3.16)
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Da equação (3.2), obtém-se a seguinte relação 𝑈 = 𝑢𝑒𝑖𝑘𝑣𝑡. Com isso, a relação (3.16)
em um tempo 𝑟/𝑣 torna-se:

𝑢𝑃 =
1

4𝜋

∫︁
𝑆

[︂
𝑒−𝑖𝑘𝑣(𝑡−𝑟/𝑣)

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑛
− 𝑈𝑒−𝑖𝑘𝑣(𝑡−𝑟/𝑣) 𝜕

𝜕𝑛

(︂
1

𝑟

)︂
− 𝑖𝑘𝑈𝑒−𝑖𝑘𝑣(𝑡−𝑟/𝑣)

𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑛

]︂
𝑑𝑆 (3.17)

Uma forma padrão para o que é chamado muitas vezes de integral de Kirchhoff, é:

𝑢𝑃 =
1

4𝜋

∫︁
𝑆

[︃
1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑡−𝑟/𝑣

− 𝑢|𝑡−𝑟/𝑣

𝜕

𝜕𝑛

(︂
1

𝑟

)︂
+

1

𝑟𝑣

𝜕𝑟

𝜕𝑛

𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡−𝑟/𝑣

]︃
𝑑𝑆 (3.18)

Onde, 𝜕𝑢/𝜕𝑡 = −𝑖𝑘𝑣𝑈𝑒−𝑖𝑘𝑣𝑡. Porém, a equação (3.18) não é uma forma conveniente
para usar diretamente na maioria das aplicações sísmicas. Suponha que o valor de 𝑢 pode ser ob-
tido em cada ponto da superfície a partir de uma função temporal 𝑓(𝑡) da fonte a uma distância
𝑟0 de 𝑑𝑆. Então, em 𝑑𝑆, tem-se:

𝑢 =
1

𝑟0
𝑓(𝑡− 𝑟0/𝑣) (3.19)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

1

𝑟0
𝑓 ′(𝑡− 𝑟0/𝑣) (3.20)

Sendo que 1/𝑟0 vem do espalhamento geométrico da frente de onda.

Figura 9 – A geometria de raios para um único ponto em uma superfície 𝑑𝑆 que separa uma
fonte e um receptor.

Fonte: Do autor

Se 𝜃0 e 𝜃 são os ângulos das trajetórias de raios de chegada e saída a partir da superfície
normal (figura (9)), então:
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𝜕𝑟0
𝜕𝑛

= 𝑐𝑜𝑠𝜃0 (3.21)

𝜕𝑟

𝜕𝑛
= 𝑐𝑜𝑠𝜃 (3.22)

𝜕𝑢

𝜕𝑛
=

𝜕𝑢

𝜕𝑟0
𝑐𝑜𝑠𝜃0 (3.23)

𝜕

𝜕𝑛

(︂
1

𝑟

)︂
= − 1

𝑟2
𝑐𝑜𝑠𝜃 (3.24)

Inserindo as expressões (3.19)-(3.24) na integral (3.18) e considerando apenas os ter-
mos em campo distante, por fim a fórmula para calcular sismogramas sintéticos é dada por
(SHEARER, 2001):

𝑢𝑃 =
1

4𝜋𝑣
𝑓 ′(𝑡) *

∫︁
𝑆

𝛿

(︂
𝑡− 𝑟 + 𝑟0

𝑣

)︂
𝑅(𝜃0)

𝑟𝑟0
(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑐𝑜𝑠𝜃0)𝑑𝑆 (3.25)

Onde 𝑅(𝜃0) é o coeficiente de reflexão, 𝜃0 é o ângulo entre o raio incidente e o vetor
normal a superfície, e 𝜃 é o ângulo entre o raio espalhado e o vetor normal a superfície (ver
figura (10 ).

Figura 10 – Ângulos dos raios em relação ao vetor normal a superfície para uma geometria de
onda refletida.

Fonte: Do autor

3.3 FEIXES GAUSSIANOS

O método do raio é amplamente usado para calcular os campos de ondas de diferentes
natureza física para aproximações em altas frequências, devido a sua relativa simplicidade em
suas fómulas. Mas, a teoria do raio falha em regiões onde o campo de raios tem comporta-
mento não-regulares, isto é, quando o ponto de observação se localiza sobre em uma superfície
de cáustica, onde a amplitude é infinita, ou quando o ponto de observação se localiza em uma
zona de sombra, onde o traçado de raio não pode ser realizado. Para superar essas dificulda-
des algumas modificações no método do raio foram usadas, tal como a obtenção do operador
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WKBJ/Maslov cuja sua descrição pode ser visto em Chapman (1971), onde o resultado do al-
goritimo depende da posição do ponto de observação, requerendo um estudo da característica
geométrica do raios não-regulares. Babich e Pankratova (1973) propuseram uma ideia de des-
crever o campo de ondas em altas frequências através de uma integral de superposição de todos
os raios como uma solução aproximada em um tubo de raios na vizinhança de um raio cen-
tral, chamado de superposição de feixes gaussianos. Seguido por outros autores, Popov (1982),
Cěrvený (1982), Müller (1984) e Bleistein (2009).

3.3.1 Tempos Paraxiais

A integral de feixes gaussianos que será descrita a seguir, equivale a uma superposição
de aproximação paraxial de tempos complexos, ponderada por uma função exponencial com a
forma de uma gaussiana centrada em um ponto do raio. Os tempos de trânsitos utilizados para
o cálculo das amplitudes dos feixes, são estimados a partir das derivadas espaciais de primeira
(vagarosidade p) e segunda (matriz M) ordem. Isto é referido como uma aproximação paraxial
dos tempos de trânsito na vizinhanca de um raio central. Para calcular p, o sistema de equações
lineares (2.29) deve ser integrado. Para determinar M, é necessário resolver o sistema (2.39),
com a finalidade de encontrar as matrizes P e Q. A vagarosidade p é simplesmente o gradiente
espacial dos tempos de trânsito e o espalhamento geométrico está relacionado com a matriz Q.
Quando um receptor não está próximo de uma cáustica, as quantidades determinadas no sistema
de traçamento dinâmico do raio podem ser usadas para determinar a solução, que consiste no es-
palhamento geométrico, tempo de trânsito e dos coeficientes de reflexão/transmissão. O tempo
paraxialmente estimado a partir das matrizes P e Q pode ser usada tanto para evitar o two-point

ray tracing pela extrapolação do tempo de trânsito próximo a um raio ou para resolver de forma
iterativa o problema de two-point ray tracing. O tempo de trânsito em uma vizinhança de 𝑠 pode
ser calculada pela equação (2.62), que na forma matricial pode ser escrita como (CĚRVENÝ,
2001) :

𝜏(x) = 𝜏(x𝑜) + Δx⊤p +
1

2
Δx⊤H⊤MHΔx (3.26)

Lembrando que H a matriz de transformação de coordenadas centradas no raio para
coordenadas cartesianas (as colunas de H são os vetores base no final do raio), M = PQ−1, P
e Q são soluções do sistema (2.39). Além disso, Δx é definido como Δx = x − xo, com xo

as coordenadas cartesianas do ponto 𝑆 e x as coordenadas cartesianas do ponto 𝑅′ (figura (5)).

3.3.2 Aproximação Paraxial do Raio

Os feixes gaussianos são definidos pela adição de uma pequena parte imaginária da ma-
triz M (equação (2.41)), que resulta em um decaimento exponencial de um feixe a partir do
raio central. A amplitude de cada feixe é proporcional a parte real de exp(𝑖𝜔𝜏), onde 𝜏 é con-
siderado um número complexo em (3.26), através da inclusão de M complexo. Na vizinhança
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de cáusticas, a soma de feixes permanece regular, onde o espalhamento geométrico desaparece
e a teoria do raio se tornar singular. Na verdade, a diferença entre a teoria do raio e de feixes
gaussianos depende apenas dos valores iniciais de P e Q.

Figura 11 – Ilustração de um feixe gaussiano , mostrando as coordenadas centradas no raio, a
meia-largura e a amplitude gaussiana.

Fonte: Do autor

Aqui serão relatados, resumidamente, os resultados apresentados em Cěrvený (2001)
para descrever uma solução paraxial. A equação de onda em coordenadas cartesianas tem uma
solução paraxial na forma (CĚRVENÝ, 2001):

𝑢𝑝𝑎𝑟(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥)(𝑠) exp [−𝑖𝜔 𝜏(x)] (3.27)

Onde, o tempo 𝜏(x) possui apenas parte real, devendo ser calculado pela equação (3.26).
O termo 𝐴(𝑥)(𝑠) é a amplitude em coordenadas cartesianas e pode ser calculado por (equação
2.42):

𝐴(𝑥)(𝑠) = 𝐴Ω(𝑠)ℒ (3.28)

Onde,

𝐴Ω(𝑠) =

√︃
𝜌(𝑠𝑜)𝑣(𝑠𝑜)

𝜌(𝑠)𝑣(𝑠)
𝐻𝑖𝑘(𝑠)ℛ𝐶

𝑘𝑗𝐴
(𝑞)
𝑗 (𝑠𝑜) 𝑒 ℒ =

√︃
det(Q(𝑠𝑜))

det(Q(𝑠))

O fator 𝐻𝑖𝑘(𝑠) denota as componentes cartesianas 𝑒𝑘𝑖(𝑠) de polarização do vetor 𝑒⃗𝑘 em
𝑠. Se o ponto 𝑠 está situado na estrutura da interface, 𝐻𝑖𝑘(𝑠) pode ser substituido pelo coeff-
ciente de conversão descrito por Cěrvený (2001). 𝐴(𝑞)

𝑗 (𝑠𝑜) representa a amplitude inicial, em
coordenadas centradas no raio, calculada no raio central da onda elementar em 𝑠𝑜. Por fim, ℛ𝐶

𝑘𝑗

é o coeficiente de reflexão/transmissão (R/T) normalizado, cuja suas componentes são dadas
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em função do ângulo incidente 𝜃𝑜, ângulo refletido 𝜃 e do coeficiente 𝑅 de reflexão/transmissão
(YILMAZ, 2001) para onda P:

ℛ𝐶
𝑘𝑗 = 𝑅

√︃
𝜌(𝑠𝑜)𝑣(𝑠𝑜)𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑜)

𝜌(𝑠)𝑣(𝑠)𝑐𝑜𝑠(𝜃)

3.3.3 Feixes Gaussianos

A aproximação paraxial de feixes gaussianos da componente principal do campo de
onda sísmica PP (onda P incidente que continua a ser P depois de refletida) na vizinhança
de um raio central de direção dada pelo vetor 𝑡⃗ (figura (2)), a partir de uma fonte pontual
tridimensional em um meio, é representada pela equação em coordenadas centradas no raio por
(POPOV, 2002) ,

u𝑔𝑏(𝑞1, 𝑞2, 𝑠) = 𝐴(𝑠) exp

[︂
−𝑖𝜔

(︂
𝜏𝑜(𝑠) − 𝜏(𝑠) − 1

2
Δq⊤M(𝑠)Δq

)︂]︂
𝑡⃗ (3.29)

Onde, Δq⊤ = (q− qo)⊤ = (𝑞1 − 𝑞
(𝑜)
1 , 𝑞2 − 𝑞

(𝑜)
2 ), M(𝑠) deve ter parte real Re {M(𝑠)},

parte imaginária Im {M(𝑠)} e satisfazer três condições ao longo do raio:

1. det(Q(𝑠)) ̸= 0;

2. M(𝑠) = M⊤(𝑠);

3. Im {M(𝑠)} é positiva-definida.

Para calcular M(𝑠), Cěrvený (2001) faz uso da matriz propagadora (2.46):

[︃
Q(𝑠)

P(𝑠)

]︃
=

[︃
Q1(𝑠, 𝑠𝑜) Q2(𝑠, 𝑠𝑜)

P1(𝑠, 𝑠𝑜) P2(𝑠, 𝑠𝑜)

]︃[︃
Q(𝑠𝑜)

P(𝑠𝑜)

]︃
(3.30)

Assim,

Q(𝑠) = Q1(𝑠, 𝑠𝑜)Q(𝑠𝑜) + Q2(𝑠, 𝑠𝑜)P(𝑠𝑜)

=
[︀
Q1(𝑠, 𝑠𝑜) + Q2(𝑠, 𝑠𝑜)P(𝑠𝑜)Q

−1(𝑠𝑜)
]︀
Q(𝑠𝑜)

= [Q1(𝑠, 𝑠𝑜) + Q2(𝑠, 𝑠𝑜)M(𝑠𝑜)]Q(𝑠𝑜) (3.31)

Analogamente,

P(𝑠) = [P1(𝑠, 𝑠𝑜) + P2(𝑠, 𝑠𝑜)M(𝑠𝑜)]Q(𝑠𝑜) (3.32)
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Logo,

M(𝑠) = P(𝑠)Q−1(𝑠)

= [P1(𝑠, 𝑠𝑜) + P2(𝑠, 𝑠𝑜)M(𝑠𝑜)]Q(𝑠𝑜)Q(𝑠𝑜)
−1 [Q1(𝑠, 𝑠𝑜) + Q2(𝑠, 𝑠𝑜)M(𝑠𝑜)]

−1

= [P1(𝑠, 𝑠𝑜) + P2(𝑠, 𝑠𝑜)M(𝑠𝑜)] [Q1(𝑠, 𝑠𝑜) + Q2(𝑠, 𝑠𝑜)M(𝑠𝑜)]
−1 (3.33)

Para encontrar 𝐴(𝑥)(𝑠), deve-se calcular a razão:

(︂
detQ(𝑠𝑜)

detQ(𝑠)

)︂1/2

=
√︀

det[Q1(𝑠, 𝑠𝑜) + Q2(𝑠, 𝑠𝑜)M(𝑠𝑜)] (3.34)

A matriz M2×2(𝑠𝑜) é composta pelas derivadas de segunda ordem do tempo de trânsito
em relação às coordenadas centrada no raio 𝑞𝐼 em 𝑠𝑜. Ela está relacionada com a matriz de
curvatura da frente de onda K2×2(𝑠𝑜) pela relação Re {M(𝑠𝑜)} = 𝑣−1K(𝑠𝑜), onde 𝑣 = 𝑣(𝑠𝑜).

Para determinar as equações (3.34) e (3.33), ao longo de todo raio, é preciso saber
M(𝑠𝑜) que satisfaça as condições iniciais:

1. det(Q(𝑠𝑜)) ̸= 0 e det(Q(𝑠𝑜)) ̸= ∞;

2. M(𝑠𝑜) = M⊤(𝑠𝑜);

3. Im {M(𝑠𝑜)} é positiva-definida.

Popov (1982) fez um estudo detalhado, em 2-D, sobre a escolha de Q(𝑠𝑜) e P(𝑠𝑜).
Bleistein (2009) estendeu as condições iniciais de Popov (1982) para o caso 3-D, obtendo:

Q(𝑠𝑜) =
𝜔𝐿2

𝑜

𝑣𝑜
I , P(𝑠𝑜) =

𝑖

𝑣𝑜
I (3.35)

Onde, 𝜔 é a frequência angular dominante, 𝐿𝑜 a meia-largura inicial do feixe gaussiano
e 𝑣𝑜 é a velocidade inicial.

A matriz Re {M(𝑠)} descreve as propriedades geométricas da frente de onda. Seus
autovalores 𝜆

(1)
Re{M(𝑠)} = 𝜆1(𝑠) e 𝜆

(2)
Re{M(𝑠)} = 𝜆2(𝑠) são sempre reais. As quantidades 𝐾1(𝑠) =

𝑣𝜆1(𝑠) e 𝐾2(𝑠) = 𝑣𝜆2(𝑠) representam as curvaturas da frente de onda. Im {M(𝑠)} controla
o perfil da amplitude gaussiana nas seções perpendiculares ao raio. Devido a Im {M(𝑠)} ser
positiva-definida e simétrica, os autovalores 𝜆

(1)
Im{M(𝑠)} = 𝜆1(𝑠) e 𝜆

(2)
Im{M(𝑠)} = 𝜆2(𝑠) são sempre

reais.
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Figura 12 – Parte real de um feixe gaussiano, com 𝜏𝑜 = 0, 𝑠𝑜 = 0, 𝑣𝑜 = 2 km/s, 𝜔 = 20𝜋. Cuja
a posição da fonte é x𝑜 = (0, 0, 10) e

Fonte: Do autor

Com o aumento do quadrado da distância a partir do raio central Ω, as amplitudes do
feixe diminuem exponencialmente. A diminuição exponencial dependente da frequência. Em
um plano perpendicular ao raio, a curva quadrática:

1

2
𝜔q⊤Im {M(𝑠)}q = 1 (3.36)

Representa a região de uma elipse para frequência 𝜔. Nos pontos pertencentes a elipse,
as amplitudes do feixe gaussiano é igual a exp (−1)𝐴(𝑠)⃗𝑡 . Assim, introduz-se as quantidades
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𝐿1(𝑠) e 𝐿2(𝑠) dadas por:

𝐿1(𝑠) =
[︁
𝜋𝜆1(𝑠)

]︁−1/2

, 𝐿2(𝑠) =
[︁
𝜋𝜆2(𝑠)

]︁−1/2

(3.37)

Onde, 𝐿1(𝑠) e 𝐿2(𝑠) representam o eixo maior e eixo menor da elipse para frequência
𝑓 = 1 Hz (𝜔 = 2𝜋). Chamadas de meia-largura dos feixes gaussianos. Para garantir o cumpri-
mento das condições dos feixes gaussianos, 𝐿1(𝑠) e 𝐿2(𝑠) sempre devem ter uma medida não
nula.

3.4 INTEGRAL DE SUPERPOSIÇÃO DE FEIXES GAUSSIANOS

A fim de simular o campo de ondas usando os feixes gaussianos estudados na seção
anterior, nesta seção será usada a integral de superposição de feixes gaussianos. Para determinar
o campo de ondas 𝑢(𝑅,𝜔) estimado em determinado ponto de referência 𝑅, onde o mesmo
se encontra na vizinhança paraxial de um ponto 𝑅𝛾 localizado ao longo de um raio, torna-
se necessária a utilização de uma integral para acumular todas as contribuições de todos os
outros raios do campo de ondas contendo seus respectivos pontos de referência 𝑅 pertencente
à vizinhança paraxial quadrática de 𝑅𝛾 , ou seja, uma vizinhança compreendida em torno do
raio central na qual a expansão de Taylor até o termo de segunda ordem descreve parâmetros
envolvidos no processo com uma determinada precisão estimada. Neste sentido, no domínio da
frequência 𝑢(𝑅,𝜔) é obtido através da seguinte expressão em função das coordenadas do raio
(𝛾1, 𝛾2) definidas na superfície inicial como segue (CĚRVENÝ, 2001):

𝑢(𝑥)(𝑅,𝜔) =

∫︁
𝒟

∫︁
Ψ(𝛾1, 𝛾2)𝐴

(𝑥)(𝑅𝛾)𝑒𝑖𝜔𝜏(𝑅,𝑅𝛾)𝑑𝛾1𝑑𝛾2 (3.38)

Onde 𝑢(𝑥)(𝑅,𝜔) representa a componente cartesiana do vetor deslocamento no receptor
𝑅, 𝒟 denota a região dos parâmetros do raio em questão, Ψ(𝛾1, 𝛾2) é uma função peso determi-
nada de forma assintótica (BLEISTEIN et al., 2000) ou pelo método da diagonalização simultâ-
nea (CĚRVENÝ, 2001), 𝐴(𝑥)(𝑅𝛾)𝑒𝑖𝜔𝜏(𝑅,𝑅𝛾) representa o campo de ondas (equação (3.27)) com
valores de amplitudes complexas oriundo da teoria do raio de ordem zero e 𝜏(𝑅,𝑅𝛾) é o tempo
de trânsito paraxial (equação (3.26))em 𝑅 estimado a partir do tempo de trânsito ao longo do
raio de referência 𝑅𝛾 .

A representação (3.38) do campo de ondas apresenta algumas vantagens quando com-
parada à teoria do raio, principalmente a de ordem zero. Em regiões onde predominam zonas de
sombra, caústicas e descontinuidades, a superposição de feixes gaussianos descreve um campo
regular. No caso das zonas de sombra, o uso de feixes gaussianos prevê um campo regular den-
tro desta zona a partir de raios que se encontram próximos desta regiões; as cáusticas, por sua
vez, são suavizadas, enquanto as descontinuidades se tornam contínuas.
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3.5 SUPERPOSIÇÃO DE FEIXES GAUSSIANOS REFLETIDOS E RESTRITOS AO VO-
LUME DE FRESNEL

Para determinar o domínio 𝒟 da integral (3.38), deve-se considerar um raio Ω e dois
pontos, 𝑆 e 𝑅, situados no raio. Suponha que o ponto 𝑆 representa a fonte pontual e ponto 𝑅,
o receptor. No método do raio, o caminho do raio pode ser interpretado como uma trajetória ao
longo da qual a parte de alta frequência da energia da onda sísmica em consideração se propaga
a partir da fonte 𝑆 para o receptor 𝑅. A trajetória do raio, no entanto, é apenas uma represen-
tação matemática. O campo de ondas em 𝑅 também é afetada pela estrutura e distribuição de
velocidade na vizinhança de Ω.

A região que atinge efetivamente o campo de ondas em 𝑅 tem sido o objeto de interesse
e investigação por um longo tempo. Como resultado de inúmeras experiências, nesta Tese é
proposto que o campo de ondas em 𝑅 é afetada pela estrutura em alguma vizinhança do raio
central que é chamado de volume de Fresnel. O volume de Fresnel, é claro, depende da posição
de 𝑆 e 𝑅.

Segundo Schleicher et al. (2007), as zonas de Fresnel são seções transversais ao volume
de Fresnel (tubos de raios), formadas pelo conjunto de pontos de interseções dos raios paraxiais
com uma interface durante seu caminho entre a fonte 𝑆 e receptor 𝑅, considerando que a soma
dos tempos de trânsito de cada ramo do raio paraxial não deve diferir do tempo de trânsito ao
longo do raio central por mais de meio período 𝑇 da onda monofrequente . Em outras palavras,
para uma reflexão com um par fixo fonte-receptor (𝑆,𝑅).

⃒⃒
𝜏1(𝑀̄, 𝑆) + 𝜏2(𝑅, 𝑀̄) − 𝜏(𝑆,𝑅)

⃒⃒
≤ 𝑇

2
=

1

2𝑓
(3.39)

Sendo 𝜏1(𝑆, 𝑀̄) e 𝜏2(𝑀̄,𝑅) os tempos de trânsito paraxiais de dois ramos do raio e
𝜏(𝑆,𝑅) o tempo de trânsito ao longo de um raio central. O ponto 𝑀̄ representa um ponto na
vizinhança do ponto de reflexão especular 𝑀 . Pode-se ainda considerar que os pontos 𝑀̄ defi-
nem uma superfície Σ𝐹 (figura (13)), que pode ser uma superfície de reflexão e/ou transmissão
ou ainda um plano tangente ao ponto de interseção entre o raio e a superfície Σ𝐹 . O volume
de Fresnel, em outras palavras, representa o envelope de todas as zonas de Fresnel definidas ao
longo de todas as superfície arbitrárias que interceptam o raio ao longo do seu caminho.

Utilizando a equação (2.61) Schleicher et al. (2007) deduziram uma fórmula conveni-
ente para o cálculo da zona de Fresnel e da zona de Fresnel projetada (Apêndice A).

⃒⃒
x⃗⊤
𝑀HFx⃗𝑀

⃒⃒
≤ 𝑇 (3.40)

Onde HF é chamada de matriz da primeira zona de Fresnel. Em termos das sub-
matrizes propagadoras T = T2T1, onde a matriz T1 está relacionada ao ramo do raio de 𝑆
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até 𝑀̄ e matriz T2 está associada ao ramo do raio de 𝑀̄ até 𝑅, HF pode ser expressa como:

HF = D1B
−1
1 + B−1

2 A2 (3.41)

Sendo D1 e B1 se referem ao segmento 𝑆𝑀̄ da fonte 𝑆 ao ponto 𝑀̄ , B2 e A2 se referem
ao segmento 𝑀̄𝑅 do ponto 𝑀̄ ao receptor 𝑅 (figura (13)).

Figura 13 – Sistema sísmico em conjunto com o volume de Fresnel. Em cada superfície de
interesse do sistema são estabelecidos sistemas de coordendas cartesianas 2-D locais.

Fonte: Adaptado de Ferreira (2007)

Geometricamente, para uma reflexão especular, a zona de Fresnel projetada é definida
como uma região em um plano Σ𝑃 (figura (14)), localizado sobre a superfície de aquisição de
dados. A zona de Fresnel projetada (SCHLEICHER et al., 2007) é utilizada como critério para
a determinação do número de raios paraxiais necessários a integral (3.38) de superposição de
feixes gaussianos. A zona de Fresnel pode ser projetada de sua posição em profundidade em
direção superfície de aquisição de dados através de (Apêndice A):

⃒⃒
(𝜉 − 𝜉𝑜)

⊤HP(𝜉 − 𝜉𝑜)
⃒⃒
≤ 𝑇 (3.42)
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Sendo, HP matriz da zona de Fresnel projetada e 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2)
⊤ um vetor-posição sobre

a zona de Fresnel projetada.

HP = Λ⊤HFΛ (3.43)

Sendo Λ = B−1
1 Γ𝑆 + B−1

2 Γ𝑅. As matrizes Γ𝑆 e Γ𝑅 são chamadas de matrizes de
configuração, que no caso das aplicações da tese será usada a configuração tiro-comum Γ𝑆 = 0̄

e Γ𝑅 = I

No caso 2-D (figura (14)), 𝜉−𝜉𝑜 na expressão (3.42) se torna uma distância 1-D, ou seja,
𝜉 − 𝜉𝑜. Logo, tomamdo-se os valores 𝜉 na fronteira da zona de Fresnel projetada, 𝜉 − 𝜉𝑜 = 𝑟𝑧𝑝

é o raio da zona de Fresnel projetada, com isso, da sentença (3.42) é possível obter (Apêndice
B):

𝑟𝑧𝑝 =

√︂
1

𝑓𝐻𝑃

(3.44)

Onde, 𝑓 é a frequência dominante da onda mono-frequente e 𝐻𝑃 é o elemento superior
esquerdo da matriz da zona de fresnel projetada (3.43).

Assim, uma aproximação razoável para o domínio de integração da equação (3.38) é
determinado pela área do círculo de diâmetro 2 𝑟𝑧𝑝.

Figura 14 – (a) Ilustração em 2-D da região chamada interface da zona de Fresnel (b) Ilustração
em 2-D da zona de Fresnel projetada

(a) (b)

Fonte: Do autor
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3.6 MODELAGEM SÍSMICA POR FEIXES GAUSSIANOS LIMITADOS PELA ZONA DE
FRESNEL

Para estudar o comportamento dos feixes gaussianos, usa-se um meio homogêneo.
Como visto nas seção 2.7, a solução geral do sistema (2.39) pode ser escrito como a com-
binação linear de duas soluções fundamentais para condições iniciais de uma fonte pontual e
fonte plana. No caso 2-D (MÜLLER, 1984),

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑝(𝑠) = 𝜖 𝑝1(𝑠) + 𝑝2(𝑠)

𝑞(𝑠) = 𝜖 𝑞1(𝑠) + 𝑞2(𝑠)

𝜖 = 𝜖1 + 𝑖𝜖2

(3.45)

Para obter a meia-largura dos feixes gaussianos no final do raio igual à zona de Fresnel
projetada, utilizam-se as relações deduzidas por Ferreira (2007) e descritas nos Apêndice (B) e
(C) desta Tese, que são:

𝑟𝑧𝑝 =

√︂
1

𝑓𝐻𝑃

(3.46)

𝜖
(𝑓)
2 =

𝜋
𝐻𝑃

+
√︁

( 𝜋
𝐻𝑃

)2 − 4𝑞21𝑞
2
2

2𝑞21
. (3.47)

O tamanho da meia-largura e da curvatura da fase são os parâmetros mais importantes
para caracterizar o propagação do feixe gaussiano. Considerando que apenas meios homogêneos
são capazes de mostrar didaticamente a sensibilidade da propagação do feixe gaussiano em
relação às escolhas dos parâmetros de 𝜖1 e 𝜖2, como se segue:

a) 𝜖1 = 0 e 𝜖2 > 0: A frente de onda do feixe na fonte é plana (figura (15));

b) 𝜖1 > 0 e 𝜖2 > 0: Tanto a meia-largura como a curvatura apresentam valores finitos ao longo
do raio (figura (16));

c) 𝜖1 < 0 e 𝜖2 > 0: O campo inicial onda na posição de origem é uma onda com curvatura finita
e negativa (figura (17));

d) 𝜖1 = 0 e 𝜖2 = 𝜖
(𝑓)
2 : O campo de onda inicial na posição de origem é uma onda plana, o feixe

gaussiano é concentrado na pequena vizinhança do raio central e a meia-largura do feixe
é igual ao raio da zona de Fresnel projetado no ponto de extremidade. O resultado pode
ser visto em Cruz et al. (2012) e na figura (18).
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Figura 15 – 𝜖1 = 0 e 𝜖2 > 0.

Fonte: Do autor

Figura 16 – 𝜖1 > 0 e 𝜖2 > 0.

Fonte: Do autor
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Figura 17 – 𝜖1 < 0 e 𝜖2 > 0.

Fonte: Do autor

Figura 18 – 𝜖1 = 0 e 𝜖2 = 𝜖
(𝑓)
2 .

Fonte: Do autor
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3.6.1 Sismogramas

Uma grande parte da sísmica envolve a concepção e implementação de técnicas de
computação de sismogramas sintéticos para modelos realistas da Terra. Em geral, o objetivo
é calcular o que seria registrado por um geofone no local especificado do receptor, dada uma
especificação exata da fonte sísmica e modelo de velocidade através do qual as ondas sísmi-
cas se propagam. No entanto, os erros nos sismogramas sintéticos ocorrem frequentemente em
aplicações práticas. Estas imprecisões podem ser ser separadas em duas partes:

∙ Imprecisões resultantes da aproximação da teoria usada para calcular o sismograma sin-
tético. Exemplos disso incluem muitas aplicações da teoria do raio que não leva em conta
as “Head waves”, ondas difratadas ou o acoplamento entre os tipos de onda diferentes
em períodos longos. Outro erro de cálculo é a dispersão da malha, que ocorre na maioria
dos esquemas de diferenças finitas.

∙ Erros causados pelo uso de um modelo simplificado. Neste caso, o sismograma sintético
pode ser exato para o modelo simplificado, mas o modelo é uma representação inade-
quada do problema real. Estas simplificações podem ser necessárias a fim de aplicar uma
técnica particular numérica, ou pode resultar de falta de informação de muitos dos deta-
lhes do modelo. Os exemplos incluem o uso de modelos 1-D que não levam em conside-
ração a estrutura 3-D, na hipótese de uma fonte pontual, e negligenciando os efeitos de
atenuação ou anisotropia nos cálculos.

De longe, a parte mais difícil na computação sismogramas sintéticos é a solução para
os efeitos de propagação lenta, através de estruturas de velocidade realista. Apenas para al-
guns modelos grosseiramente simplificados (por exemplo, o espaço total ou semi-espaços) são
soluções analíticas possíveis.

A parte da solução, que conecta a distribuição de força na fonte com os deslocamentos
para o receptor é chamado de função de Green da elastodinâmica. Cálculo da função de Green
é a parte fundamental do cálculo do sismograma sintético, pois esta função deve ter em conta
todas as propriedades elásticas do material e das condições de contorno apropriadas.

Há um grande número de diferentes métodos para a computação de sismogramas sinté-
ticos. A maioria desses se enquadra nas seguintes categorias:

1. métodos de diferenças finitas e elementos finitos que utilizam o computador para poder
resolver a equação de onda sobre um conjunto discreto de pontos de uma malha ou ele-
mentos do modelo. Estes têm a grande vantagem de ser capaz de lidar com modelos de
complexidade arbitrária. Seu custo computacional cresce com o número de pontos defi-
nidos na malha.
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2. métodos do Raio em que as geometrias de raios são explicitamente especificadas e os
caminhos dos raios são computados. Estes métodos incluem a teoria do raio simples (ou
geométrico), WKBJ, e os chamados “teoria generalizada do raio”. Eles são muito úteis
nas altas frequências para as quais a aproximação teórica é mais precisa.

Não existe uma única “melhor maneira” para computar sismogramas sintéticos. Cada
método tem suas próprias vantagens e desvantagens. O método de escolha vai depender do
problema particular a ser resolvido e o poder computacional disponível, portanto é útil estar
ciente do repertório completo de técnicas.

Esta seção vai mostrar, resumidamente, apenas como calcular sismogramas sintéticos
em um meio 2-D utilizando os diferentes tipos de métodos do raio. Semelhante a Pereira et al.
(2011), onde compararam resultados de modelagem sísmica usando abordagens diferentes para
campos de onda com base na teoria assintótica do raio. A primeira simulação foi de um sismo-
grama usando a teoria do raio, levando em consideração apenas o aspecto cinemático do raio.
A segunda simulação se utiliza o princípio de Huygens através de um tratamento mais rigoroso
elaborado por Kirchhoff, sendo a base para várias técnicas importantes para computar sismogra-
mas sintéticos. A última abordagem é baseada na simulação de campo por uma onda sistema de
feixes de gaussianos, em que cada feixe é calculado de forma independente e contínuo em um
meio homogêneo arbitrário e, portanto, o campo de onda num receptor é então obtido por uma
superposição integral de todos os feixes gaussianos que chegam em uma vizinhança (denotada
de zona de Fresnel projetada) do receptor.

Seja um modelo hipotético com uma camada de 3000𝑚/𝑠 e outra de 4000𝑚/𝑠 divi-
dida por uma interface curva, como mostra a figura (19). O dado foi obtido com um par de
fonte e geofone deslocando-se 50𝑚 em uma região de 1550𝑚 na superfície do modelo. Cada
traço possui 512 amostras de tempo, com 2𝑚𝑠 de intervalo de amostragem. Os resultados para
diferentes tipos de abordagens podem ser vistos na figura (20).

Comparando modelagem sísmica usando teoria do raio, aproximação de Kirchhoff e
feixes gaussianos (FG), pode ser observado na figura (20) que o melhor resultado foi obtido
usando o campo de onda calculado por FG. Isso se deve ao fato de que a teoria do raio de
ordem zero não é capaz de calcular as amplitudes na vizinhança de cáusticas e a aproximação
de Kirchhoff apresenta pontos de difração gerado pela equação (3.25). Portanto, foi visto que a
regularidade da descrição do campo de ondas é uma das grandes vantagens da estensão analítica
da teoria do raio, permitindo que a superposição de feixes seja também uma alternativa para
representar o campo de ondas em regiões do modelo de velocidade onde geralmente a teoria do
raio costuma falhar na simulação do campo de ondas.
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Figura 20 – Resultados das modelagens sísmica do raio, Kirchhoff e feixes gaussianos para o
modelo e geometria de aquisição ilustrado na figura (19).
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4 MIGRAÇÃO KIRCHHOFF-GAUSSIAN-BEAM (KGB)

4.1 INTRODUÇÃO

Este capítulo descreverá a modificação do operador de empilhamento de difrações para a
migração Kirchhoff pré-empilhamento com verdadeira amplitude (SCHLEICHER et al., 1993),
a fim de utilizar o formalismo de feixes gaussianos neste tipo de procedimento de imageamento.
O objetivo principal do presente capítulo é mostrar que, com a introdução dos feixes gaussia-
nos no formalismo de migração, é preciso modificar o operador de empilhamento de difrações
(SCHLEICHER et al., 1993), principalmente na sua interpretação física do problema do ima-
geamento.

4.2 MIGRAÇÃO KIRCHHOFF COM VERDADEIRAS AMPLITUDES

Seja um meio 3-D de coordenadas cartesianas e considerando o modelo de terra como
um sistema heterogêneo isotrópico de camadas, separadas por interfaces suaves e curvas, sendo
cada camada constituída por uma distribuição arbitrária 3-D de velocidade. Para simplificar,
consideramos uma superfície plana como a interface do limite superior do modelo de terra,
onde podemos distribuir o conjunto de fontes sísmicas e receptores, utilizando-se o vetor de
parâmetros 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2)

⊤ em coordenadas cartesianas 2-D, expresso pelas relações:

x𝑆 = x𝑆(𝜉1, 𝜉2) e x𝐺 = x𝐺(𝜉1, 𝜉2) (4.1)

Por meio da teoria do raio de ordem zero, podemos representar a componente principal
da reflexão primária do campo de ondas sísmicas a partir de fontes pontuais 𝑆(𝜉), ou seja, o
deslocamento de partículas na direção do raio emergente no receptor 𝐺(𝜉), após uma reflexão
no ponto 𝑀 , em profundidade, com o tempo de reflexão, 𝜏𝑅(𝜉), pela seguinte expressão no
domínio da frequência (SCHLEICHER et al., 1993) :

𝑈(𝜉, 𝜔) = 𝑊̂ (𝜔)𝑢(𝜉) exp[𝑖𝜔𝜏𝑅(𝜉)] (4.2)

Sendo o pulso sísmico da fonte no domínio da frequência 𝑊̂ (𝜔), que no domínio do
tempo é o pulso analítico da fonte, ou seja, composto por uma parte real representado pelo pulso
da fonte e sua transformada de Hilbert como a parte imaginária, que é reproduzido para todo o
experimento sísmico. Além disso, a amplitude sísmica é:

𝑢(𝜉) =
𝐶𝑡 𝑅𝑐

𝐺𝑠

(4.3)

Onde, 𝐶𝑡, 𝑅𝑐 e 𝐺𝑠 são, respectivamente, a perda total das transmissões, o coeficiente de
reflexão de ondas planas no ponto de reflexão e o fator de espalhamento geométrico complexo



Capítulo 4. MIGRAÇÃO KIRCHHOFF-GAUSSIAN-BEAM (KGB) 60

normalizado pelo raio de reflexão. No domínio do tempo, o campo de onda sísmica 𝑈(𝜉, 𝑡) e
os dados migrados em verdadeira amplitude 𝑈𝑇𝐴(𝑡), respectivamente, são:

𝑈(𝜉, 𝑡) = 𝑢(𝜉)𝑊 (𝑡− 𝜏𝑅(𝜉)) e 𝑈𝑇𝐴(𝑡) = 𝐺𝑠𝑈(𝜉, 𝑡 + 𝜏𝑅(𝜉)) = 𝐶𝑡𝑅𝑐𝑊 (𝑡) (4.4)

As fórmulas na equação (4.4) só são válidas na ausência de superfície livre, por outro
lado, devemos considerar seu efeito para corrigir a migração dos dados sísmicos (SCHLEI-
CHER et al., 2007). O volume de migração consiste de pontos dentro do modelo de veloci-
dade utilizado para a migração em profundidade, distribuídos através de uma malha retangu-
lar 3-D. A abertura de migração resulta de um conjunto de pares fonte-receptor especificados
pela configuração de medição dentro de uma malha 2-D de pontos no plano 𝜉. A soma dos
tempos de trânsito a partir da fonte 𝑆 e receptor 𝐺 ao ponto arbitrário 𝑀 na subsuperfície (
𝜏𝑆(𝑆(𝜉),𝑀) e 𝜏𝐺(𝐺(𝜉),𝑀)), respectivamente, serve para expressar o empilhamento na super-
fície de difração, chamada de superfície Huygens:

𝜏𝐷(𝜉,𝑀) = 𝜏𝑆(𝑆(𝜉),𝑀) + 𝜏𝐺(𝐺(𝜉),𝑀) (4.5)

A migração convencional Kirchhoff pré-empilhamento na profundidade em verdadeira
amplitude, para um ponto fixo 𝑀 , o tempo de trânsito 𝜏𝐷(𝜉,𝑀) nos fornece a superfície de
Huygens , ao longo do qual o campo de onda sísmica 𝑈̂(𝜉, 𝜔) é somado de forma pondera, sendo
expresso no domínio da frequência pela integral de empilhamento de difrações (SCHLEICHER
et al., 1993) :

𝐼(𝑀,𝜔) = − 𝑖𝜔

2𝜋

∫︁ ∫︁
𝒜

𝑑𝜉𝑤(𝑀, 𝜉)𝑈(𝜉, 𝜔) exp[𝑖𝜔𝜏𝐷(𝜉,𝑀)] . (4.6)

Ao usar a teoria do raio de ordem zero na equação (4.2) para representar a componente
principal do campo de ondas sísmicas, Schleicher et al. (2007) obtiveram a função de pondera-
ção adequada 𝑤(𝑀, 𝜉), aplicando o método da fase estacionária (BLEISTEIN, 1984) na integral
de empilhamento de difrações. Dentro da abertura de migração 𝒜 todos os vetores de parâme-
tro, 𝜉, especificam as posições fonte-receptor. Para a integral em 4.6, a principal contribuição
vem do ponto estacionário 𝜉 = 𝜉*, onde tem-se que 𝜏𝐷(𝜉*) = 𝜏𝑅(𝜉*) e ∇𝜏𝐷(𝜉*) = ∇𝜏𝑅(𝜉*),
fornecendo o coeficiente de reflexão do ponto em subsuperfície. Nos outros casos, as avaliações
assintóticas são contribuições provenientes dos limites de migração do operador, será atenuada
por alguma função “taper” na vizinhança da abertura de migração.

Ao considerar um intervalo regular espacial ∆𝜉 de fontes e receptores, podemos expres-
sar no domínio do tempo a integral de empilhamento da difração, pela forma discreta homóloga,
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como:

𝐼(𝑀, 𝑡 = 0) =

(︂
−1

2𝜋

)︂
(∆𝜉)2

𝑚+1∑︁
𝑗=1

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑤𝑗𝑘(𝑀, 𝜉𝑗1, 𝜉
𝑘
2 )𝑈̇𝑗𝑘[𝜉𝑗1, 𝜉

𝑘
2 , 𝑡 + 𝜏𝐷(𝑀, 𝜉𝑗1, 𝜉

𝑘
2 )] . (4.7)

O símbolo 𝑈̇ significa derivada temporal de primeira ordem. A determinação de cada
fonte e receptor de coordenadas espaciais na abertura de migração e dada pelas relações:

𝜉𝑗1 = 𝜉𝑜1 + (𝑗 − 1)∆𝜉, 𝑗 = 1, ...,𝑚 e 𝜉𝑘2 = 𝜉𝑜2 + (𝑘 − 1)∆𝜉, 𝑘 = 1, ..., 𝑛 , (4.8)

Inicando do ponto inicial com coordenadas 𝜉𝑜 = (𝜉𝑜1, 𝜉𝑜2). Ao assumir, a priori, um
modelo de velocidade conhecido, a função de ponderação é calculada pelo traçamento dinâmico
de raios que depende do ponto 𝑀 na profundidade, para coordenadas pontuais na abertura
de migração 𝒜. Os dados de entrada no processo de empilhamento de difração é a extensão
complexa (sinal analítico) da derivada temporal de primeira ordem aplicadas às componentes
principais computadas de todo dados sísmico 3-D observado.

4.3 MIGRAÇÃO KGB COM VERDADEIRAS AMPLITUDES

Nos anos recentes encontram-se na literatura geofísica muitos estudos acerca da super-
posição de feixes gaussianos como solução alternativa da equação da onda sísmica (POPOV,
1982; CĚRVENÝ, 1982; CĚRVENÝ, 2001; POPOV, 2002; NOWACK, 2003; ŽÁCEK, 2006;
PEREIRA et al., 2011; CRUZ et al., 2012). A principal vantagem do método de feixes gaussia-
nos, isto é, a regularidade da determinação do campo de ondas mesmo na presença de cáustica
ou zonas de sombra, tem também atraído a atenção de muitos pesquisadores que trabalham com
imageamento sísmico (HILL, 1990; HILL, 2001; ALBERTIN et al., 2004; PROTASOV, 2005;
FERREIRA e CRUZ, 2009; BLEISTEIN, 2009; GRAY e BLEISTEIN, 2009; POPOV et al.,
2010).

O algoritmo apresentado por Hill (2001), sendo atualmente o trabalho mais referenci-
ado, tem por objetivo obter uma imagem sísmica migrada em profundidade usando a integral
de superposição de feixes gaussianos como representação da função de Green. As amplitudes
dos dados sísmicos são ponderadas por uma função peso gaussiana, com largura previamente
determinada, dentro de um subconjunto de dados selecionado, decomposto por ondas planas a
partir do centro do feixe e somados no domínio slant stack, sendo a migração feita no domínio
da profundidade usando o princípio de imageamento (CLAERBOUT, 1985). O método slant

stack considera que o registro foi obtido a partir de ondas planas, assim o domínio slant stack

é a decomposição do sinal em diferentes direções de propagação da onda. Os dados em tal
domínio, são tratados no espaço (frequência × vagarosidade horizontal), sendo o processo se-
melhante a uma migração baseada em ondas planas, mas com amplitudes e tempos de trânsitos
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complexos. Este algoritmo apesar de ser estruturado para um modelo 3-D, aplica-se apenas no
domínio afastamento fonte-receptor constante. Devido ao fato do tratamento dos dados ser feito
no domínio da vagarosidade horizontal, há a necessidade de optimizar o intervalo de discretiza-
ção do parâmetro vagarosidade, pois o mesmo depende das frequências mais baixa e mais alta
e da largura dos feixes gaussianos, tornando o processo bastante sensível a problemas de alias.

Seguindo um procedimento de migração similar ao usado por Sun et al. (2000), Fer-
reira e Cruz (2009) propuseram uma nova abordagem para a migração em profundidade usando
a aproximação do campo de ondas pela superposição de feixes gaussianos. Neste novo algo-
ritmo trata-se da migração 3-D em profundidade para arbitrárias configurações de aquisição de
dados, com preservação de amplitudes. O algoritmo é constituído por dois empilhamentos em
cascata, sendo o primeiro a tratar de um beam stack realizado por uma integral de superposição
de feixes gaussianos, diferindo esta etapa com a mostrada pelo Hill (2001) devido os dados
serem integrados ao longo de curvas hiperbólicas, em vez de linhas retas. O segundo estágio da
migração KGB é o empilhamento de difrações tipo Kirchhoff, com as respectivas amplitudes
devidamente ponderadas a fim de preservar a informação de amplitude.

Para a obtenção de ponto na imagem sísmica pela migração tipo KGB, usa-se a mesma
estratégia no empilhamento de difração para cada ponto 𝑀 no volume de migração, ou seja,
a soma ponderada ao longo da superfície Huygens na equação 4.6. Na migração Kirchhoff, é
necessário o uso do “two point ray tracing” para calcular os tempos de trânsito a partir da fonte
e do receptor na superfície de aquisição até o ponto 𝑀 no volume de migração. De maneira
análoga à migração Kirchhoff usando feixes proposta por Sun et al. (2000), incluímos na estra-
tégia de migração a soma de um subconjunto de dados de registro sísmico (beam dataset), ao
longo de uma superfície estimada de tempo de trânsito paraxiais de segunda ordem a partir dos
tempos de trânsito da superfície de Huygens (figura (21)). O resultado de cada feixe é acumu-
lado na superfície de Huygens, que depois é usada como entrada na integral de empilhamento
da difração. A migração KBG tem a forma de dois processos de empilhamento em cascata:

1. Para um ponto selecionado 𝑀 no volume de migração 𝒱 em relação às coordenadas da
fonte e do receptor, na abertura de migração 𝒜 para uma configuração de aquisição sís-
mica, calculamos a função de tempo de trânsito 𝜏𝐷 = 𝜏𝐷(𝑀, 𝜉) da superfície de Huygens;

2. Para um ponto selecionado 𝑃 da superfície Huygens, usando a integral com a mesma
forma de sobreposição de feixes Gaussianos com domínio 𝒟, somamos as amplitudes dos
traços sísmicos com a ponderação (chamada de gaussian beam stack - GBS) no vetor de
parâmetros 𝜉

′ ∈ 𝒟, ao longo de uma superfície de tempo de trânsito paraxial de segunda
ordem complexo 𝜏𝑔𝑏= 𝜏(𝜉𝑐, 𝜉

′
) (chamado de beam stack surface), cuja a parte real é a

aproximação de segunda ordem do tempo de trânsito de reflexão e a parte imaginária é o
fator gaussiano presente na amplitude observada;

3. Usando a integral tipo Kirchhoff de abertura 𝒜, somamos ao longo da superfície Huy-
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gens 𝜏𝐷(𝑀, 𝜉𝑐) (chamada de diffraction stack) as amplitudes sísmicas obtidas no proces-
samento de beam stack surface;

4. Finalmente, acumulamos o resultado do empilhamento da difração no ponto 𝑀 no vo-
lume de migração 𝒱 .

Figura 21 – Representação esquemática 2-D do processo de empilhamento das amplitudes
utilizando os feixes gaussianos.

Fonte: Adaptado de Costa (2012)

A integral de empilhamento de difração (equação (4.6)), a integral de empilhamento do
feixe com mesmo formulação matemática que a integral de superposição de feixes gaussianos
(equação (3.38)) delimitada pela zona de Fresnel projetada, com a funções peso Ψ devidamente
calculada no traçamento de raios e utilizando as amplitudes fonecidas pelos dados sísmicos,
podemos escrever uma maneira conveniente de migração KGB com verdadeiras amplitudes na
profundidade (Apêndice D):

𝐼(𝑀,𝜔) =
−𝑖𝜔

2𝜋

∫︁ ∫︁
𝒜
𝑑𝜉1𝑐𝑑𝜉2𝑐 𝑤𝑏(𝑀, 𝜉𝑐, 𝜔)𝑒𝑥𝑝[𝑖𝜔 𝜏𝐷(𝑀, 𝜉𝑐)]∫︁ ∫︁

𝒟
𝑑𝜉

′

1𝑐𝑑𝜉
′

2𝑐(cos𝛼
′

𝑠 cos𝛼
′

𝐺)−1[detH𝑃 (𝜉
′

𝑐1, 𝜉
′

𝑐2)]
1/2𝑊̂ (𝜔) (4.9)

𝑢(𝜉
′
)𝑒𝑥𝑝[−𝑖𝜔 𝜏𝑔𝑏(𝜉𝑐, 𝜉

′
)]
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Consideramos que o domínio da integral interna em (4.9) é a vizinhança paraxial do
vetor de parâmetro, 𝜉𝑐, na superfície de aquisição, tais que 𝒟 = {𝜉′

; |𝜉′ − 𝜉𝑐| ≤ |𝛿𝐹 |}, com
𝛿𝐹 = 𝛿𝑚𝑎𝑥, ou seja, o extremo da desigualdade:

|𝛿𝑇 H𝑃 𝛿| ≤ 𝑇 , (4.10)

Onde H𝑃 e 𝑇 são as matrizes 2× 2 da primeira zona Fresnel projetada (SCHLEICHER
et al., 2007) e o período dominante dos dados sísmicos, respectivamente. Ao utilizar essas res-
trições, considera-se na integral de empilhamento dos feixes gaussianos apenas as contribuições
das amplitudes de campo de onda que emergem dentro da primeira zona de Fresnel projetada
na superfície de aquisição.

A integral de empilhamento de difração na equação (4.9) acumula as contribuições de
todos os conjuntos de feixes com vetor de parâmetro 𝜉𝑐 calculado a partir da integral de empilha-
mento do feixe. O intervalo discreto ∆𝜉𝑐 entre os centros do feixe deve obedecer aos mesmos
critérios utilizados na migração Kirchhoff em profundidade pré-empilhamento, porque cada
centro do feixe de coordenadas corresponde a um ponto em uma superfície de Huygens.

Na equação (4.9), o domínio 𝒟 é uma grade retangular 2-D dos pontos localizados na
superfície de aquisição no intervalo de dados sísmicos registrados. No domínio 𝒟, assumimos
todas as amplitudes do conjunto de traços sísmicos, que contribuem para o traço sísmico dos
dados de entrada na migração Kirchhoff. Na migração KGB o comprimento do domínio deve
obedecer aos seguintes critérios:

∙ Deve ser limitada pelo intervalo de validade da aproximação paraxial de reflexão do
tempo de trânsito;

∙ Deve corresponder ao comprimento da primeira zona de Fresnel projetada. Assim, controla-
se fisicamente o número de traços sísmicos na integral gaussian beam stack no processo
de migração KGB.

A integral da equação (4.9) pode ser reescrita de uma maneira mais simples:

𝐼(𝑀,𝜔) = − 𝑖𝜔

2𝜋

∫︁ ∫︁
𝐴

𝑑𝜉𝑐𝑤𝑏(𝑀, 𝜉, 𝜔)𝑈̂(𝜉, 𝜔) . (4.11)

Sendo:

𝑈̂(𝜉𝑐, 𝜔) =

∫︁ ∫︁
𝐷

𝑑𝜂(cos𝛼
′

𝑆 cos𝛼
′

𝐺)−1

√︁
− detH𝑃 (𝜉

′
)𝑊̂ (𝜔)𝑢(𝜉

′
) exp[𝑖𝜔𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉𝑐,𝜂;𝑀)]

(4.12)

Para definir as coordenadas de integração, usa-se na equação (4.12) a relação de trans-
formação do vetor posição da projeção normal do ponto de reflexão sobre o plano tangente ao
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refletor na profundidade para as coordenadas da primeira zona de Fresnel projetada (figura (3)).
Assim, as coordenadas do vetor de parâmetros 𝜂 na superfície da Terra, está sujeita à igualdade
dada por:

𝜂 = H−1
𝑃 (𝜉𝑐)Λ

⊤x𝑟 . (4.13)

Com a matriz Λ2×2 referente à geometria de aquisição descrita na equação 3.43:

Λ = B−1
1 Γ𝑆 + B−1

2 Γ𝑅 (4.14)

Onde os elementos de valores reais das matrizes 2 × 2 são derivadas parciais de se-
gunda ordem dos tempos de trânsito a partir da fonte e do receptor para o ponto selecionado na
profundidade avaliada no ponto de reflexão.

A diferença entre o tempo de trânsito de difração e reflexão é a função do termo expo-
nencial da integral na equação 4.12 é expresso por 𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉𝑐,𝜂;𝑀) = 𝜏𝐷(𝜉𝑐,𝜂;𝑀)− 𝜏𝑔𝑏(𝜉𝑐, 𝜉

′
).

Tendo em vista a análise assintótica da integral na equação 4.12, podemos expandir
a função da diferença de tempos de trânsito em série de Taylor de segunda ordem para as
condições da fase estacionária, a partir dos parâmetros calculados nos pontos críticos 𝜉𝑐 = 𝜉*

and 𝜂* = 0, resultando:

𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉𝑐,𝜂;𝑀) = 𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉*𝑐 ,𝜂
* = 0;𝑀)+

1

2
(𝜉𝑐−𝜉*𝑐 )𝑇H𝜉(𝜉

*
𝑐 )(𝜉𝑐−𝜉*𝑐 )+

1

2
𝜂⊤H𝜂(𝜂* = 0)𝜂 (4.15)

No ponto crítico, 𝜉𝑐 = 𝜉*, temos a matriz Hessiana 2 × 2 com valores complexos:

H𝜉(𝜉
*
𝑐 ) ≡ MΔ(𝜉*𝑐 ) = −[H(𝜉*𝑐 ) −H𝐷(𝜉*𝑐 )] (4.16)

Em 𝜂* = 0 a matriz Hessiana 2 × 2 com valores reais:

H𝜂(𝜂
* = 0) ≡ H𝑃 (𝜉

′
= 𝜉𝑐) . (4.17)

A partir da solução assintótica dada pelo método de diagonalização simultânea apli-
cado na integral interna do operador Kirchhoff-Gaussian-Beam na equação 4.9, reescrevemos o
operador KGB como:

𝐼(𝑀,𝜔) ≈ 𝜔

2𝜋

∫︁ ∫︁
𝐴

𝑑𝜉𝑐

[︂
2𝜋

𝜔

]︂
𝑤𝑏(𝜉𝑐,𝑀)(cos𝛼𝑐

𝑆 cos𝛼𝑐
𝐺)−1𝑊̂ (𝜔)𝑢(𝜉𝑐)

× exp[𝑖𝜔𝜑(𝜉𝑐,𝑀)] exp

[︂
− 𝑖𝜋

2
(1 − 𝑆𝑔𝑛H𝑃 (𝜉𝑐)/2)

]︂
. (4.18)
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Sendo a função 𝑆𝑔𝑛(H𝑃 ) = 𝑠𝑔𝑛(𝜆1) + 𝑠𝑔𝑛(𝜆2), com 𝜆𝐼 , 𝐼 = 1, 2 os autovalores
reais não nulos da matriz 2 × 2 da primeira zona de Fresnel projetada. Calculamos a fase,
𝜑(𝜉𝑐,𝑀) = 𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉*𝑐 ,𝑀) + 1

2
(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐)

𝑇MΔ(𝜉*𝑐)(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐), para a partir de parâmetros do raio
estacionário no ponto crítico 𝜉*𝑐 , considerando 𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉*𝑐 ,𝑀) = 𝜏𝐷(𝜉*𝑐 ,𝑀)− 𝜏𝑅(𝜉*𝑐), onde 𝜏𝑅(𝜉*𝑐)

é o tempo de trânsito de reflexão dentro do feixe.

Assumindo que a matriz Hessiana 2 × 2 com valores complexos MΔ = MΔ(𝜉*𝑐) é
simétrica e não singular, i.e., detMΔ ̸= 0 no ponto crítico 𝜉*𝑐 , com a parte imaginária positiva-
definida, para alta frequência, o resultado do método da diagonalização simultânea (CĚRVENÝ,
2001) aplicado em equação 4.18 resulta em:

𝐼(𝑀,𝜔) ≈ 2𝜋

𝜔
𝑊 (𝜔)𝑤𝑏(𝜉

*
𝑐 ,𝑀, 𝜔)[𝑣𝑠(𝜉

*
𝑐)𝑣𝑔(𝜉

*
𝑐)𝑝𝑠𝑧(𝜉

*
𝑐)𝑝𝑔𝑧(𝜉

*
𝑐)]

−1

× 𝑈Ω
𝑜 𝐶𝑡𝑅𝑐

𝐺𝐵
𝑆

√︀
detMΔ(𝜉*𝑐)

exp[𝑖𝜔 𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉*𝑐 ,𝑀) − 𝑖𝜋

2
(1 − 𝑆𝑔𝑛H𝑃 (𝜉𝑐)/2)](4.19)

Onde os pares (𝑣𝑠, 𝑣𝑔) e (𝑝𝑠𝑧, 𝑝𝑔𝑧) são as velocidades da onda 𝑃 e os elementos verticais
de vetores vagarosidade na fonte e no receptor na posição do ponto crítico, respectivamente. O
fator 𝐺𝐵

𝑆 é o espalhamento geométrico complexo do feixe gaussiano normalizado. Para obter
da equação 4.19 a estimativa do coeficiente de reflexão, podemos considerar a amplitude inicial
unitária, coeficiente de transmissão unitário, a velocidade e densidade constante ao longo da
superfície da Terra, que nos levam a definir a função de ponderação para o KGB, como:

𝑤𝑏(𝜉
*
𝑐 ,𝑀, 𝜔) =

𝑖𝜔

2𝜋
[𝑣𝑠(𝜉

*
𝑐)𝑣𝑔(𝜉

*
𝑐)𝑝𝑠𝑧(𝜉

*
𝑐)𝑝𝑔𝑧]𝐺

𝐵
𝑆 (𝜉*𝑐)

×
√︀

detMΔ(𝜉*𝑐) exp[
𝑖𝜋

2
(1 − 𝑆𝑔𝑛H𝑃 (𝜉𝑐)/2)] (4.20)

Usando na equação 4.20 as definições do espalhamento geométrico para um feixe gaus-
siano com condições fonte inicial pontual. Para uma coordenada do feixe central e um ponto
arbitrário em profundidade temos a função peso expressa por:

𝑤𝑏(𝜉𝑐,𝑀, 𝜔) =
𝑖𝜔𝑣𝑠(𝜉

*
𝑐)𝑣𝑔(𝜉

*
𝑐)𝑝𝑠𝑧(𝜉𝑐)𝑝𝑔𝑧(𝜉𝑐)|ℎ(𝜉𝑐,𝑀)|

2𝜋|∇𝜏𝑠(𝜉𝑐,𝑀) + ∇𝜏𝐺(𝜉𝑐,𝑀)|𝐴𝑆(𝜉𝑐,𝑀)𝐴𝐺(𝜉𝑐,𝑀)

× exp[
𝑖𝜋

2
(1 − 𝑆𝑔𝑛H𝑃 (𝜉𝑐)/2)] (4.21)

Onde:

ℎ(𝜉𝑐,𝑀) é conhecido como determinante de Beylkin
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∇𝜏𝑆 e ∇𝜏𝐺 são os gradientes das funções dos tempos de trânsito reais dos dois ramos do raio
que começam na origem e nas posições de receptor, respectivamente, avaliadas em um
ponto de profundidade 𝑀 no volume de migração.

𝐴𝑆 e 𝐴𝐺 correspondem as amplitudes complexas normalizadas ao longo dos dois ramos de
raios a partir de posições da fonte e do receptor para ponto na profundidade. Sendo as
mesmas calculadas pela aproximação paraxial dos feixes gaussianos.

A migração KGB matematicamente expressa pela equação 4.9, no domínio do tempo se
torna:

𝐼(𝑀, 𝑡 = 0) =
1

4𝜋2

∫︁ ∫︁
𝐴

𝑑𝜉𝑐𝑤𝑓 (𝜉𝑐,𝑀)
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑈 [𝜉𝑐, 𝑡 + 𝜏𝐷(𝜉𝑐,𝑀)] . (4.22)

Onde 𝑤𝑓 = 2𝜋
𝑖𝜔
𝜔𝑏 e 𝑈(𝜉𝑐, 𝑡) é a transformada inversa de Fourier do dado empilado pelos

feixes gaussianos na integral interna da equação 4.12 dada por:

𝑈(𝜉𝑐, 𝑡) =

∫︁
𝐷

∫︁
𝑑𝜉

′

1𝑑𝜉
′

2(cos𝛼
′

𝑆, cos𝛼
′

𝐺)−1[− detH𝑃 (𝜉
′

1, 𝜉
′

2)]
1/2𝑢(𝜉

′
)𝑊 (𝑡− 𝑇 (𝜉𝑐, 𝜉

′
)).

(4.23)

Usando a aproximação de que as principais contribuições para a integral interna vêm de
amplitudes com coordenadas perto da fonte e do receptor com o vetor de parâmetro 𝜉𝑐, ou seja,
o centro do feixe de coordenadas, implementamos o algoritmo de KGB no domínio do tempo
com base na equação 4.22 na forma discreta:

𝐼(𝑀, 𝑡 = 0) =

(︂
1

4𝜋2

)︂
(∆𝜉𝑐)

2

𝑚+1∑︁
𝑗=1

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑤𝑗𝑘
𝑓 (𝑀, 𝜉𝑗1𝑐, 𝜉

𝑘
2𝑐)𝑈𝑖𝑗[𝜉

𝑗
1𝑐, 𝜉

𝑘
2𝑐, 𝑡 + 𝜏𝐷(𝑀, 𝜉𝑗1𝑐, 𝜉

𝑘
2𝑐)]

(4.24)

𝑈𝑖𝑗(𝜉
𝑗
1𝑐, 𝜉

𝑘
2𝑐, 𝑡) =

√︁
− detH𝑝𝑗𝑘(𝑀, 𝜉𝑗1𝑐, 𝜉

𝑘
2𝑐)[cos𝛼𝑐

𝑆𝑗𝑘(𝑀, 𝜉𝑗1𝑐, 𝜉
𝑘
2𝑐) cos𝛼𝑐

𝐺𝑗𝑘(𝑀, 𝜉𝑗1𝑐, 𝜉
𝑘
2𝑐)]

−1

×
(︂

∆𝜉′

)︂2 𝐿/2∑︁
𝑙=−𝐿/2

𝐽/2∑︁
𝑟=−𝐽/2

𝑢(𝜉
′𝑙
1 , 𝜉

′𝑟
2 )𝑊̈𝑗𝑘𝑝𝑞[𝑡− 𝑇 (𝜉𝑗1𝑐, 𝜉

𝑘
2𝑐; 𝜉

′𝑙
1 , 𝜉

′𝑟
2 )] (4.25)
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5 COMPARAÇÃO ENTRE A MIGRAÇÃO KIRCHHOFF E KGB

5.1 FLUXOGRAMA DO ALGORITMO DE MIGRAÇÃO KGB

A figura (22) ilustra o diagrama do algoritmo de migração implementado para obtenção
dos resultados deste capítulo. Onde o pseudocódigo (ou portugol) usa as seguintes notações:

=⇒ Interruptor de terminal (início ou fim da execução do programa);
=⇒ Entrada e saída (usado em variáveis);

=⇒ Processos pré-definidos (leitura de arquivos de configuração);
=⇒ Processo ou etapa auxiliar (Funções ou subrotinas);

=⇒ Armazenamento interno (gravação em memória);

=⇒ Laço de decisão.

Figura 22 – Fluxograma do algoritmo de migração KGB implementado.

Fonte: Do autor
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5.2 RESPOSTA AO IMPULSO

Antes de testar um algoritmo de migração em qualquer tipo de dado, sua resposta im-
pulsiva precisa ser testada. A resposta ao impulso do operador de migração Kirchhoff é repre-
sentada por uma elipse em modelo de velocidade constante, com os focos nas posições de fontes
e geofones. Isso significa que os “candidatos” a pontos de reflexão podem possuir até aproxi-
madamente 900 de mergulho. Por outro lado, devido ao efeito de “espalhamento” no ponto de
reflexão o resultado final são pontos alinhados ao longo de uma curva e/ou superfície (figura
(23)).

Figura 23 – Resposta ao impulso do operador Kirchhoff-PSDM

Fonte: Do autor

A aplicação do algoritmo KGB-PSDM sobre um impulso nos leva ao resultado obser-
vado na figura (24). Novamente a resposta impulsiva do operador é eliptica, devido ao fato do
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algoritmo ser essencialmente Kirchhoff e o dado de entrada ser o impulso de um único traço,
porém vemos que o carater elíptico da curva se restringe mais acentuadamente a uma zona pró-
xima do possível ponto refletor. Esta região se refere à zona de Fresnel do ponto espalhador de
energia e é o resultado da contribuição do traços vizinhos ao traço de referência, indicando que
o algoritmo KGB procura imagear em região próxima ao ponto de difração e não somente o
ponto difrator.

Figura 24 – Resposta impulsiva do operador, mostrando a elipse de migração. Notar que, apesar
da forma eliptica do operador, há um reforço apenas nas proximidades da zona de Fresnel, onde
se encontra o ponto difrator.

0

200

400

600

800

1000

1200

500 1000 1500 2000
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Fonte: Do autor

Para efeito de comparação entre o comportamento do operador Kirchhoff e KGB, fez-se
a amostragem das maiores amplitudes de cada traço das repostas ao impulso das figuras (23) e
(24). O resultado pode ser visto na figura (25).
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Figura 25 – Comparação entre as maiores amplitudes de cada traço da resposta impulsiva do
operador Kirchhoff e KGB.

Fonte: Do autor

5.3 MIGRAÇÃO 2-D DOS DADOS SINTÉTICOS MARMOUSI

Os dados sintéticos Marmousi se tornaram por muito tempo dados de teste para vários
algoritmos de migração. Trata-se de um dado acústico 2-D, de estrutura complexa, basedo na
geologia da bacia de Cuanza, em Angola (VERSTEEG, 1994). O estilo estrutural desse modelo
dominado por falhas lístricas de crescimento, as quais se levantam desde um truncamento de
sal até chegar à complicada estrutura de velocidade na parte superior do modelo (figura (27)).

O dado consiste de 240 famílias de tiro comum, com um intervalo entre cada tiro de
25𝑚. Os tiros foram dados a partir de 3 𝑘𝑚 até 9 𝑘𝑚. Cada família de tiro é formada por
96 traços, com intervalo de grupo de 25𝑚, sendo o afastamento mais próximo de 200 𝑚 e
afastamento mais distante de 2750 𝑚. Cada traço possui 750 amostras de tempo, com 4 𝑚𝑠 de
intervalo de amostragem. O tempo total de registro 3 𝑠.

Nas figuras (29) e (30) temos os resultados das migrações em profundidade para o mo-
delo Marmousi usando os algoritmos Kirchhoff e KGB, respectivamente. O procedimento para
obtenção das imagens é descrito no fluxograma da figura (22). O modelo de velocidades para o
presente exemplo (figura (27)) tem a seguinte discretização:

𝑛𝑥 𝑛𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑧

2301 751 4 𝑚 4 𝑚
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O modelo foi amostrado e suavizado com os seguintes valores (figura (28)):

𝑛𝑥 𝑛𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑧

51 21 164 𝑚 150 𝑚

Os dados Marmousi apresentados na figura (26) foram migrados para um espaço de
discretização com (figuras (29) e (30)):

𝑛𝑥 𝑛𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑧

4101 1501 2 𝑚 2 𝑚

Figura 26 – Dados “Marmousi” com afastamento comum de 200 𝑚.
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Nas figuras (29) e (30) são mostrados os resultados da aplicação das equações (4.7)
e (4.24), respectivamente, para o modelo de velocidades Marmousi suavizado em uma seção
de entrada, a qual é visualizada na figura (26). Os resultados mostram que ambas as imagens
migradas apresentam uma boa continuidade dos refletores, no entanto, diferindo quanto à niti-
dez da imagem, pois neste aspecto a imagem migrada da figura (30) apresenta-se mais limpa
quando comparada à imagem migrada da figura (29), isto é, os efeitos de borda são atenuados
e o refletor é realçado.

Para ressaltar a diferença entre a migração Kirchhoff e KGB, foram destacadas e enu-
meradas algumas regiões nas figuras (29) e (30), com isso observa-se que na região:

(1) Usando o algoritmo de Kirchhoff, é possível visualizar um possível reservatório. Porém o
topo e a base são melhores delineadas usando o algoritmo KGB;

(2) Ao aplicar a migração KGB, ocorre um melhora na delimitação das dobras tipo anticlinal
quando comparado com a migração Kirchhoff. Além disso a seta:

(a) Mostra que a migração Kirchhoff, ao invés da migração KGB, não conseguiu definir
com detalhe de clareza a interface abaixo das dobras tipo anticlinal;

(b) Assinala uma interseção de interfaces, onde estruturas como essas podem causar
grande espalhamento de energia. Por tal motivo, o resultado de imageamento apre-
sentado por Kirchhoff mostra uma leve distorção, enquanto o método KGB gera
uma imagem com ausencia da distorção.

(3) A migração KGB melhorou o realce dos refletores e concentrou as amplitudes causando,
dessa maneira, uma melhora na determinação na interface;

(4) Ocorre o mesmo que na região destacada de número (3), porém em refletor com uma acen-
tuada inclinação.

Nota-se que a imagem KGB (figura (30)) é menos ruidosa que a imagem Kirchhoff
(figura (29)). Observa-se que todas a falhas são bem determinadas e que os refletores apresentam
excelentes continuidades laterais. Também se observa que o processo KGB foi mais eficiente
em imagear regiões mais próximas da superfície.
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5.4 MIGRAÇÃO 3-D DOS DADOS SINTÉTICOS DO DOMO DE SAL SEG/EAGE

Para aplicar a migração Kirchhoff e KGB 3-D, escolheu-se o dado sintético do domo
de sal SEG/EAGE, etapa A1, disponibilizado no cd-rom que acompanha o texto Aminzadeh
et al. (1997). O dado consiste de 138 tiros simulando uma aquisição marinha com 6 linhas
distribuidas a 80 𝑚 de distância. Em cada linha, há 65 receptores dispostos a uma distância
de 40 𝑚 (figura (31)), sendo a primeira linha no crossline 7500 𝑚 em 𝑥 e a última linha no
crossline 7900 𝑚 em 𝑥. O domínio in-line do levantamento é de 500 𝑚 a 11980 𝑚. O menor
afastamento na superfície de aquisição é de 160 𝑚 e o maior afastamento é de 2760 𝑚. O tempo
de amostragem é de 8 𝑚𝑠 em 5 𝑠 de gravação.

Figura 31 – Geometria de aquisição dos dados sintéticos com 49116 traços (arquivo salt-

a1.segy de 128,3 MB do cd-rom de Aminzadeh et al. (1997).
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Para fazer a migração 3-D em profundidade, utilizou-se o modelo disponiblizado no cd-

rom que acompanha o texto Aminzadeh et al. (1997) com dimensão de 13, 5 𝑘𝑚 × 13, 5 𝑘𝑚 ×
4, 2 𝑘𝑚. A distribuição de velocidades mostrada na figura (33) estão discretizadas da seguinte
maneira:

𝑛𝑥 𝑛𝑦 𝑛𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧

676 676 210 20 𝑚 20 𝑚 20 𝑚



Capítulo 5. COMPARAÇÃO ENTRE A MIGRAÇÃO KIRCHHOFF E KGB 79

O modelo foi amostrado e suavizado com os seguintes valores (figura (35)):

𝑛𝑥 𝑛𝑦 𝑛𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧

21 575 210 20 𝑚 20 𝑚 20 𝑚

Os dado sintético, etapa A1, do domo de sal SEG/EAGE apresentados na figura (32)
foram migrados para um espaço com (figuras (37) e (38)):

𝑛𝑥 𝑛𝑦 𝑛𝑧 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧

21 575 210 20 𝑚 20 𝑚 20 𝑚

Figura 32 – Dados “Domo de Sal SEG/EAGE” com afastamento comum mais próximo.

Fonte: Do autor



Capítulo 5. COMPARAÇÃO ENTRE A MIGRAÇÃO KIRCHHOFF E KGB 80

Fi
gu

ra
33

–
M

od
el

o
do

do
m

o
de

sa
lS

E
G

/E
A

G
E

.O
vo

lu
m

e
de

lim
ita

do
po

rt
ra

ço
s

ve
rm

el
ho

s
é

a
zo

na
al

vo
co

m
cr

os
sl

in
e

[7
50

0,
79

00
]e

o
in

-l
in

e
de

[5
00

,1
19

80
].

Fo
nt

e:
D

o
au

to
r



Capítulo 5. COMPARAÇÃO ENTRE A MIGRAÇÃO KIRCHHOFF E KGB 81

Fi
gu

ra
34

–
Te

m
po

s
de

tr
ân

si
to

do
m

od
el

o
m

os
tr

ad
o

na
fig

ur
a

(3
3)

co
m

a
fo

nt
e

po
si

ci
on

ad
a

na
co

or
de

na
da

𝑥
=

77
00

,𝑦
=

10
20

e
𝑧

=
0.

Fo
nt

e:
D

o
au

to
r



Capítulo 5. COMPARAÇÃO ENTRE A MIGRAÇÃO KIRCHHOFF E KGB 82

Fi
gu

ra
35

–
M

od
el

o
su

av
iz

ad
o

da
zo

na
al

vo
(c

ro
ss

lin
e=

[7
50

0,
79

00
]e

in
-l

in
e=

[5
00

,1
19

80
])

.

Fo
nt

e:
D

o
au

to
r



Capítulo 5. COMPARAÇÃO ENTRE A MIGRAÇÃO KIRCHHOFF E KGB 83

Fi
gu

ra
36

–
Te

m
po

s
de

tr
ân

si
to

do
su

b-
m

od
el

o
m

os
tr

ad
o

na
fig

ur
a

(3
5)

co
m

a
fo

nt
e

po
si

ci
on

ad
a

na
co

or
de

na
da

𝑥
=

77
00

,𝑦
=

10
20

e
𝑧

=
0.

Fo
nt

e:
D

o
au

to
r



Capítulo 5. COMPARAÇÃO ENTRE A MIGRAÇÃO KIRCHHOFF E KGB 84

As figuras (37) e (38) são os resultados das migrações Kirchhoff e KGB para o dado
mostrado na figura (32). Para este exemplo, foi executado o procedimento semelhante ao 2-D e
descrito no fluxograma da figura (22).

Para estudo de comparação entre a migração Kirchhoff e KGB em dados 3-D, selecionou-
se seções (figuras 39) – (48)) das imagens 3-D resultantes de ambas migrações. Além disso,
algumas regiões de cada seção são escolhidas para ratificar as diferenças entre as migrações em
estudo.

As imagems mostradas nas figuras (39) e (40) são fatias em 𝑥 = 7500 𝑚 do “cubo”
de dados após a migração Kirchhoff e KGB, respectivamente. Visualmente, nota-se nas regiões
(1) e (3) que a imagem obtida pelo processo KGB é mais eficiente na caracterização das falhas.
O topo do domo de sal, região (2), na migração Kirchhoff apresenta-se com menor nitidez,
enquanto no método KGB o topo é melhor delineado. Nas regiões (4) e (5), a conclusão é
análoga a obtida na região (2).

As figuras (41) e (42) são seções das imagens 3-D ilustradas nas figuras (37) e (38) em
𝑥 = 7600 𝑚, respectivamente. Fazendo um estudo comparativo das figuras (41) e (42), nota-se
que os resultados da migração Kirchhoff e KGB diferem apenas nas regiões (1) e (2), as quais
são melhores imegeadas pelo processo KGB.

Comparando as figuras (43) e (44), observa-se que a migração advinda do algoritmo
KGB (figura (44)) na seção 𝑥 = 7700 𝑚 delimita melhor a parte superior do domo de sal. Isso
pode ser visto nas regiões (1) e (2).

Na seção 𝑥 = 7800 𝑚 (figuras (45) e (46)), pode-se fazer um estudo comparativo
semenlhente a seção 𝑥 = 7700 𝑚. Isso, deve-se ao fato de haver pequena variação de profundi-
dade entre as interfaces da seção em 𝑥 = 7700 𝑚 e 𝑥 = 7800 𝑚.

A imagem da figura (47), que é uma seção do resultado da migração KGB, nas regiões
(1) e (3) possuem uma resolução melhor das falhas. A delimitação do topo do domo de sal,
região (2), é mais acentuada no processo KGB. Nas regiões (4) e (5), as interfaces são melhor
focalizadas na figura (47).

Após analisar as cinco seções (figuras (41) e (42)) dos resultados de migração Kirchhoff
e KGB (figuras (37) e (38)) , pode-se concluir que o processo KGB é um complemento na
melhora da qualidade das imagens obtidas pelo algoritmo de Kirchhoff. Além disso, o efeitos
de borda causados pela migração Kirchhoff são atenuados na KGB, fato este constatado nas
seções extremas (𝑥 = 7700 e 𝑥 = 7900).
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6 CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS

6.1 CONCLUSÕES

Na presente Tese foi desenvolvida uma nova alternativa para construções de imagens
sísmicas em profundidade, a qual é baseada em três teorias principais: aproximação de kir-
chhoff, feixes gaussianos e verdadeira amplitude. O algoritmo de migração, denominado de
Kirchhoff-Gaussian-Beam (KGB), obtido com tais conceitos teóricos foi a implementação da
integral de sobreposição de campos paraxiais (feixes gaussianos) em 3-D, onde a mesma é in-
serida no núcleo do operador integral de migração Kirchhoff convencional 3-D. Além disso,
propôs-se usar a zona de fresnel projetada como domínio de integração do feixes gaussianos.
Ou seja, para cada ponto em profundidade, a migração 3-D KGB pré-empilhamento consiste
em delimitar subconjuntos do dado sísmico na zona de fresnel projetada para ser empilhado
através da integral de sobreposição de feixes gaussianos e, em seguida, serem acumulados na
superfície de Huygens.

O procedimento de migração KGB foi testado em dois tipos de dados sísmicos sinté-
ticos. O primeiro é conhecido como Marmousi, nele é simulada a aquisição de dados em um
modelo geológico 2-D com elementos de refletores planos, curvos e com inclinações acentuada.
O segundo é conhecido como domo de sal SEG/EAGE, que consiste de uma aquisição sintética
de dados 3-D em um ambiente geológico com uma zona alvo de alto contraste de velocidade.
O exemplo numérico 2-D demonstra a influência sobre a imagem da aplicação do operador
KGB quando comparado à migração Kirchhoff, principalmente em regiões onde a migração
Kirchhoff produz artefatos. Os resultados 3-D obtidos com Kirchhoff e KGB apresentaram
uma boa delineação do domo de sal, porém as falhas geológias foram melhor caracterizadas na
migração KGB. Assim, tanto nas imagens 2-D quanto 3-D, mostram uma boa continuidade nos
refletores sísmicos, diferindo apenas na resolução das imagens em interseção de refletores e em
refletores que se encontram em região do modelo com contraste de velocidade nulo.

Como maior contribuição nesta Tese, foi apresentada uma nova estratégia para a mi-
gração em amplitudes preservadas de que utiliza como base a zona de fresnel projetada. Alta
precisão é conseguida porque as derivadas de segunda ordem complexas estão incluídas, a fim
de reconhecer a curvatura da frente de onda. O algoritimo permite a determinação dos parâ-
metros da zona de fresnel projetada na superfície de aquisição através da matriz propagadora
e da matriz de Bortifeld, reduzindo assim a necessidade de calcular a zona de fresnel na pro-
fundidade. O método também fornece uma ferramenta de iluminação do meio em regiões de
singularidade para teoria do raio tradicional. Testes em dados com diferentes domínios de aqui-
sição confirmam a eficiência e precisão.

Tivemos o cuidado de não elevar o custo computacional da migração KGB ao inse-
rir a zona de fresnel projetada, pois três fatores determinam as principais contribuições para
o aumento no esforço computacional no processo tradicional de empilhamento das curvas de
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difração: A superfície de tempo de difração deve ser calculada para cada ponto de imagem; o
cálculo das funções peso adequadas e a soma realizada ao longo de toda a abertura do experi-
mento sísmico.

6.2 PERSPECTIVAS

Como proposta de continuidade e aperfeiçoamento do KGB 3-D, dever ser deduzida
uma fórmula mais viável, computacionalmente, para o cálculo do eixo maior e eixo menor da
zona de fresnel projetada em função da matriz H𝑃 . Para isso, dever ser feito estudo dedutivo
e experimental de qual a melhor norma matricial a ser adotada para obter uma expressão que
leve em consideração o meio 3-D. Uma sugestão é usar a norma matricial euclidiana induzida
ao vetor de comprimento unitário na zona de Fresnel projetada.

Para que se possa caracterizar de uma forma mais precisa a robustez da migração KGB,
há necessidade de se compreender melhor o comportamento do processo em meios elásticos e
anisotrópicos. Além disso, testes futuros precisam ser efetivados em dados sintéticos de perfil
vertical sísmico VSP, em dados sísmicos reais e comparar com a migração reversa no tempo.
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APÊNDICE A – Formalismo da Zona de Fresnel Projetada: Caso 3-D

Para encontrar uma expressão para a zona de Fresnel em termos de parâmetros dos raios
paraxiais, deve ser considerado que o raio 𝑆𝑀̄ seja um raio paraxial do primeiro segmento do
raio 𝑆𝐺 (figura (13)). De forma análoga, considera-se que 𝑀̄𝐺 representa o raio paraxial do
segundo segmento do raio.

No primeiro segmento do raio, a superfície anterior Σ𝐴 é a superfície onde se encontra
a fonte 𝑆, enquanto a superfície de reflexão Σ representa a superfície posterior. No segundo
ramo do raio, a superfície anterior passa a ser descrita pela superfície de reflexão Σ e superfície
posterior por Σ𝑃 e onde se encontra o receptor 𝑅.

No primeiro caso, toma-se uma superfície auxiliar Υ𝑜 tangente a Σ𝐴 em 𝑆 e nele se
estabelece um sistema de coordenadas 2-D, com origem em 𝑆, Assim, para cada ponto 𝑆 lo-
calizado na superfície anterior Σ𝐴, onde se encontra 𝑆, é definido um vetor x⃗ = (𝑥, 𝑦)⊤ da
projeção normal de 𝑆 sobre o plano auxiliar Υ𝑜. Em 𝑅 na superfície posterior Σ𝑃 , é construído
um sistema de coordenadas análogo e se estabelece um vetor-posição x⃗′ = (𝑥′, 𝑦′)⊤ para a pro-
jeção normal de 𝑅̄ sobre Υ𝑓 tangente em 𝑅. Sobre a superfície auxiliar Σ𝐹 em 𝑀 , a projeção
normal de 𝑀̄ é descrita poelo vetor posição x⃗𝑀 = (𝑥𝑀 , 𝑦𝑀)⊤. As projeções dos vetores vetores
vagarosidade do raio 𝑆𝐺 sobre os três planos descritos anteriormente são dados por p𝑜, p′

𝑜 e
p𝑀𝑜, respectivamente. Assim, a equação (2.61) para cada ramo do raio:

𝜏(x⃗𝑀 , x⃗) = 𝜏𝑜1 + p𝑀𝑜 · x⃗𝑀 − p𝑜 · x⃗− x⃗ ·B−1
1 x⃗𝑀

+
1

2
x⃗ ·B−1

1 A1 x⃗ +
1

2
x⃗𝑀 ·D1B

−1
1 x⃗𝑀 (A.1)

𝜏(x⃗′, x⃗𝑀) = 𝜏𝑜2 + p′
𝑜 · x⃗′ − p𝑀𝑜 · x⃗𝑀 − x⃗𝑀 ·B−1

2 x⃗′

+
1

2
x⃗𝑀 ·B−1

2 A2 x⃗𝑀 +
1

2
x⃗′ ·D2B

−1
2 x⃗′ (A.2)

Onde, 𝜏𝑜1 = 𝜏(𝑀,𝑆) e 𝜏𝑜2 = 𝜏(𝑅,𝑀) são os tempos de trânstido do raio central 𝑆𝐺 ao
longo de cada um dos ramos; 𝜏(x⃗𝑀 , x⃗) = 𝜏(𝑀̄, 𝑆) e 𝜏(x⃗′, x⃗𝑀) = 𝜏(𝑅, 𝑀̄) são aproximações
parabólicas e as matrizes A, B e D são submatrizes da matriz propagadora de Bortfeld T.

Somando as equações A.1 e A.2:
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𝜏(x⃗𝑀 , x⃗) + 𝜏(x⃗′, x⃗𝑀) = 𝜏𝑜1 + 𝜏𝑜2 + (p𝑀𝑜 · x⃗𝑀 − p𝑀𝑜 · x⃗𝑀) + (−p𝑜 · x⃗ + p′
𝑜 · x⃗′)

−x⃗ ·B−1
1 x⃗𝑀 − x⃗𝑀 ·B−1

2 x⃗′

+
1

2
x⃗ ·B−1

1 A1 x⃗ +
1

2
x⃗′ ·D2B

−1
2 x⃗′

+
1

2
x⃗𝑀 ·D1B

−1
1 x⃗𝑀 +

1

2
x⃗𝑀 ·B−1

2 A2 x⃗𝑀 (A.3)

Considerando que x⃗ = 0 e x⃗′ = 0:

𝜏(x⃗𝑀 , x⃗) + 𝜏(x⃗′, x⃗𝑀) = 𝜏𝑜1 + 𝜏𝑜2

+
1

2
x⃗𝑀 ·D1B

−1
1 x⃗𝑀 +

1

2
x⃗𝑀 ·B−1

2 A2 x⃗𝑀 (A.4)

Subistituindo a equação A.4 na inequação 3.39:

⃒⃒⃒⃒
𝜏𝑜1 + 𝜏𝑜2 +

1

2
x⃗𝑀 ·D1B

−1
1 x⃗𝑀 +

1

2
x⃗𝑀 ·B−1

2 A2 x⃗𝑀 − 𝜏(𝑆,𝑅)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑇

2
=

1

2𝑓
(A.5)

Como 𝜏𝑜1 + 𝜏𝑜2 = 𝜏(𝑅, 𝑆). Conclui-se que:

⃒⃒
x⃗𝑀 ·D1B

−1
1 x⃗𝑀 + x⃗𝑀 ·B−1

2 A2 x⃗𝑀

⃒⃒
≤ 𝑇 =

1

𝑓
(A.6)

Ou seja:

⃒⃒
x⃗⊤
𝑀

(︀
D1B

−1
1 + B−1

2 A2

)︀
x⃗𝑀

⃒⃒
≤ 𝑇 =

1

𝑓
(A.7)

Definindo D1B
−1
1 + B−1

2 A2 = HF, chega-se na mesma expressão citada na equação
3.40:

⃒⃒
x⃗⊤
𝑀HFx⃗𝑀

⃒⃒
≤ 𝑇 =

1

𝑓
(A.8)

A zona de Fresnel projetada é definida como uma região em um plano Σ𝑃 , localizado
sobre a superfície de aquisição de dados, e pertence a um conjunto de raios paraxiais de reflexão
𝑆𝑀̄𝑅𝑅̄. Estabelecendo um vetor-posição x⃗𝑅 = (𝑥𝑅, 𝑦𝑅)⊤ para todos os pontos das projeções
de 𝑀̄𝑅 sobre Σ𝐹 . Assim é possível estabelecer a projeção da zona de Fresnel sobre a superfície
de aquisição de dados através de uma transformação linear de x⃗𝑅 para 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2)

⊤. Esse
mapeamento é deduzido por Schleicher et al. (2007):

𝜉 − 𝜉𝑜 = (Λ−1HFx⃗𝑅) (A.9)
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Sendo Λ = B−1
1 ΓS +B−1

2 ΓR. As matrizes ΓS e ΓR são chamadas por Schleicher et al.
(2007) de matrizes de configuração. Logo, a equação A.8 pode ser reescrita como apresentado
na equação 3.42:

⃒⃒
(𝜉 − 𝜉𝑜)

⊤HP(𝜉 − 𝜉𝑜)
⃒⃒
≤ 𝑇 (A.10)

Onde, HP = Λ⊤HFΛ é a matriz da zona de Fresnel projetada.
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APÊNDICE B – Formalismo da Zona de Fresnel Projetada: Caso 2-D

No caso 2-D, a expressão A.10 se reduz a:

⃒⃒
(𝜉 − 𝜉𝑜)

2𝐻𝑃

⃒⃒
≤ 𝑇 ou − 𝑇 ≤ (𝜉 − 𝜉𝑜)

2𝐻𝑃 ≤ 𝑇 (B.1)

Onde, 𝑓 é a frequência dominante da onda mono-frequente e 𝐻𝑃 é o elemento HP𝑖,𝑗=1

da matriz da zona de fresnel projetada (3.43). Considerando apenas períodos não-negativos e
apenas a região de fronteira da zona de Fresnel projetada:

(𝜉 − 𝜉𝑜)
2𝐻𝑃 = 𝑇 (B.2)

Note que 𝜉 − 𝜉𝑜 é o raio da circunferência que delimita a zona de Fresnel projetada.
Assim, denotando 𝜉 − 𝜉𝑜 = 𝑟𝑧𝑝, Ferreira (2007) concluiu que:

𝑟𝑧𝑝 =

√︂
𝑇

𝐻𝑃

ou 𝑟𝑧𝑝 =

√︂
1

𝑓𝐻𝑃

(B.3)
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APÊNDICE C – Formalismo da condição inicial dos feixes gaussianos em

função da zona de Fresnel projetada: Caso 2-D

Segundo Müller (1984) a expressão analítica para a meia largura 𝐿 de um feixe gaussi-
ano na situação 2-D é definida pela seguinte expressão matemática:

𝐿2 =
2

𝜔

(𝜖1𝑞1 + 𝑞2)
2 + 𝜖22𝑞

2
1

𝜖2
(C.1)

Como o interesse é obter a propagação do feixe Gaussian estreita e estável, Ferreira
(2007) encontrou o parâmetro 𝜖 = 𝜖1+𝑖𝜖2 do feixe igualando o raio da zona de Fresnel projetada
(equação (B.3)) com a meia largura (equação (C.1)). Assim:

𝐿2 = 𝑟2𝑧𝑝 (C.2)

2

𝜔

(𝜖1𝑞1 + 𝑞2)
2 + 𝜖22𝑞

2
1

𝜖2
=

1

𝑓𝐻𝑃

(C.3)

2

2𝜋𝑓
(𝜖1𝑞1 + 𝑞2)

2 + 𝜖22𝑞
2
1 =

1

𝑓𝐻𝑃

𝜖2 (C.4)

(𝜖1𝑞1 + 𝑞2)
2 + 𝜖22𝑞

2
1 =

𝜋

𝐻𝑃

𝜖2 (C.5)

Baseado nas discuções do Müller (1984) (casos (a) – (c) da seção 3.6) para atribuição
de valores para 𝜖1 e 𝜖2, considera-se 𝜖1 = 0 e 𝜖2 > 0. Assim a equação C.5, torna-se:

𝑞22 + 𝜖22𝑞
2
1 =

𝜋

𝐻𝑃

𝜖2 ou 𝜖22𝑞
2
1 −

𝜋

𝐻𝑃

𝜖2 + 𝑞22 = 0 (C.6)

Onde a equação (C.7) é do 2𝑜 grau. Assim, para obter 𝜖2 a partir de quantidades conhe-
cidas do traçamento de raios basta encontrar as raízes da equação (C.7). Denotando 𝜖2 = 𝜖

(𝑓)
2 :

𝜖
(𝑓)
2 =

𝜋
𝐻𝑃

+
√︁

( 𝜋
𝐻𝑃

)2 − 4𝑞21𝑞
2
2

2𝑞21
(C.7)
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APÊNDICE D – Análise assintótica da integral de migração KGB

Usando as coordenadas 3-D cartesianas gerais com vetor posição x = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), con-
siderando o plano Σ𝑃 de forma a coincidir com a superfície da aquisição, ou seja, a superfície
da terra, onde são distribuídos os pares de fonte 𝑆 e geofone 𝐺 com coordenadas cartesianas
2-D locais especificados pelo vetor de parâmetros 𝜉, expresso por:

x𝑆 = x𝑆(𝜉) e x𝐺 = x𝐺(𝜉) (D.1)

Cada coordenada do vetor de parâmetro 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2)
⊤, com a abertura de migração 𝒜

da integral externa na equação (4.9), é uma coordenada de um feixe central, isto é, 𝜉 = 𝜉𝑐,
referente a um subconjunto de traços sísmicos selecionados relacionado a um feixe gaussiano .

O tempo de trânsito paraxial complexo de um raio paraxial, com percurso inciando em
x𝑆(𝜉𝑏) e terminando em x𝐺(𝜉)𝑏, calculados a partir de parâmetros de um raio central de um
feixe expecífico com 𝜉 = 𝜉𝑐 pode ser expresso por (BORTFELD, 1989; SCHLEICHER et al.,
2007; CĚRVENÝ, 2001):

𝜏(𝜉𝑐, 𝜉𝑏) = 𝜏𝑅(𝜉𝑐) − p⊤
𝑆Γ𝑆(𝜉𝑏 − 𝜉𝑐) + p⊤

𝐺Γ𝐺(𝜉𝑏 − 𝜉𝑐) +
1

2
(𝜉𝑏 − 𝜉𝑐)

⊤H(𝜉𝑐)(𝜉𝑏 − 𝜉𝑐) (D.2)

O parâmetro 𝜉𝑏 = (𝜉𝑏1, 𝜉𝑏2) especifica a posição do traço sísmico com relação subcon-
junto de traços sísmicos relacionado a um feixe gaussiano com centro em 𝜉𝑐 (figura (21)). Se
ele é avaliado a partir dos parâmetros do raio central no ponto estacionário em um ponto crítico
𝜉𝑐 = 𝜉*𝑐 , o tempo de trânsito paraxial da equação (D.2) é 𝜏(𝜉*𝑐 , 𝜉𝑏).

Alternativamente, pode-se expressar o tempo de trânsito 𝜏(𝜉𝑐, 𝜉𝑏) pela soma de dois
tempos de trânsitos 𝜏𝑆(x𝑅,x𝑆) (tempo da fonte em x𝑆 até um ponto do refletor em x𝑅) e
𝜏𝐺(x𝑅,x𝐺) (tempo de um ponto do refletor em x𝑅 até o geofone em x𝐺). Se o tempo de trânsito
total 𝜏𝐷(x𝑆,x𝐺,x𝑅) = 𝜏𝑆(x𝑆,x𝑅) + 𝜏𝐺(x𝐺,x𝑅) corresponder a um raio paraxial refletido que
obedece a lei de snell, que depende das coordenadas da fonte, do geofone e do ponto de reflexão,
então o tempo de trânsito paraxial expresso pelo raio estácionário central a um feixe é dado por:

𝜏𝐷(𝜉𝑐,𝜂;𝑀 = 𝑅) = 𝜏(𝜉*𝑐 , 𝑅
*) − p⊤

𝑆 (𝜉*𝑐)Γ𝑆(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐) + p⊤
𝐺(𝜉*𝑐)Γ𝐺(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐)

−(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐)H𝑃 (𝜂*)𝜂

+
1

2
(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐)

⊤H𝐷(𝜉*𝑐)(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐) +
1

2
𝜂⊤H𝑃 (𝜂*)𝜂 (D.3)

Onde 𝜏(𝜉*𝑐 , 𝑅
*) = 𝜏(𝜉*𝑐) é o tempo de trânsito refletido no raio estacionário do centro de

um feixe. O vetor de parâmetros na superfície da Terra 𝜂 = (𝜉𝑏−𝜉𝑐) obedece a relação expressa
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na equação (4.13). Se o raio não é de reflexão, o tempo de trânsito da equação (D.3) corresponde
a um raio arbitrário e as coordenadas da fonte, do geofone e do ponto em profundidade não são
dependentes entre si.

Se o vetor de parâmetros 𝜉𝑐 = 𝜉*𝑐 e 𝑀 = 𝑅 na equação (D.3), então 𝜂 = (𝜉𝑏 − 𝜉*𝑐) e o
tempo de difração paraxial é:

𝜏𝐷(𝜉𝑐,𝜂;𝑀 = 𝑅) = 𝜏(𝜉*𝑐 , 𝑅
*) +

1

2
𝜂⊤H𝑃 (𝜂*)𝜂 (D.4)

A superfície da empilhamento de difração, chamada de superfície de Huygens, no pro-
cesso de migração Kirchhoff calculada para um ponto arbitrário 𝑀 em profundidade é, então,
a seguinte função tempo de trânsito:

𝜏𝐷(𝜉𝑐,𝜂 = 0;𝑀) = 𝜏(𝜉*𝑐 ,𝑀) − p⊤
𝑆 (𝜉*𝑐)Γ𝑆(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐) + p⊤

𝐺(𝜉*𝑐)Γ𝐺(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐)

+
1

2
(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐)

⊤H𝐷(𝜉*𝑐)(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐) (D.5)

Ao inserir na equação (4.9) tempos de trânsito de complexos, 𝜏(𝜉𝑐, 𝜉𝑏) = Re{𝜏(𝜉𝑐, 𝜉𝑏)}+

𝑖 Im{𝜏(𝜉𝑐, 𝜉𝑏)} da equação (D.2), a superfície de Huygens da equação (D.5) e considerando
que a maior contribuição da integral venha da região do feixe próxima de um raio central com
parâmetro 𝜉𝑐, pode-se expressar as verdadeiras amplitudes da migração KGB em profundidade
como:

𝐼(𝑀,𝜔) =
−𝑖𝜔

2𝜋
𝑊̂ (𝜔)

∫︁ ∫︁
𝒜
𝑑𝜉1𝑐𝑑𝜉2𝑐 𝑤𝑏(𝑀, 𝜉𝑐, 𝜔)𝑒𝑥𝑝[𝑖𝜔 𝜏𝐷(𝜉𝑐,𝜂 = 0;𝑀)]

(cos𝛼
′

𝑠 cos𝛼
′

𝐺)−1[− detH𝑃 (𝜉
′

𝑐1, 𝜉
′

𝑐2)]
1/2𝑢𝐵

𝑜 (𝜉𝑐)

∫︁ ∫︁
𝒟
𝑑𝜉

′

1𝑐𝑑𝜉
′

2𝑐 exp[−𝑖𝜔 𝜏𝑔𝑏(𝜉𝑐, 𝜉𝑏)] (D.6)

Assim, a integral interna torna-se:

𝑈̂𝑏(𝜉𝑐, 𝜔) = (cos𝛼
′

𝑠 cos𝛼
′

𝐺)−1[− detH𝑃 (𝜉
′

𝑐1, 𝜉
′

𝑐2)]
1/2𝑢𝐵

𝑜 (𝜉𝑐)∫︁ ∫︁
𝒟
𝑑𝜂 exp[−𝑖𝜔 𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉𝑐,𝜂,𝑀)] (D.7)

Com a ajuda dos tempos de trânsito expressos nas equações (D.2) e (D.3):

𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉𝑐,𝜂,𝑀) = 𝜏𝐷(𝜉𝑐,𝜂;𝑀 = 𝑅) − 𝜏(𝜉𝑐, 𝜉𝑏) (D.8)

Usando as condições da fase estacionária, encontra-se dois resultados importantes:
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1.Para 𝜕𝜏𝑑𝑖𝑓/𝜕𝜉𝑐 = 0 no ponto critico 𝜉𝑐 = 𝜉*𝑐 , encontra-se a identidade ∇𝜉𝜏𝑅(𝜉*𝑐 , 𝜉𝑏 =

𝜉*𝑐) ≡ ∇𝜉𝜏𝐷(𝜉𝑐 = 𝜉*𝑐 ,𝜂 = 0;𝑀 = 𝑅*), ou seja, o gradiente da parte imaginária da fun-
ção tempo de trânsito de reflexão é negligenciando, que para 𝜂 = 0 significa a condição
de tangência entre as superfícies de Huygens e de reflexão no ponto crítico.

2.Para 𝜕𝜏𝑑𝑖𝑓/𝜕𝜂 = 0 no ponto critico 𝜂*, o gradiente da parte imaginária da função tempo
de trânsito de reflexão é negligenciando, encontrando ∇𝜂𝜏𝑅(𝜉*𝑐 , 𝜉𝑏) ≡ ∇𝜂𝜏𝐷(𝜉𝑐,𝜂

*;𝑀 =

𝑅*). Assim, p + 𝜂*⊤H𝑃 (𝜂*) = 0, com p⊤ = −(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐)
⊤H𝑃 (𝜂*) da equação (D.3)

resulta em 𝜂* = (−p⊤H−1
𝑃 (𝜂*))⊤, que significa as coordenadas da fase estacionária

𝜂* = (𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐).

Considerando as condições da fase estacionária obtidas acima, o tempo de trânsito 𝜏𝑑𝑖𝑓

da equação (D.8) pode ser expandida em série de Taylor:

𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉𝑐,𝜂,𝑀) = 𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉*𝑐 ,𝜂 = 0,𝑀)+
1

2
(𝜉𝑐−𝜉*𝑐)

⊤H𝜉(𝜉
*
𝑐)(𝜉𝑐−𝜉*𝑐)+

1

2
𝜂⊤H𝜂(𝜂 = 0)𝜂 (D.9)

No ponto critico 𝜉𝑐 = 𝜉*𝑐 , tem-se a matrix 2 × 2 Hessiana complexa:

H𝜉(𝜉
*
𝑐) = MΔ(𝜉*𝑐) = H(𝜉*𝑐) −H𝐷(𝜉*𝑐) = H𝑃 (𝜉*𝑐) + 𝑖H𝐼(𝜉

*
𝑐) (D.10)

Em 𝜂 = 0, a parte real da matrix 2 × 2 Hessiana complexa é:

H𝜂(𝜂 = 0) ≡ H𝑃 (𝜉𝑏 = 𝜉*𝑐) (D.11)

Usando a equação (D.7), com a ajuda das equações (D.9), (D.10) e (D.11), a equação
(D.6) pode ser reescrita como:

𝐼(𝑀,𝜔) =
−𝑖𝜔

2𝜋
𝑊̂ (𝜔)

∫︁ ∫︁
𝒜
𝑑𝜉𝑐 𝑤𝑏(𝑀, 𝜉𝑐, 𝜔)[− detH𝑃 (𝜉

′

𝑐1, 𝜉
′

𝑐2)]
1/2(cos𝛼

′

𝑠 cos𝛼
′

𝐺)−1

𝑢𝐵
𝑜 (𝜉𝑐) exp[𝑖𝜔 𝜑(𝜉𝑐,𝑀)]

∫︁ ∫︁
𝒟
𝑑𝜂 exp

[︂
𝑖𝜔

1

2
𝜂⊤H𝜂(𝜂 = 0)𝜂

]︂
(D.12)

Onde a função fase da integral externa na equação (D.12) é:

𝜑(𝜉𝑐,𝑀) = 𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉𝑐,𝑀) +
1

2
(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐)

⊤MΔ(𝜉*𝑐)(𝜉𝑐 − 𝜉*𝑐) (D.13)

Com a identidade da equação (D.11), obtém-se:
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𝐼(𝑀,𝜔) ≈ 𝜔

2𝜋
𝑊̂ (𝜔)

∫︁ ∫︁
𝐴

𝑑𝜉𝑐

[︂
2𝜋

𝜔

]︂
𝑤𝑏(𝜉𝑐,𝑀)(cos𝛼𝑐

𝑆 cos𝛼𝑐
𝐺)−1

×𝑢𝐵
𝑜 (𝜉𝑐) exp[𝑖𝜔𝜑(𝜉𝑐,𝑀)] exp

[︂
− 𝑖𝜋

2
(1 − 𝑆𝑔𝑛H𝑃 (𝜉𝑐)/2)

]︂
. (D.14)

No ponto estacionário 𝜉*𝑐 , a integral na equação (D.14) possui uma solução aproximada
assintótica dada por:

𝐼(𝑀,𝜔) ≈ 2𝜋

𝜔
𝑊 (𝜔)𝑤𝑏(𝜉

*
𝑐 ,𝑀, 𝜔)[𝑣𝑠(𝜉

*
𝑐)𝑣𝑔(𝜉

*
𝑐)𝑝𝑠𝑧(𝜉

*
𝑐)𝑝𝑔𝑧(𝜉

*
𝑐)]

−1

× 𝑈Ω
𝑜 𝐶𝑡𝑅𝑐

𝐺𝐵
𝑆

√︀
detMΔ(𝜉*𝑐)

exp

[︂
𝜔𝜏𝑑𝑖𝑓 (𝜉*𝑐 ,𝑀) − 𝑖𝜋

2
(1 − 𝑆𝑔𝑛H𝑃 (𝜉𝑐)/2)

]︂
(D.15)
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