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RESUMO

O Feixe Gaussiano (FG) é uma solugao assintética da equagao da elastodindmica na
vizinhanga paraxial de um raio central, a qual se aproxima melhor do campo de ondas do
que a aproximacao de ordem zero da Teoria do Raio. A regularidade do FG na descri¢ao
do campo de ondas, assim como a sua elevada precisao em algumas regioes singulares do
meio de propagacao, proporciona uma forte alternativa no imageamento sismicos. Nesta
dissertagao, apresenta-se um novo procedimento de migracao sismica pré-empilhamento
em profundidade com amplitudes verdadeiras, que combina a flexibilidade da migragao
tipo Kirchhoff e a robustez da migracao baseada na utilizacdo de Feixes Gaussianos para
a representagao do campo de ondas. O algoritmo de migragao proposto ¢ constituido por
dois processos de empilhamento: o primeiro é o empilhamento de feixes (“beam stack”)
aplicado a subconjuntos de dados sismicos multiplicados por uma funcao peso definida de
modo que o operador de empilhamento tenha a mesma forma da integral de superposicao
de Feixes Gaussianos; o segundo empilhamento corresponde a migracao Kirchhoff tendo
como entrada os dados resultantes do primeiro empilhamento. Pelo exposto justifica-se a
denominagao migracao Kirchhoff-Gaussian-Beam (KGB).Afim de comparar os métodos
Kirchhoff e KGB com respeito a sensibilidade em relagdo ao comprimento da discretizacao,
aplicamos no conjunto de dados conhecido como Marmousi 2-D quatro grids de velocidade,
ou seja, 60m, 80m 100m e 150m. Como resultado, temos que ambos os métodos apresentam
uma imagem muito melhor para o menor intervalo de discretizagdo da malha de velocidade.
O espectro de amplitude das se¢oes migradas nos fornece o contetido de frequéncia espacial

das se¢oes das imagens obtidas.

Palavras-chave: Geofisica. Imageamento Sismico. Feixes Gaussianos. Migragao.



ABSTRACT

The Gaussian Beam (GB) is an asymptotic solution of the elastodynamic equation in
the paraxial vicinity of a central ray, which approaches better the wave field than the
standard zero-order ray theory. The GB regularity in the description of the wave field, as
well as its high accuracy in some singular regions of the propagation medium, provide a
strong alternative to solve seismic modeling and imaging problems. In this dissertation , I
present a new procedure for pre-stack depth migration with true-amplitude, combining
the flexibility and robustness of Kirchhoff migration type using superposition of Gaussian
beams to represent the wave field. The proposed migration algorithm comprises in two
stacking process: the first is the beam stack applied to subsets of seismic data multiplied
by a weight function defined such that stack operator has the same formulation of the
integral of the Gaussian beams superposition; the second is a weighted diffraction stack by
means of the Kirchhoff type integral having as input the stacked data. For these reasons
it is called Kirchhoff-Gaussian-Beam (KGB) migration. In order to compare the Kirchhoff
and KGB methods with respect to the sensibility on relation to the discretization length,
we apply them to the well-know 2D Marmousi dataset using four velocity grids, i.e. 60
m, 80 m, 100 m e 150 m. As result we have that both methods present a much better
image for smaller discretization interval of the velocity grid. The amplitude spectrum of
the migrated sections provide us with the spatial frequency contents of the obtained image

sections.

Keywords: Geophysics. Seismic Imaging. Gaussian Beam. Migration.
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1 INTRODUCAO

Objetivo principal no processamento de dados sismicos é obter uma imagem
representativa da subsuperficie da Terra, onde a migragao faz parte do fluxograma desse
processo. O conceito de migragao consiste em reposicionar os dados gravados em sua
posicao gelogica verdeira. As migragoes podem ser em tempo ou profundidade, as quais
podem ser feita antes ou depois do empilhamento e cada tipo de migracao apresentam

suas potencialidades e fraquezas.

Dentre os diversos tipos de migracao, a migragao Kirchhoff se destaca devido sua
eficacia em compor imagens de refletores com mergulhos ingremes e permitir migrar dados
completos ou apenas parte dele, durante o processo de migracao. A teoria do raio de
ordem zero, é base para calcular a func¢ao Green no operador de imageamento, sendo esta
teoria aplicada de forma efetiva em meios suaves. Com isso, as difragoes observadas em
ambientes com a geologia do meio complexa ou em meios que apresentam fortes variagoes
laterais de velocidades, nao podem ser simuladas adequadamente devido a zonas de sombra

ou ocorréncia de causticas.

A migracao Kirchhoftf em profundidade, requer uma maior necessidade de ferra-
mentas computacionais. O tempo computacional aumenta quando a migragao Kirchhoff
opera diretamente sobre o conjunto de dados pré-empilhados e com verdadeiras amplitudes
para compor a imagem (BIONDI, 2006). Varios trabalhos foram desenvolvidos para obter
imagens mais precisas e computacionamente vidveis, entre os quais se destacam (HILL,
1990; HILL, 2001; ALBERTIN; YINGST; KITSCHENSID, 2004; PROTASOV, 2005;
BLEISTEIN, 2009; FERREIRA; CRUZ, 2009; GRAY; BLEISTEIN, 2009; POPOV et al.,
2010; COSTA, 2012; PEREIRA, 2013). Em todos esses trabalhos o conceito de Feixes
Gaussianos (FG) foram usados para representar o campo de onda. Assim as vantagens
de considerar FG como solugao da equacao da onda sismica vem sendo abordadas nos
trabalhos de Babich e Pankratova (1973), Popov (1982), Cérveny (1982), Miiller (1984),
Konopéskova, (1984), Popov (2002), Zéacek (2006) e Saleh (2011).

O operador da migragao Kirchhoff (SCHNEIDER, 1978) tem duas ideias béasicas
no processo de imageamento. A primeira é oriunda do principio de difragao escalar, onde
o principio de Huygens de fontes secundarias ¢é utilizado para explicar o caminho seguido
por um raio de energia luminosa ao atravessar uma fenda de difracao, localizada sobre
um anteparo e observada em um ponto qualquer (GOODMAN;, 2005). A segunda ideia,
relaciona-se com o trabalho pioneiro de Hagedoorn (1954), cujas superficies de maxima
convexidade foram posteriormente relacionadas a equacao da onda escalar, tornando-se
familiar na literatura geofisica como migracao Kirchhoff (HERTWECK et al., 1973).

Matematicamente, a integral de Kirchhoff é derivada do teorema de Green, usado para
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resolver aproximadamente a equacao da onda em um meio actstico de um campo de ondas

sismica.

A migragao sismica pré-empilhamento em profundidade com verdadeiras amplitudes
que combina a flexibilidade da migracao tipo Kirchhoff (SCHNEIDER, 1978; BLEISTEIN,
1987; SCHLEICHER; TYGEL; HUBRAL, 1993) e a robustez da migragdo baseada
na utilizacdo de Feixes Gaussianos para a representacao do campo de ondas (HILL,
1990; HILL, 2001). O algoritmo de migragao proposto é constituido por dois processos
de empilhamento: o primeiro é o empilhamento de feixes (“beam stack”) aplicado a
subconjuntos de dados sismicos multiplicados por uma funcao peso definida de modo
que o operador de empilhamento tenha a mesma forma da integral de superposicao de
Feixes Gaussianos; o segundo empilhamento corresponde a migracao Kirchhoff tendo
como entrada os dados resultantes do primeiro empilhamento. Pelo exposto justifica-se a

denominagao migragao Kirchhoff-Gaussian-Beam (KGB).

Objetivo principal desse trabalho é estudar os efeitos da discretizagdo do modelo de

velocidade nas migragoes Kirchhoff e KGB, e comparar os seus espectros de amplitudes.

O presente trabalho esta divido em:

O Capitulo 2 traz uma breve revisao sobre a Teoria dos Raios que é a base para
todos os algoritmos de imageamento sismico apresentados. Uma abordagem tanto

em coordenadas cartesianas quanto coordenadas centradas no raio.
e O capitulo 3 mostra o estudo do campo de onda usando feixes Gaussianos.

e o capitulo 4 descreve a modificacao do operador de empilhamento de difragoes para
a migracao Kirchhoff pré-empilhamento com verdadeira amplitude afim de ultilizar

o formalismo de feixes Gaussianos.

e O capitilo 5 é composto pelos resultados, isto é, analise dos efeitos da discretizagao no
modelo de velocidade quando esses dados sao migrados tanto na migragao kirchhoff
quanto na migracao KGB.Além disso, Analisar o espectro de amplitude do dado

migrado

e Finalmente, no tltimo capitulo temos as conclusoes feitas, levando em consideragao
a analise dos dados migrados com diferentes dicretizacoes feitas no modelo de

velocidade e observagoes feitas no espectro de amplitude também no dado migrado.
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2 TEORIA DO RAIO

Neste capitulo estudaremos a teoria do raio de ordem zero analisando seus as-
pectos cinemaéticos (célculo de raios, tempos de transito e frentes de onda) e dindmicos

(principalmente amplitude).

Quando o campo de ondas ¢ investigado, pode-se observar que as perturbacdes no
meio, também chamadas de eventos, sao propagadas independentemente. Além disso, se o
evento tem curta duragao, implicando em grande contetdo de alta freqiiéncia, quase como
um pulso delta de banda limitada, este comportamento se mantém por toda a propagacao.
Tais observagoes dao uma boa informacao de como a solu¢ao deve ser, pelo menos sob
a hipétese de alta-freqiiéncia. Se apenas um evento é observado atentamente, deve-se
considerar dois aspectos basicos: o cinematico e o dinamico. A parte cinematica trata
das trajetorias dos raios, bem como do tempo de transito dos eventos sismicos. A parte
dindmica, por sua vez, lida com a distribuicao espacial da energia propagada, estudando o

comportamento da amplitude dos eventos.

O caratér cinematico e dindmico podem ser combinados em uma funcao que
representa uma solucao aproximada da equacao da onda. Este procedimento funciona
como uma separac¢ao de variaveis, em que uma solugao tentativa é inserida na equacao
original, gerando duas novas equacoes mais simples, para serem resolvidas. No caso da
teoria do raio, a funcdo responsavel pela parte cinematica é chamada de tempo de transito
e a fungdo que governa a parte dinamica é chamada de amplitude. Uma vez que a funcao
combinada ¢ inserida na equacao de Helmholtz, apds algumas manipulagoes e hipoteses
adicionais, chega-se em duas novas equagoes diferenciais parciais (EDP). A primeira é
conhecida por equacao iconal, em que somente o tempo de transito aparece como incognita.
A segunda é chamada de equagao de transporte e tem tanto o tempo de transito quanto a

amplitude como incognitas.

A equacgao iconal normalmente nao é facil de resolver numericamente, por se tratar
de uma equacao diferencial parcial de segunda ordem, uma maneira mais eficiente de se
obter as solugoes da iconal é usar o método das caracteristica. As equagoes caracteristica
nesse caso sao chamadas de equagoes cineméaticas do raio, as quais sao equagoes diferenciais
ordindrias de primeira ordem e que podem ser manipuladas numericamente através de um
algoritmo do tipo Runge-Kutta, cuja uma das solucoes ¢ o tempo de transito. Entretanto,
resta computar a amplitdude. Usando o tempo de transito previamente célculado, converte-
se a equacao do transporte, que é uma (EDP), em uma (EDO) valida ao longo do de cada
raio.Para se obter a solucao assintotica de ordem zero, combina-se suas partes constitutivas

que sao o tempo de transito e a amplitude.
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Existem, basicamente, duas abordagens distintas para a Teoria do Raio, no que
diz respeito a amplitude. Sua principal diferenga é a escolha das coordenadas para se
parametrizar tanto o raio como as quantidades relativas a energia que flui por esse raio. A
abordagem (CERVENY, 2001) usa as chamadas coordenadas centradas no raio, enquanto
a abordagem (BLEISTEIN; HANDELSMAN;, 1975) usa as coordenadas Cartesianas. Neste
trabalho usaremos os dois tipos de sistema de coordenadas, apesar de ambas lidarem com
parametrizacoes diferentes, ha como conectar uma abordagem a outra, por meio de uma
transformacao de variaveis. O problema é que essa mudanca nao é explicita, dificultando
o calculo do Jacobiano desta transformacao e fazendo com que essa conexao nao fique

estabelecida de maneira trivial.

2.1 ANALISE ASSINTOTICA DA EQUACAO DE ONDA

Em primeiro lugar, como as aproximacgoes assintéticas sao realizadas na freqtiéncia,

é preferivel se trabalhar com a equacao da onda reduzida, chamada de equagdo de Helmholtz,

(A + C(WX)> i(x,w) =0 (2.1)

que ¢é obtida através da transformada de Fourier no tempo aplicada a equacao
da onda actstica com densidade constante. Aqui x = (x1, 22, x3), ¢(Xx) é o campo de
velocidades, w é a frequéncia angular, A é o operador laplaciano, definido por
0? 0? 0?
- 0x? + 03 + 03

Af(x) (2.2)

Assumimos que a solucao do problema de propagacao de ondas tem uma expressao

assintotica da forma: -

u(x,w) ~ ];(—iw)_k Ap(x)e= ) (2.3)

onde 7(x) ¢ o tempo de transito e Ay sao os coeficientes da série relacionados & amplitude.
No caso da aproximacgao de ordem zero, considera-se apenas o primeiro termo da série
assintotica, isto é

u(x,w) ~ A(x)e” @) (2.4)

onde, por economia de notacao, A = Ay é simplesmente chamada de amplitude.
Segundo (BLEISTEIN, 1984), quando a solugao tentativa (2.3) é inserida na equagao de
Helmholtz, obtém-se uma série de poténcias em w. Igualando os coeficientes desta série a

zero, duas equacoes sao obtidas

2VAx)VT(x) + A(x)AT(x) = 0 (2.5)
IVr(@)l* = (2.6)
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chamadas respectivamente de equacao de transporte e equacao iconal. Aqui, o operador

V é o gradiente, definido por

_(of of of
Vfx) = <8x1’ o1y’ 8:@,) (2.7)

e |ly]| é a norma do vetor y definida por

Iyl = y.y = y"y

Pode-se observar que a equacao iconal traz informacao somente sobre tempos de transito
T.

Por outro lado, a equagao de transporte relaciona os tempos de transito 7 com as amplitudes
A, mostrando como estas quantidades sdo transportadas, como diz o préprio nome da
equacao. Em outras palavras, a equacgao iconal resolve a parte cinematica do problema
enquanto a equacao de transporte soluciona a parte dindmica. Assim, o procedimento
natural para achar a solugao é buscar urna solucao da equacao iconal em primeiro lugar,

substitui-la na equagao de transporte, para em seguida achar uma solucao para a amplitude.

Neste trabalho, utiliza-se o método das caracteristicas para se encontrar solugoes
da equacao iconal. As caracteristicas, ou raios, sao curvas que cobrem toda uma regiao
do espago, de modo que ao longo de cada raio os tempos de transito sao determinados.
Estes raios sao calculados através da solucao de um sistema de EDO’s, chamado equagoes
caracteristicas ou melhor equagoes do raio. Dessa forma, para cada raio, estes tempos
de transito podem ser inseridos na equacao de transporte, determinando-se, portanto, a

amplitude correspondente a cada tempo de transito, ao longo do raio.

Resumindo, para se computar a solu¢ao assintética do problema de propagacao
de ondas em uma regiao do espago, procede-se do seguinte modo: cobre-se densamente
tal regiao com um feixe de raios que sao regidos pelas equagoes caracteristicas, derivadas
da equacao iconal; em seguida, ao longo de cada raio, computa-se o tempo de transito e
determina-se, através da equacao de transporte, a amplitude correspondente a cada tempo

de transito.

2.2 EQUACAO CINEMATICA DO RAIO

Antes de apresentarmos as equagoes cinematicas do raio iremos fazer uma breve
abordagem sobre o método das caracteristicas que sera aplicado na equagao (2.6). Este
método é usado na resolucao de equagoes diferenciais parciais (EDPs) de primeira ordem.
Seu principal objetivo é converter uma EDP em um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias EDQO’s, através da introducao de quantidades auxiliares que nao pertencem as

quantidades originais do problema.
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Mais especificamente, é procurada a solugdo 7(x) de um problema de EDP de

primeira ordem na sua forma mais geral

{ H(x,7,p) = 0, xeR? 2.8)

7(X0) = g(xg), xp € R?
onde x = (1,79, 23)T e p = (p1,p2,p3)" é definido como vetor vagarosidade e dado por
p = V7(x) (2.9)

e ¥ = X(v,72) é uma superficie onde se conhece a solugao (veja Figura 1).

Figura 1 — Conecta-se o ponto x a zy € % através de uma curva A.

Fonte: Portugal (2002)

1. Considera-se que solugao 7(x) de (2.8) exista;

2. Dado um ponto x € R3, procura-se uma curva A que conecte X a algum ponto

xy € X e sobre a qual a quantidade H(x, 7, p) seja conservada;

3. Uma vez que sabe-se o valor de 7 no extremo xy, isto é , 7(xg) = g(zo), espera-se

saber computar 7(x) para 7(x) para x € A

Em outras palavras, uma vez que se assume a existéncia da solugao do problema (2.8),
dado um ponto x no espaco, constréi-se uma curva A de x até xg € ¥, de modo que a
informagao contida em x, € ¥ seja transmitida até x Considere a descrigdo paramétrica

da curva A como sendo
x(1) = (z1(1), 22(1), 25(1)) " (2.10)
onde [ é um parametro monotono crescente qualquer, como por exemplo, o comprimento

de arco. Introduzindo a notagao acima em (2.8), define-se

—

H =Hxa(l), 7(x(1), p(x(1))) = 0 (2.11)

Existem infinitas curvas que passam pelos pontos x e X, como por exemplo um arco de

circunferéncia ou uma linha reta. No entanto, o método das caracteristicas procura uma
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curva A especial, de modo que a quantidade H seja conservada ao longo da curva. Impor

esta condicao equivale a exigir que a derivada de H com relagao a [ seja nula, isto é

d?—l 5| OH 87-[ or S OH Op; | dx
— 2.12
zzl 8% 8’7’ 0@ + ) 8pj al’z dl ( )
Neste ponto, assume-se que:
Ix' (DI = 24.(1) + 25(0) +25(1) # 0 (2.13)

onde a operagao (') indica a derivada com relacao a [. Em outras palavras, assume-se que
componentes do vetor 2’(l) nao se anulam ao mesmo tempo, pois x}(l) = 0 a0 mesmo
tempo para i = 1,2,3, isto implicaria que x(I) = x¢ para todo [, isto é,a curva A se

degenenaria em um ponto, o que nao é desejado. Portanto, a equagao (2.12) é levada a

OH  OHOr] - OH o
8332- or 8.CCZ N ) ap] 81']'

(2.14)

onde foi usada a seguinte propriedade

Op; _ 0 ﬁ _i or\ _ Opi

Por outro lado, computando a derivada com relagao a [ das quantidades p e 7, obtém-se

dpz apz dl’]
= 1,2,3 2.16
dl Z 8x] g perar=1h=z (2.16)
dr ot dx; dx;
- —p, 2.1
dl e Ow; dl Tl (2.17)
Se a curva x([) procurada é tal que
de’j 07-[
—= =\ 2.18

onde A = A(x(l)) e A é um ntmero que faz o papel de mudanga de parametrizacao,
detalhada na se¢ao (2.4), entdo combinando a expressdao acima com a equagao (2.14),

obtém-se

\ l@’l—[ OH 87’] _ _dxz; 9p; _ dp; i=1,23 (2.19)

oz, * r oz, d oz, dl’
onde foi usada a equagao (2.16) na ultima iguadade. Além disso, combinando a expressao
(2.18) com a equagao (2.17), obtém-se

dr oH
2 \p— 2.20
il ~ "o, (2:20)
Reunindo as equagoes (2.18), (2.19) e (2.20), e usando a notagao vetorial, obtém-se as

equagoes caracteristicas para o problema (2.8)

d
d—’l{ — AV H (2.21)
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dp OH
ﬁ = —)\ [V{H + paT] (2'22>
CZ = Ap.V,H (2.23)

onde a operacao (.) denota produto escalar entre dois vetores e os gradientes V,H e V,H

sao definidos por

OH M MY o (O O oM
Op1” Ops’ Ops T\ Oxy Oy Oy

v,,%:(

Conforme o método das caracteristicas, pode-se aplicar as equagoes (2.21)-(2.22)-(2.23) a

equagao iconal (2.6), transformada convenientemente para ser um Hamiltoniano,

1
H(x,7.p) = 5 [lIpl* —n(x*)] =0 (2.24)

onde n(x) = Tlx) ¢ chamada de vagarosidade. obtém-se as chamadas equagoes cinemdticas
do raio

dx

— = A 2.2

7 p (2.25)

dp

o = Ax)Vn(x) (2.26)

dr 9

= An(x) (2.27)

onde p = V7 é chamado de wetor vagarosidade e A é um ntmero que faz o papel de
mudanga de parametrizagao, detalhada na (2.4). Aqui [ é um paramétro monotdnico

qualquer ao longo do raio.

O método das caracteristicas pode ser entendido como uma transformagao das
coordenadas cartesianas para coordenadas que sao as mais naturais ao problema. Neste
sentido, as equagoes do raio podem ser vistas como a regra operacional que faz a mudancga
das coordenadas do raio [, v,y para coordenadas cartesianas x1, xo, x3. Isto quer dizer
que para cada tripla ly, 710, 720, ¢ possivel achar uma tripla correspondente x1q, 20, T30,

por meio da integragao do sistema (2.25)-(2.27).

Neste sentido, pode-se entender as coordenadas cartesianas, assim como qualquer

quantidade relacionada ao raio, como uma fungao de [, v; e 7s.

x = x(1,71,7%); P =P(L,72); 7= 71, 7,%) (2.28)

Como o método das caracteristicas pode ser entendido como uma transformacgao de
variaveis, entao existe o Jacobiano desta transformacao, também chamado por Jacobiano

do raio, cuja defini¢cao é

\7(1771772) =

(1, 2, 3) _ [dx ox (‘)X] (2.29)

a(L/leny) %,8771’8772
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Neste caso a curva caracteristica

Ay, ) = {x € R | x = x(I,7,72),1 > 0} (2.30)

onde o par 71,72 € fixo e x(I,71,72) satisfaz a equacao (2.25). Com esta definigdo, pode-se

interpetrar cada raio A sendo "etiquetado'por um par ~y;, vs.

2.3 EQUACOES DINAMICAS DO RAIO

Usando os resultados da se¢ao anterior pode-se transformar a equagao de transporte
2.5) em uma EDO. Em outras palavras, podemos computar a amplitude A ao longo de
g

cada raio descrito pela equagoes do raio.

A equacio de transporte (2.5) é valida para todo x € R3. Em particular, a equacio
também ¢ valida para o raio A C R3, definido em (3). observando que p = V7, pode

reescrever a equagao do transporte (2.5) como
2VAp =—-AAT (2.31)

Multiplicando a equagao acima por AA e usando a equagao (2.25), chega-se a

2AVA.C§; = —\A’AT (2.32)

e observando que o lado esquerdo da equacao acima ¢ uma regra da cadeia, obtém-se

jllog(AQ) = —A\AT (2.33)

O problema da equagao acima é que A é um operador espacial, contrariando o objetivo de
se chegar a uma equacao diferencial que dependa somente de quantidades e operadores
definidos ao longo do raio A. Para resolver este empecilho, é possivel usar a identidade de
Smirnov, ver apéndice de (PORTUGAL, 2002), que relaciona o Laplaciano do tempo de
transito com o Jacobiano do raio da seguinte forma

MAT = jl ({) (2.34)

onde J ¢é jacobiano da transformagao (zi,xs,x3) em (I,71,72) sendo assim, usando a

equagao (2.34) em (2.33), chega-se
d d (A
—log(A?) = — | = 2.
s = 5(3) 2.3)
que quando integrado de Iy a [, d4 a formula para a amplitude ao longo do raio A(Ay, \2)

NONID

A(l) = A(lo) )T ()

(2.36)
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A férmula (2.36) mostra como encontrar a amplitude no "instante'l no raio partindo da
informacao sobre a amplitude e outras quantidades no "instante'ly no raio. Sendo assim,
para computar a amplitude ao longo de todo um raio sao necessarias quatro quantidades, a
saber: trés condigoes iniciais: A(ly), J(lo) e A(lp); e o jacobiano J(I,~1,v2) Portanto, para
se computar a amplitude ao longo de um raio, é necessario saber computar o Jacobiano

da transformacao de variaveis J em todo o raio.

Observando que o jacobiano pode ser reescrito como

j(l771772) = Adet [p7u7ﬁ] (237)
onde u e U sao definidos por
u 0x - ox
= — e = —
om 072

deve-se procurar equagoes que regem o comportamento de u e u ao longo do raio. Para
tanto, o procedimento aplicado é desenvolver as derivadas de u e T com relagao a [, usando

as proprias equagoes do raio (2.25) e (2.26).

Derivando u em relacgao a [, aplicando a regra da cadeia e usando as equagoes raio

chega-se a
du
- = Av+ (VA-u)p (2.38)

op . . —
onde v = —. similarmente, para u:
2!

du _ _
= AV+ (VA-1)p (2.39)

onde V = 552 As duas equagoes acima (2.38) e (2.39), em conjunto com as equagoes
do raio (2.25)-(2.27) seriam suficientes para o calculo do Jacobiano caso nao fossem
introduzidas duas novas quantidades v e V. Sendo assim, ¢ necessario o desenvolvimento
de mais duas equagoes para definir a propagagao dessas duas quantidades ao longo do raio.
Como antes, o procedimento adotado é computar as derivadas de v e Vv com relacao a [ e

usar as equagoes do raio, para se determinar estas novas equagoes diferenciais.

Derivando v como relacao a [, aplicando a regra da cadeia e usando as equgoes do
raio, chega-se

dv_ 0dp_ 9
Al oy dl o

Vn) = [axi(kn)vn+kn

3o, (Vn)] u; (2.40)

que usando notacao vetorial fica

d
d—‘l’ = [V )T + Anv2| u (2.41)
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Similarmente, a equacao para v é

o
d—? = [V Om)” + Vi) u (2.42)

Finalmente, o conjunto das equagoes (2.25) e (2.26), (2.38) e (2.39) fornecem o comporta-
mento tanto cinematico quanto dinamico do raio. Isto é, ao resolver o sistema de EDO’s
composto pelas equagoes mencionadas, obtém-se por completo a solucao pela teoria dos

raios.

2.4 PARAMETRIZACOES MAIS COMUNS

O numero A foi introduzido na derivagao das equagoes caracteristicas para que se
pudesse permitir uma reparametrizagao do raio A(v1,72). Assim, para cada escolha de
A existe uma interpretacao do parametro A, de modo que as equagoes dos raios fiquem

alteradas coerentemente, de acordo com tal parametro.

Para facilitar a parte algébrica das equagoes que vém a seguir, uma nova quantidade
matricial (6 x 3) dindmica, responsavel pela parte dindmica das equagoes , pode ser

introduzida:

W = lu u] (2.43)

Além disso, a fim de que as equagoes resultantes estejam melhor adequadas a implementacao

numeérica, é usada a relagao

Ve =—c*Vn (2.44)
onde ¢ é a velocidade e n = 1/¢ é a vagarosidade.

Na literatura, sao comuns trés escolhas para A, cada qual mais apropriada para
uma finalidade diferente , a saber: A =1, A = ce A = ¢®. A seguir sdao apresentados os

desdobramentos por tais escolhas.

2.4.1 Parametro Sigma

A escolha mais simples é A = 1. Nesse caso, o parametro [ = ¢ nao tem sinificado
fisico imediato, entretanto, sua escolha é comum para derivacoes analiticas de fémulas que

dependem da teoria dos raios. As equagoes do raio sao:

dx

_ 2.45
dp 1 5

_ _ 2 2.46
- N = Vi, (2.46)
i (2.47)

do
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du
— 2.48
dua
— =V 2.49
dv 1 o 5
_— = = 2.
av 1
— = -V’Jlu 2.51
o= VP (251)
Além disso, o tempo de transito é a solucao da equagcao:
dr 9
- 2.52
ikl (2.52)
e a férmula para a amplitude é:
J (00)
A(o) = Ao 2.53

2.4.2 Comprimento de Arco

A segunda escolha é A = ¢(x). Neste caso, o pardmetro é o comprimento de arco

[ = s, muito ultilizado em geometria diferencial. As equagoes do raio, neste caso, sao:

dfx
ds
dp
ds
dr

ds
d7u
ds
dj
ds
dl
ds
dj
ds

Pés-multiplicando a equagao (2.57) e

Ve-u =

= P,

= Vn,

=

= cv+ (Veu)p,
= cv+ (Vea)p,
= Vi,

= Vi,

(2.58) por p, observa-se que:

1[ du ]
PR p.i—cp.v

n? ds
c lcp . o(cp) — c2p.v]
o

0[2%(610 p)—cPp V]

(2.54)
(2.55)
(2.56)
(2.57)

(2.58)
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= —c*p-v (2.62)
e similarmente, Ve.u = —c®pv. Portanto, a equacio (2.57) e (2.58) podem ser reescrita
como:
dua 9. T da 9 Ti—
o= cll —c°pp' v, e il c[I —cpp'|v (2.63)

Além disso, o tempo de transito é a solu¢ao da equagao:

dr
= (2.64)
e a formula para amplitude é:
J
A(s) = A(so) iﬁigﬁii (2.65)

2.4.3 Tempo de Transito

A terceira escolha A = c(x)?. Nesse caso, o parametro é o tempo de transito [ = 7,
sendo assim, a escolha que determina o tempo de transito ndo é mais necessario. As

equacoes restantes sao

d

% = ’p (2.66)
d

ﬁ = ¢Vnp (2.67)
d

% = v+ (Viu)p (2.68)
Ji

% = v+ (Via)p (2.69)
dv T 9

o = [VnVe' 4+ cVonlu (2.70)
il

% = [VnVe + Vil (2.71)

Usando (2.62), pode-se reescrever as equagoes (2.68) e (2.69), respectivamente como
da
dr

d
dfu = 21 -2¢ppTlv | — 21— 2¢ppTlv (2.72)
.

Além disso, usando (2.28), a equagao (2.31d) pode ser reescrita como

v , T 2 v _ , T 2 1es
o= {—VUVU +nV 77} u ,o-=c [—VT]V?] +nV n]u} (2.73)
A féormula de amplitude é
A(7) = A(r) 7). | T (70) (2.74)
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2.5 EQUACOES DO RAIO 2D

Quando se considera o meio bidimensional, isto é, quando os parametros sao
definidos em apenas duas dire¢oes, pode-se reduzir o esforco de se computar todas as quan-
tidades em trés dimensoes. O problema bidimensional, do ponto de vista tridimensional,
pode ser considerado uma simetria cilindrica em todas as quantidades estudadas do um
problema tridimensional. Por exemplo, uma quantidade bidimensional as = (z1, z3) pode

ser entendida como uma quantidade tridimensional a3 = (z1, 2, 23)
as(x1,x3) = as(x1, x9, x3), para todo zo € R

A distribuicao de velocidades é dada por

c = c(xy, x3) (2.75)
dx
i 2.
¥ Ap (2.76)
dp
Bt 2.
¥ AnVn (2.77)
Cf;; = Av+ (VAiu)p (2.78)
d
= [VaVOn)”) + (2.79)

onde os vetores X, p,u e v e os operadores V e V? sdo todos bidimencionais.

2.6 COORDENADAS CENTRADAS NO RAIO

Em algumas situacoes, é mais conveniente trabalhar com sistema de coordenadas
centrada no raio SCCR. No sistema SCCR, dado um raio arbitrario €2, cujo ponto inicial se
encontra em S sobre a superficie Y fixamos algum ponto ao longo de seu comprimento de
arco, e.g., em R, e formamos um sistema de coordenadas ortogonal 2-D, cujos componentes
S0 ¢1 e ¢2, em um plano perpendicular ¥ | ao raio em 3. Nesse sistema os pontos S e R
possuem coordenadas S = (0,0, —s) e R = (0,0,0). Desta maneira, um ponto R’ situado

nas vizinhancas do raio e sobre o plano X, apresenta como vetor posi¢ao:
P(q1,42,5) = 7(0,0, ) + & (s)q1 + €5 (5)qs (2.80)

onde os vetores-base e; e e; estao situados sobre o plano ¥,. A direcao do terceiro
vetor-base e3 = t coincide com o vetor vagarosidade em R. Usando o sistema SCCR,
introduzimos o sistema TDR (CERVENY, 2001)

dQ dP 1
P, — = - 2.81
s vP, s U2VQ (2.81)
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onde as matrizes Q, P, V sdo matrizes 2 x 2 cujas componentes sao definidas por

¢ 0P, 0*v
P — V =
M 0y, " 0q10q,

Q= (2.82)

q1,92=0 q1,92=0

onde os indices I,J = 1,2. V = V(R) é uma matriz cujos componentes representam
derivadas segunda cruzadas do campo de velocidade em coordenadas centradas no raio
ev = V(0,0,s) é a velocidade ao longo do raio. Matematicamente, Q é a matriz de
transformacao de coordenadas do raio para coordenadas centradas no raio e P é uma
matriz de transformacao de coordenadas do raio para coordenadas de componentes de
vagarosidade do raio. Fisicamente, Q é a matriz de espalhamento geométrico, enquanto P
nao apresenta um significado fisico 6bvio. Desta maneira, definimos uma matriz Myyo

de derivadas segundas do tempo de transito em relagdo a coordenadas centradas no raio

como o2,
My = 90100, (2.83)
q1,2=0
Que é equivalente a escrever M = PQ™! | avaliada ao longo do raio. Aqui, levamos em
consideragao o fato de que p? = 3%7 ao longo do raio.

O conhecimento das matrizes dindmicas do sistema (2.81) é de fundamental importéncia
para o calculo das amplitudes ao longo de um raio. Em termos dessa quantidade, podemos

reescrever (2.65) da seguinte maneira:

det Q(O'())

A(0) = A(0) e

(2.84)

2.6.1 Matriz Propagadora II

Definindo a matriz coluna W de dimensao 4 x 1, tal que W = (q¢1, g2, p(lp ), pg”). O

sistema de tracamento de raio pode ser escrito como:

d
—W =SW 2.85
s (2.85)

onde, S é uma matriz 4 x 4 dado por:
0 I
S = _ 2.86
v .
As matrizes 0yy49 € Inyg, sdo respectivamente, nula e identidade

d
—A =SA 2.87
s (2.87)

Sendo que cada coluna de A obedecem (2.85). Se A = I para um ponto inicial S do

raio, A é também considerada matriz propagadora (em S). Se A é uma matriz integral
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formada por quatro solugoes lineares independentes de (2.85), entdao é chamada de matriz
fundamental.
A matriz propagadora 4 x 4 II(R, S) centrada no raio conectado a um ponto inicial S e a

um ponto final R pode ser expressa por:

Qi(R,5) Qo(R,5)

(&, 5) = P.(R,S) Ps(R,S)

(2.88)

Onde, @ e P; sao matrizes 2 x 2 solugoes do sistema dindmico (2.81) com condi¢oes
iniciais de fonte plana. A matriz Q2 e P sao solugdes do sistema dindmico (2.81) com

condigoes iniciais de fonte pontual.

ms.s) = |

1 0} (2.89)

Se S é continua, a matriz propagadora satisfaz a regra da cadeia (CERVENY, 2001). Além
disso, IT é simplética (HERSTEIN, 1996).

Como IT é solucao de 2.85, assim:
W(R) =1I(R, S)W(S) (2.90)

Para qualquer condigao inicial dada em S representada por W(.S). Considerando X uma

matriz 4 X 2 composta por:

X = Q (2.91)
P

Existe uma solugao similar. Assim, o tracamento dindmico de raios (2.81) pode ser expresso
como: ;

—X =8SX 2.92

s (2.92)
E resolvido por:

X(R) =II(R, S)X(S) (2.93)

2.6.2 Matriz Propagadora T

O propagador T' desenvolvido no trabalho de Bortfeld (1989) obedece relagoes
similares ao propagador II descrito na se¢ao (2.6.1). Porém, o propagador T é definido em
relacao as superficies e com formalismo diferente do propagador I1, o qual é baseado em
uma expansao na frente de onda.

Considerando um raio central que emerge a partir de um ponto S numa superficie X 4,
conhecida como superficie anterior, e chega a um ponto em R em uma superficie posterior
Yp. Ambas as superficies tém sistemas de coordenadas cartesianas locais z; e z5 com

as origens fixadas em S e R, respectivamente. A orientagdo dos sistemas definidas de
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modo que a terceira componente coincida com o vetor normal as superficies em S e R. Os
vetores de vagarosidades correspondentes sao:

_ i T

Figura 2 — Um raio central e um raio paraxial passando por uma superficie anterior ¥ 4 . Defini¢ao
de coordenada cartesiana local 2-D (z1 e z2).

. Raio
: . paraxial
~.central i T,/
o s -
X /Po(5),,\ _,
' P 3 e ,.,'/'.'72:‘.\7_77 —
N

Fonte: Adaptado de Schleicher et al. (2007)

Figura 3 — Visualizacao 2D da Figura 2

Raio

_paraxial

Raio _ T,

~__central L pl(S i
N P )
) P
— -I‘."“ .’. ';‘ 'ﬁT
| . ZA

Fonte: Adaptado de Schleicher et al. (2007)

Um raio paraxial no ponto S’ tem coordenadas X(S) = (x1, za, f(z1,22)) " e vagarososidade
- !

p(S’) = i((g,)). Pontos na vizinhanga préoxima de S’ podem ser descritos como X + dX
sendo:

R = (dx, V f.dx)T (2.95)
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No plano Ty os vetores tridimensionais xX(5”) e p(S’) sao representados pelos vetores
bidimensionais x(S5") é a projecao de x(5”) no plano Yy é definido em (2.95). Para obter
a vagarosidade p(S’), primeiramente p(S’) é projetado no plano T tangente ao plano

anterior, rendendo:

pr = (dp, V f.dp)" (2.96)
O vetor p é a projecao do pr(S’) no plano Ty. O procedimento anédlogo é aplicado na
superficie posterior ¥p.
A relagdo entre os vetores iniciais x(S") e p(S’) com os vetores finais x(S’) e p(R') é
expressa pela aproximagao de primeira ordem (2.97), que é valida numa vizinhanga préxima

do raio central.

x(R) = Ax(S)+B(p(S) — po(9))
p(R) —po(R) = Cx(S) +D(p(S) — po(S)) (2.97)

A, = 0z (R') By, — Oz(R')
ax(sl) R,S ’ 8p<S/) R,S
_ Op(R)) Op(1Y)

Uma vez que (2.97) tem uma estreita semelhanca com (2.88), (2.97) pode ser reescrita
usando a Matriz Propagadora de Bortfeld T(R, S).

B | gy | ) ] (2.99)
p(R') — p(R) P(S") — po(9)
T(R, S) = A(R,5) B(R,S) (2.100)
C(R,S) D(R,S)

A aproximagao de primeira ordem de x e p corresponde a uma aproximagao de segunda
ordem do tempo de transito. O diferencial total do tempo de transito é dada pela equagao
(2.101).

dr = ?R/T-d;(( )—I—?S/T dX( )
= p(i) dp(R ) ( ) X(S")

2
=
=X
QU
Lk
3
Bl
x

(2.101)
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A ultima aproximacgao visa uma aproximacao de segunda ordem de 7 , portanto, termos que
contenham produtos das derivadas de f sao negligenciados. Os sinais foram escolhidos de
uma maneira que o tempo de transito aumente com a distancia na direcao de propagacao

do raio. Agora, p(R’) e p(S’) sao expressos em termos das submatrizes de T.

p(S) = po(S) - B tAx(S") +B 'x(R))
p(R) = po(R)—DB 'x(R')+[C -DB 'AJx(R) (2.102)

Assim o tempo de transito 7 resultante é:

7 = 1+po(R) x(R)—po(S) x(5) —x(5) B 'x(R)

1 1

+ §X(S/) -B'Ax(9) + §X(R/) DB 'x(R) (2.103)
A matriz propagadora T goza das mesmas caracteristicas que a matriz I, ou seja, satisfaz
a regra da cadeia e simpleticidade. Considerando os tempos paraxiais, em coordenadas
cartesianas, validos apenas em uma vizinhanga préxima de um ponto situado no raio

(CERVENY, 2001), como mostra a figura (4):
1
T =170 +p£z)(5)xz(R', S) + §HikMlejll'i(R/, S)ZE]‘(R/, S) (2104)

onde, 7 = 7(R'), 10 = 7(5), P componentes da vagarosidade em coordenadas cartesianas,

i

zi(R',S) = x;(S), H; = %% = % ¢ g3 = s.

) qu - Bml

As matrizes propagadoras T e IT podem ser tranformadas uma na outra. A relacao
entre elas podem ser achada aplicando a equagdo (2.104) na superficie anterior ¥4 e

posterior Xp , cujo o resultado é a expressao (2.105).

Figura 4 — Defini¢ao dos pontos de S, R, e R’ . O ponto S estd situado arbitrariamente em 2,
R/ est4 situado perto de S, possivelmente fora do raio central. Ponto R estd situado

na interseccao do raio com um plano perpendicular, passando por 2.

Fonte: Pereira (2013)
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T = 1+ po(R) —po(S) - x(S) - G(5)Q, ' G (R)x(R))

. ;X(S/) - G(S)F(S)GT(S)x(8") + ;X(R') .G(R)F(R)GT(R)x(R') (2.105)

Introduzindo a matriz de transformacao de coordenadas cartesianas na interface para o

. . 9z , . . L. .
sistema cartesiano geral Z;; = g;”? = aTch" Além da matriz Z, iremos também introduzir a
J [

matriz de transformacao de coordenadas centradas no raio ¢, g2 € g3 = s para coordenadas
cartesianas na interface z1, 29 e 23, ou seja, G=27"H (CERVENY, 2001). Os elementos
de G sdo G = @',(:) @y =9 = 90 1 =1 23 comparando (2.103) com (2.104), temos:

dq ~ Oz
T(R,S) = X(R)II(R,S)G(S)X'(S) (2.106)
Sendo,
la'm) 0 [a's) o
G(R) =" S cm| G(S) = | 5 Gl(S)] (2.107)
G [COS(B)COS(cb) —cos<5>sin<¢>] (2108
sin(¢) cos(¢)

N e Al - — « ) .
Neste caso, # é o angulo de incidéncia entre ¢ 3 e ¢t . O angulo ¢ esta disposto entre i e

?Q.Veja Figura 5.

Figura 5 — Defini¢ao do sistema de coordenadas cartesiano relacionado com uma interface.

Plano de Incidéncia

Raio Incidente

/_7.-”_ }" — p
/ ., T~ /
/ ,

.f*"f"“‘_f?_'f face | |
Fonte: Pereira (2013)
I 0 I 0
X = Cos'zj((ﬁégR>D(R)+E(R) | X= —Coi)((ﬁ;ng(S)—E(S) I
(2.100)

Cujos os elementos que E, sao:

Ery = GrsGixMsg + GrsGysMss + GG s Mis (2.110)
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E de D: .
D> O\ |
Diy = ZgZpy——2= | 7. [ L= .
1 i1 2k D02y [Zg?, <8scj )] (2.111)
F=GMG™ + COSU(B)D +E (2.112)

Lembrando que Z;3 sao componentes do vetor normal unitario a interface X
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3 APROXIMACOES DO CAMPO DE ONDAS

Neste capitulo serd abordada a simulacao de um campo de ondas, utilizando
os fundamentos tedricos dos feixes gaussianos (Apéndice D). Este procedimento é uma
aproximacao assintotica, tal como o método do raio, produzindo uma aproximacao do
campo de ondas, mesmo em regides singulares do modelo de velocidades (CERVENY,
1983), tais como: regides causticas, regides criticas, transi¢oes de regices iluminadas para
regioes de sombra, etc. O procedimento é baseado na simulacao do campo de ondas por
um sistema de feixes gaussianos, onde o campo de ondas é gerado por uma fonte em um
determinado meio e decomposto em contribuigoes, correspondendo a raios individuais.
Estas contribuicoes sao avaliadas ao longo dos raios pelo método da equagao da onda
parabdlica, fornecendo solugoes concentradas na vizinhanca dos raios (CERVENY, 1982;
POPOV, 1982). Do ponto de vista fisico, as solugdes da equagao parabdlica correspondem
aos feixes gaussianos. Desta maneira, o campo de ondas em qualquer ponto do meio é
determinado por uma integral de superposicao de feixes gaussianos individuais, passando

através de uma vizinhanca do referido ponto.

3.1 Integral de Superposicao de Feixes Gaussianos

Nesta secao serd usada a integral de superposi¢ao de feixes gaussianos para deter-
minar o campo de ondas u(R,w) estimado em determinado ponto de referéncia R, onde o
mesmo se encontra na vizinhanga paraxial de um ponto R, localizado ao longo de um
raio. E necessaria a utilizacdo de uma integral para acumular todas as contribuicoes de
todos os outros raios do campo de ondas contendo seus respectivos pontos de referéncia R
pertencente a vizinhanca paraxial quadratica de R, , ou seja, uma vizinhanca compreen-
dida em torno do raio central na qual a expansao de Taylor até o termo de segunda ordem
descreve parametros envolvidos no processo com uma determinada precisao. Neste sentido,
no dominio da frequéncia u(R,w) é obtido através da seguinte expressao em fungao das

coordenadas do raio (71, ¥) definidas na superficie inicial como segue (CERVENY, 2001)
WO (Bw) = [ W2 A0 (R Ry (3.)

Onde u™ (R, w) representa a componente cartesiana do vetor deslocamento no receptor
R, D denota a regiao dos parametros do raio em questao, ¥(71,72) é uma fungdo peso
determinada de forma assintética (BLEISTEIN; COHEN; STOCKWELL, 2000) ou pelo
método da diagonalizagio simultanea (CERVENY, 2001), A® (R, )e™ ") representa o

campo de ondas (equagdo (D.2)) com valores de amplitudes complexas oriundo da teoria
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do raio de ordem zero e 7(R, R,) é o tempo de transito paraxial equagao (D.1) em R

estimado a partir do tempo de transito ao longo do raio de referéncia ..

A representagao (3.1) do campo de ondas apresenta algumas vantagens quando
comparada a teoria do raio, principalmente a de ordem zero. Em regioes onde predominam
zonas de sombra, catsticas e descontinuidades, a superposicao de feixes gaussianos descreve
um campo regular. No caso das zonas de sombra, o uso de feixes gaussianos prevé um
campo regular dentro desta zona a partir de raios que se encontram préximos desta
regioes; as causticas, por sua vez, sao suavizadas, enquanto as descontinuidades se tornam

continuas.

3.2 Superposicdo de Feixes Gaussianos Refletidos e Restritos ao Volume de

Fresnel

Para determinar o dominio D da integral (3.1), deve-se considerar um raio €2 e
dois pontos, Se R, situados no raio. Suponha que o ponto S representa a fonte pontual e
ponto R, o receptor. No método do raio, o caminho do raio pode ser interpretado como
uma trajetéria ao longo da qual a parte de alta frequéncia da energia da onda sismica em
consideragao se propaga a partir da fonte S para o receptor R. A trajetoria do raio, no
entanto, é apenas uma representacao matematica. O campo de ondas em R também é

afetada pela estrutura e distribuicdo de velocidade na vizinhanca de €.

A regido que atinge efetivamente o campo de ondas em R tem sido o objeto de
interesse e investigacao por um longo tempo. Como resultado de inimeras experiéncias,
nesta dissertacao é proposto que o campo de ondas em R é afetada pela estrutura em
alguma vizinhanca do raio central que é chamado de volume de Fresnel. O volume de

Fresnel, é claro, depende da posicao de S e R.

Segundo Schleicher, Tygel e Hubral (2007), as zonas de Fresnel sao se¢oes transver-
sais ao volume de Fresnel (tubos de raios), formadas pelo conjunto de pontos de intersegoes
dos raios paraxiais com uma interface durante seu caminho entre a fonte S e receptor R,
considerando que a soma dos tempos de transito de cada ramo do raio paraxial nao deve
diferir do tempo de transito ao longo do raio central por mais de meio periodo T" da onda
monofrequente . Em outras palavras, para uma reflexdo com um par fixo fonte-receptor
(S, R).

| (M, S)+ 7(M,S) —7(S,R) |< = = — (3.2)

=37
Utilizando a equacao (2.103) (SCHLEICHER; TYGEL; HUBRAL, 2007) deduziram uma

férmula conveniente para o cdlculo da zona de Fresnel e da zona de Fresnel projetada

T 1
2

| Hp Ty ST (3.3)
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Onde Hp é chamada de matriz da primeira zona de Fresnel. Em termos das sub-matrizes
propagadoras T = T5T;, onde a matriz T, est4 relacionada ao ramo do raio de S até M

e a matriz T estd associada ao ramo do raio de M até R, Hy pode ser expressa como:
HF = DIBI1 + B;lAz (34)

Sendo D; e B; se referem ao segmento SM da fonte S ao ponto M, By e A, se referem

ao segmento MR do ponto M ao receptor R (Figura 6).

Figura 6 — Sistema sismico em conjunto com o volume de Fresnel. Em cada superficie de interesse

do sistema sao estabelecidos sistemas de coordendas cartesianas 2-D locais

Zona de Fresnel

Segmento MR

Fonte: Ferreira (2007)

Geometricamente, para uma reflexdo especular, a zona de Fresnel projetada é definida
como uma regiao em um plano Y p Figura 7, localizado sobre a superficie de aquisi¢ao de
dados. A zona de Fresnel projetada (SCHLEICHER; TYGEL; HUBRAL, 2007) é utilizada
como critério para a determinagao do nimero de raios paraxiais necessarios a integral (3.1)
de superposicao de feixes gaussianos. A zona de Fresnel pode ser projetada de sua posicao

em profundidade em dire¢ao superficie de aquisicao de dados através de

| (€— &) Hp(§—&)|<T (3.5)

Sendo Hp matriz da zona de Fresnel projetada e & = (&1, &) " um vetor-posicdo sobre a

zona de fresnel projetada
Hp = A"HpA (3.6)

Sendo A = By g+ By Tk, As matrizes I's e T'g sdo chamadas de matrizes de
configuragao, que no caso das aplicagoes da tese sera usada a configuracao tiro-comum
FS = 6 el R — I
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No caso 2-D, a expressao da zona de fresnel projetada é da forma:

[ (=&)< T (3.7)

Onde, f é a frequéncia dominante da onda mono-frequente e Hp ¢ o elemento Hp, , =1 da
matriz da zona de fresnel projetada (3.6). Considerando apenas periodos nao-negativos e

apenas a regiao de fronteira da zona de Fresnel projetada:
[ § =S | Hy =T (3.8)

Note que £ — & é o raio da circunferéncia que delimita a zona de Fresnel projetada. Assim,
denotando & — &y = r,,, (CRUZ; PEREIRA; FERREIRA, 2012) concluiu que:

| T [ 1
Tep = F ou Ty = f? (39)
p p

Figura 7 — Tlustracdo em 2-D da regido chamada interface da zona de Fresnel (b) Ilustragdo em

2-D da zona de Fresnel projetada

(1) (b}
Fonte Receptor Fonle ¢ Receplor

]

w
A

v
* T 14 T

+ 0

Fonte: Pereira (2013)
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4 MIGRACAO KIRCHHOFF-GAUSSIAN-BEAM (KGB)

Este capitulo descrevera a modificacado do operador de empilhamento de difragoes
para a migracao Kirchhoff pré-empilhamento com verdadeira amplitude (SCHLEICHER;
TYGEL; HUBRAL, 1993), a fim de utilizar o formalismo de feixes gaussianos neste tipo
de procedimento de imageamento. O objetivo principal do presente capitulo é mostrar que,
com a introducao dos feixes gaussia- nos no formalismo de migracdo, é preciso modificar
o operador de empilhamento de difragdes (SCHLEICHER; TYGEL; HUBRAL, 1993),

principalmente na sua interpretacao fisica do problema do imageamento.

4.1 MIGRACAO KIRCHHOFF COM VERDADEIRAS AMPLITUDES

Seja um meio 3-D de coordenadas cartesianas e considerando o modelo de terra
como um sistema heterogéneo isotrépico de camadas, separadas por interfaces suaves e
curvas, sendo cada camada constituida por uma distribuicao arbitraria 3-D de velocidade.
Para simplificar, consideramos uma superficie plana como a interface do limite superior
do modelo de terra, onde podemos distribuir o conjunto de fontes sismicas e receptores,
utilizando-se o vetor de pardmetros &€ = (&1, &) " em coordenadas cartesianas 2-D, expresso

pelas relagoes:
Xs = (§1,82) € Xg=(&,8) (4.1)

Por meio da teoria do raio de ordem zero, podemos representar a componente
principal da reflexdo primaria do campo de ondas sismicas a partir de fontes pontuais
S(€), ou seja, o deslocamento de particulas na dire¢do do raio emergente no receptor G(§),
ap6s uma reflexdo no ponto M | em profundidade, com o tempo de reflexao 7z(€), pela
seguinte expressao no dominio da frequéncia (SCHLEICHER; TYGEL; HUBRAL, 1993)

U(€,w) = W (w)u(€)expliwr(€)] (4.2)

Sendo o pulso sismico da fonte no dominio da frequéncia W(w) ,que no dominio do
tempo ¢ o pulso analitico da fonte, ou seja, composto por uma parte real representado pelo
pulso da fonte e sua transformada de Hilbert como a parte imaginéria, que é reproduzido
para todo o experimento sismico. Além disso, a amplitude sismica é:

_ CiR,
-2

u(§) (4.3)

Onde, Cy,R.,G 4 sao, respectivamente, a perda total das transmissoes, o coeficiente

de reflexdo de ondas planas no ponto de reflexdo e o fator de espalhamento geométrico
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complexo normalizado pelo raio de reflexdo. No dominio do tempo, o campo de onda
sismica U(&,t) e os dados migrados em verdadeira amplitude Ur4(t), respectivamente,

U€t) =u@W(t —7r(§)) e Uralt) = GU(& t+7r(§)) = CRW(E) (44)

As férmulas na equacao (4.4) sé sdo validas na auséncia de superficie livre, por
outro lado, devemos considerar seu efeito para corrigir a migracao dos dados sismicos
(SCHLEICHER; TYGEL; HUBRAL, 2007). O volume de migracao consiste de pontos
dentro do modelo de velocidade utilizado para a migracao em profundidade, distribuidos
através de uma malha retangular 3-D. A abertura de migragao resulta de um conjunto de
pares fonte-receptor especificados pela configuracao de medi¢do dentro de uma malha 2-D
de pontos no plano &. A soma dos tempos de transito a partir da fonte S e receptor G ao
ponto arbitrario M na subsuperficie (75(S(&), M) e 7¢(G(§), M) respectivamente, serve

para expressar o empilhamento na superficie de difracdo, chamada de superficie Huygens:
(&, M) = 75(5(€), M) + 76(G(€), M) (4.5)

A migracao convencional Kirchhoff pré-empilhamento na profundidade em ver-
dadeira amplitude, para um ponto fixo M , o tempo de transito 7 (&, M) nos fornece a
superficie de Huygens , ao longo do qual o campo de onda sismica U (&, M) é somado de
forma pondera, sendo expresso no dominio da frequéncia pela integral de empilhamento
de difragoes (SCHLEICHER; TYGEL; HUBRAL, 1993) :

T(M,w) = _;: / /A dew(M, €)U (€, w)eaplicorn (€, M)] (4.6)

Ao usar a teoria do raio de ordem zero na equagao (4.2) para representar a compo-
nente principal do campo de ondas sismicas, Schleicher, Tygel e Hubral (2007) obtiveram a
fungao de ponderagao adequada w(M,¢) aplicando o método da fase estacionaria (BLEIS-
TEIN, 1984) na integral de empilhamento de difragoes. Dentro da abertura de migragio A
todos os vetores de parametro & , especificam as posigoes fonte-receptor. Para a integral
em (4.6),a principal contribui¢do vem do ponto estacionario & = £* , onde tem-se que
Tp(&*) = Tr(E*) e V1p(€*) = V7r(€*)fornecendo o coeficiente de reflexdo do ponto em
subsuperficie. Nos outros casos, as avalia¢oes assintoticas sdo contribuigoes provenientes
dos limites de migragao do operador, sera atenuada por alguma funcao "taper'na vizinhanga

da abertura de migracao.

Ao considerar um intervalo regular espacial A¢ de fontes e receptores, podemos
expressar no dominio do tempo a integral de empilhamento da difracao, pela forma discreta

homoéloga, como:

— m+lntl . ,
H0Lt=0)= A S w6 E)0ple €6t + DO D] (47
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O sfmbolo U significa derivada temporal de primeira ordem. A determinacao de cada

fonte e receptor de coordenadas espaciais na abertura de migracao e dada pelas relagoes:
5{ = 501 + (] - 1)A£7 j=L..,m+1 e 55 = 502 + (k - 1)A€7 k=1,...,n+ 1(48)

Inicando do ponto inicial com coordenadas &, = (£,1,&,2) - Ao assumir, a priori, um
modelo de velocidade conhecido, a funcao de ponderacao é calculada pelo tracamento
dindmico de raios que depende do ponto M na profundidade, para coordenadas pontuais
na abertura de migragdo A. Os dados de entrada no processo de empilhamento de difragao
é a extensdo complexa (sinal analitico) da derivada temporal de primeira ordem aplicadas

as componentes principais computadas de todo dados sismico 3-D observado.

4.2 MIGRACAO KGB COM VERDADEIRAS AMPLITUDES

Nos anos recentes encontram-se na literatura geofisica muitos estudos acerca da
superposicao de feixes gaussianos como solugao alternativa da equacao da onda sismica
(CERVENY, 1982; POPOV, 1982; CERVENY, 2001; POPOV, 2002; NOWACK, 2003;
PEREIRA; CRUZ; FERREIRA, 2011; CRUZ; PEREIRA; FERREIRA, 2012). A principal
vantagem do método de feixes gaussianos, isto é, a regularidade da determinacao do campo
de ondas mesmo na presenca de caustica ou zonas de sombra, tem também atraido a atencao
de muitos pesquisadores que trabalham com imageamento sismico (HILL, 1990; HILL,
2001; ALBERTIN; YINGST; KITSCHENSID, 2004; PROTASOV, 2005; FERREIRA;
CRUZ, 2009; GRAY; BLEISTEIN, 2009; POPOV et al., 2010).

O algoritmo apresentado por Hill (2001), sendo atualmente o trabalho mais refe-
renciado, tem por objetivo obter uma imagem sismica migrada em profundidade usando
a integral de superposicao de feixes gaussianos como representacao da funcao de Green.
As amplitudes dos dados sismicos sao ponderadas por uma fungao peso gaussiana, com
largura previamente determinada, dentro de um subconjunto de dados selecionado, de-
composto por ondas planas a partir do centro do feixe e somados no dominio slant stack ,
sendo a migracao feita no dominio da profundidade usando o principio de imageamento
(CLAERBOUT, 1985).0 método slant stack considera que o registro foi obtido a partir de
ondas planas, assim o dominio slant stack é a decomposicao do sinal em diferentes dire¢oes
de propagacao da onda. Os dados em tal dominio, sdo tratados no espago (frequéncia
x vagarosidade horizontal), sendo o processo semelhante a uma migracdo baseada em
ondas planas, mas com amplitudes e tempos de transitos complexos. Este algoritmo
apesar de ser estruturado para um modelo 3-D, aplica-se apenas no dominio afastamento
fonte-receptor constante. Devido ao fato do tratamento dos dados ser feito no dominio
da vagarosidade horizontal, ha a necessidade de optimizar o intervalo de discretizacao do

parametro vagarosidade, pois o mesmo depende das frequéncias mais baixa e mais alta e
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da largura dos feixes gaussianos, tornando o processo bastante sensivel a problemas de

alias.

Seguindo um procedimento de migragao similar ao usado por Sun et al. (2000),
Ferreira e Cruz (2009) propuseram uma nova abordagem para a migragao em profundidade
usando a aproximagcao do campo de ondas pela superposicao de feixes gaussianos. Neste
novo algoritmo trata-se da migragao 3-D em profundidade para arbitrarias configuragoes
de aquisicao de dados, com preservacao de amplitudes. O algoritmo ¢é constituido por dois
empilhamentos em cascata, sendo o primeiro a tratar de um beam stack realizado por uma
integral de superposicao de feixes gaussianos, diferindo esta etapa com a mostrada pelo
(HILL, 2001) devido aos dados serem integrados ao longo de curvas hiperbdlicas, em vez
de linhas retas. O segundo estdgio da migracao KGB é o empilhamento de difracoes tipo
Kirchhoff, com as respectivas amplitudes devidamente ponderadas a fim de preservar a

informacgao de amplitude.

Para a obtencao de ponto na imagem sismica pela migracao tipo KGB, usa-se a
mesma estratégia no empilhamento de difracao para cada ponto M no volume de migracao,
ou seja, a soma ponderada ao longo da superficie Huygens na equagao (4.6). Na migragao
Kirchhoff, é necessério o uso do “two point ray tracing” para calcular os tempos de transito
a partir da fonte e do receptor na superficie de aquisicao até o ponto M no volume de
migragao. De maneira analoga a migracao Kirchhoff usando feixes proposta por Hill
(2001),incluimos na estratégia de migragao a soma de um subconjunto de dados de registro
sismico (beam dataset), ao longo de uma superficie estimada de tempo de transito paraxiais
de segunda ordem a partir dos tempos de transito da superficie de Huygens (Figura 8). O
resultado de cada feixe é acumulado na superficie de Huygens, que depois é usada como
entrada na integral de empilhamento da difracao. A migracdo KBG tem a forma de dois

processos de empilhamento em cascata:

1. Para um ponto selecionado M no volume de migracao V em relacao as coordenadas da
fonte e do receptor, na abertura de migracao A para uma configuragdo de aquisi¢ao
sismica, calculamos a fungao de tempo de transito 7p = 7p(M, €) da superficie de

Huygens;

2. Para um ponto selecionado P da superficie Huygens, usando a integral com a mesma
forma de sobreposicao de feixes Gaussianos com dominio D, somamos as amplitudes
dos tragos sismicos com a ponderagdo (chamada de gaussian beam stack - GBS) no
vetor de parametros € € D, ao longo de uma superficie de tempo de transito paraxial
de segunda ordem complexo 7y, = 7(&,, &) (chamado de beam stack surface), cuja a
parte real é a aproximacao de segunda ordem do tempo de transito de reflexdo e a

parte imaginaria é o fator gaussiano presente na amplitude observada;

3. Usando a integral tipo Kirchhoff de abertura A, somamos ao longo da superficie
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Huygens 7p(M, &.) (chamada de diffraction stack) as amplitudes sismicas obtidas

no processamento de beam stack surface;

4. finalmente, acumulamos o resultado do empilhamento da difragdo no ponto M no

volume de migragao V.

Figura 8 — Representacao esquematica 2-D do processo de empilhamento das amplitudes utili-

zando os feixes Gaussianos

f m="p(M,¢€,)

tempo de trinsito paraxiais
de segunda ordem

Tg=T(€,€)
N

Curva de difragdo

tempo de trénsito paraxiais
de primeira ordem

/

Zona de Fresnel Projetada

Trago de Referéncia

Fonte: Adaptado de Costa (2012)

A integral de empilhamento de difragio (4.6), a integral de empilhamento do feixe com
mesmo formulagao matematica que a integral de superposicao de feixes gaussianos dada pela
equagao (3.1) delimitada pela zona de Fresnel projetada, com a fungoes peso W devidamente
calculada no tracamento de raios e utilizando as amplitudes fonecidas pelos dados sismicos,
podemos escrever uma maneira conveniente de migracao KGB com verdadeiras amplitudes

na profundidade (Apéndice C).

~

I(M,w) = _27;(://Adflcdﬁgcwb(M,§c,w)ea7p[inD(M,§c)]

= [ [ déiedgh(cos ol cosalp) (et Hp (€1, W (W) (49)
u(€)eapl—ieryp(6c,€)

Consideramos que o dominio da integral interna em (4.9) é a vizinhanga paraxial do
vetor de pardmetro &, na superficie de aquisicao, tais que D = {&';| & — &. |<| 0F |}, com

0F = Omaz, OU Seja, 0 extremo da desigualdade:
| 0THLS [T (4.10)

Onde H, e T sao as matrizes 2 x 2 da primeira zona Fresnel projetada (SCHLEICHER;
TYGEL; HUBRAL, 2007),e o periodo dominante dos dados sismicos, respectivamente. Ao
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utilizar essas restrigoes, considera-se na integral de empilhamento dos feixes gaussianos
apenas as contribui¢oes das amplitudes de campo de onda que emergem dentro da primeira

zona de Fresnel projetada na superficie de aquisicao.

A integral de empilhamento de difracdo na equagao (4.9) acumula as contribuigoes
de todos os conjuntos de feixes com vetor de parametro &, calculado a partir da integral de
empilhamento do feixe. O intervalo discreto A&, entre os centros do feixe deve obedecer
aos mesmos critérios utilizados na migragao Kirchhoff em profundidade pré-empilhamento,
porque cada centro do feixe de coordenadas corresponde a um ponto em uma superficie de

Huygens.

Na equacgao (4.9), o dominio D é uma grade retangular 2-D dos pontos localizados
na superficie de aquisi¢do no intervalo de dados sismicos registrados. No dominio D,
assumimos todas as amplitudes do conjunto de tragos sismicos, que contribuem para
o traco sismico dos dados de entrada na migracdo Kirchhoff. Na migracdo KGB o

comprimento do dominio deve obedecer aos seguintes critérios:

e Deve ser limitada pelo intervalo de validade da aproximagao paraxial de reflexdo do

tempo de transito;

e Deve corresponder ao comprimento da primeira zona de Fresnel projetada. Assim,
controla- se fisicamente o nimero de tracos sismicos na integral gaussian beam stack

no processo de migracao KGB.

A integral da equagao (4.9) pode ser reescrita de uma maneira mais simples:

~ —w

,w) = 5= [ [ dean(a,€.0)0(€w) (4.11)

sendo:

U({,w)://Adn(coso/scosO/G)_ly/detHp(ﬁ’)W(w)u(ﬁ’)exp[indif(Ec,?7,M)] (4.12)

Para definir as coordenadas de integracao, usa-se na equagao (4.12) a relagdo de transfor-
macao do vetor posicdo da projecao normal do ponto de reflexdo sobre o plano tangente
ao refletor na profundidade para as coordenadas da primeira zona de Fresnel projetada.
Assim, as coordenadas do vetor de parametros n na superficie da Terra, estd sujeita a
igualdade dada por:

n=H,  (&)Ax,. (4.13)

Com a matriz Asyo referente a geometria de aquisicdo descrita na equacao 3.6.

A =BT +B;'Ty (4.14)
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Onde os elementos de valores reais das matrizes 2 x 2 sdo derivadas parciais de segunda
ordem dos tempos de transito a partir da fonte e do receptor para o ponto selecionado na
profundidade avaliada no ponto de reflexao.

A diferenga entre o tempo de transito de difracao e reflexao é a funcao do termo exponencial
da integral na equacao (4.12) é expresso por 7uir(&e, M, M) = 7p(&esm, M) — T(&c,m, M).
Tendo em vista a andlise assintética da integral na equacao (4.12), podemos expandir
a funcao da diferenca de tempos de transito em série de Taylor de segunda ordem para

as condig¢oes da fase estacionaria, a partir dos parametros calculados nos pontos criticos
— * *
§c=&en =0
1

g (€, M) = g (€5, = 0, M) (6 — &) THe, (6~ €) + T Hy(n = )y (415)

No ponto critico, & = &* , temos a matriz Hessiana2 x 2 com valores complexos:
Heo = Ma(§7) = —[He; — Hp(&0))] (4.16)
Em 7* = 0 a matriz Hessiana 2 x 2 com valores reais:

H,(n"=0)=H,(¢& =¢&) (4.17)

A partir da solucao assintética dada pelo método de diagonalizacao simultanea aplicado
na integral interna do operador Kirchhoff-Gaussian-Beam na equagao (4.9), reescrevemos

o operador KGB como:
T W 2 c c\—11x7
I(M,w) = 2//Ad£C Lu] wy(&e, M) (cos af cosagy) W(w)u(€,) (4.18)
™

x  expliw(€., M)]exp Bw (1 _ Sgan(g)ﬂ

Sendo a funcao sgn(Hp) = sgn(A1) + sgn(Az), com A\ , I = 1,2 os autovalores
reais nao nulos da matriz 2 x 2 da primeira zona de Fresnel projetada. Calculamos a fase,
P&, M) = T4y (€5, M) + 1(& — &) TMAa(£) (& — &), para a partir de pardmetros do
raio estacionario no ponto critico &, considerando 74;¢(§%, M) = mp(&;, M) — 7(&}) onde
Tr(&S) é o tempo de transito de reflexao dentro do feixe.

Assumindo que a matriz Hessiana 2 x 2 com valores complexos M a = Ma (€}) é simétrica e
nao singular, i.e.,det M a # 0 no ponto critico €., com a parte imaginaria positiva-definida,
para alta frequéncia, o resultado do método da diagonalizacao simultanea (CERVENY,

2001) aplicado em equacao (4.18) resulta em:

~

FMw) % 200 w)un(€l, M) [os 62 E)pee (€004 (£2)]

U9C,E, i sgnHy(e)
Ggm(ﬁz)exp iwtaif(&, M) — 5 <1 — ;)1 (4.19)

Onde os pares (vs,vy) € (Psz, Pg-) 530 as velocidades da onda P e os elementos verticais de

vetores vagarosidade na fonte e no receptor na posicao do ponto critico, respectivamente.



Capitulo 4. MIGRACAO KIRCHHOFF-GAUSSIAN-BEAM (KGB) 47

O fator G é o espalhamento geométrico complexo do feixe gaussiano normalizado. Para
obter da equagao (4.19) a estimativa do coeficiente de reflexdao, podemos considerar a
amplitude inicial unitaria, coeficiente de transmissao unitario, a velocidade e densidade
constante ao longo da superficie da Terra, que nos levam a definir a funcdo de ponderacao

para o KGB, como:

w

wb(€z7Mv w) = _g[vs(sz)vg(E:)psz(E )pgz(E )]GB (420)
X y/det Ma(&)exp [Z;T <1 - sgnI—; (£C)>]

Usando na equagao (4.20) as definigoes do espalhamento geométrico para um feixe gaussiano
com condig¢oes fonte inicial pontual. Para uma coordenada do feixe central e um ponto

arbitrario em profundidade temos a fungao peso expressa por:

iwvs (€2) vy (§2)Ps= (& )pg=(&e) | h(Ee, M) |

wb(gcv M,W) oI | vTS(fc; ) -+ VTg(EC, ) | As(&c; ) (5«:7 M)
N [z;u <1 sgnHQ (&))] (4.21)

onde h(&., M) é conhecido como determinante de Beylkin. V75 e V7 sdo os gradientes
das fungoes dos tempos de transito reais dos dois ramos do raio que comeg¢am na origem e
nas posigoes de receptor, respectivamente, avaliadas em um ponto de profundidade M no
volume de migracao.

Ag e Ag correspondem as amplitudes complexas normalizadas ao longo dos dois ramos de
raios a partir de posicoes da fonte e do receptor para ponto na profundidade. Sendo as
mesmas calculadas pela aproximacao paraxial dos feixes gaussianos.

A migracdo KGB matematicamente expressa pela equagao (4.9), no dominio do tempo se

torna: 92U
1046 =0) = 5 [ [ dcws(ee M) 6t -+ o6, M) (4.22)

onde wy = %wb e U(&.,t) é a transformada inversa de Fourier do dado empilhado pelos

feixes gaussianos na integral interna da equacao (4.12) dada por:

U(ert) = [ [ defag(cos oy cos )™ [ det Hp(€€)] ul€)W (1 - T(6.. ) (4:28)

Usando a aproximacao de que as principais contribui¢oes para a integral interna vém de
amplitudes com coordenadas perto da fonte e do receptor com o vetor de parametro &, ,
ou seja,o centro do feixe de coordenadas, implementamos o algoritmo de KGB no dominio

do tempo com base na equagao (4.24) na forma discreta:

m+1n+1

[<M t= 0 V£2 Z Z w 187 520) [ les €§c7 t+ TD( {ca £§c>] (424)

7=1 k=1

Ujk( {07 12€c7 \/ det H Jk(M €1c7£20>[cosa53k<M 5107520) Cosank<M 5107520)]71
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L/2  J/2 ) ‘
x (VO 3 3 ulél &) Winpglt — T(€1, &5 €1 7)) (4.25)

I=—L/2r=—J/2
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5 RESULTADOS

O dado utilizado para a relizacao dos testes nesse trabalho foi o Marmousi, devido
a estrutura bastante complexa, trata-se de um dado actstico 2-D, basedo na geologia da
bacia de Cuanza, em Angola (VERSTEEG, 1994). A estrutural geldgica desse modelo
dominado por falhas listricas de crescimento, as quais se levantam desde um truncamento
de sal até chegar a complicada estrutura de velocidade na parte superior do modelo. A

Figura 9 representa o modelo de velocidade de referéncia do Marmousi sem suavizagao.

O dado consiste de 240 familias de tiro comum, com um intervalo entre cada tiro
de 25m. Os tiros foram dados a partir de 3 km até 9 km. Cada familia de tiro é formada
por 96 tragos, com intervalo de grupo de 25 m, sendo o afastamento mais proximo de 200
m e afastamento mais distante de 2750 m. Cada trago possui 750 amostras de tempo, com

4 ms de intervalo de amostragem. O tempo total de registro 3 s.

Figura 9 — Modelo de velocidade do Marmousi.

0 5500
5000
500
4500
~ 1000
E - 14000
(1]
=]
b
2 1500 - 13500
=
=
e E 13000
& 2000
2500
2500
2000
3000 ' L 1500
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

Distancia (m)

Fonte: Do Autor

A Figura 10 representa a segao offset minino 200 do dado do Marmousi que vai
ser usado como entrada para as migrac¢oes Kirchhoff e KGB. Os modelos de velocidades

usados nas migragoes, foram reamostrados a partir do modelo da Figura 9.
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Figura 10 — Se¢ao afastamento minimo.
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Fonte: Do Autor

Os modelos de velocidades sdo representados por uma matrix n, X n,, em uma malha com
Ax = Az e usa a convengao que (z = 0,z = 0) estd no canto superior esquerdo. A Tabela
1 ilustra 4 discretizacoes e as dimensoes das matrizes usadas para representar o modelo de
velocidade da Figura 9, sendo que esses modelos foram suavizados para a realizacao dos

testes para obter as migracoes Kirchhoff e KBG pré-empilhameto em profundidade.

Figura 11 — Representacao da malha em duas dimensoes para construgao do modelo de velocidade.

Origem ﬁ X

—y

Fonte: Do Autor
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Tabela 1 — Valores das discretizacoes da matriz do modelo de velocidade.

discretizacao Ny n, | Ax | Az
modelo de referéncia | 2301 | 751 | 4 4
60 53 | 156 | 60 | 60

80 40 | 118 | 80 | 80

100 33 | 95 | 100 | 100

150 23 | 65 | 150 | 150

A partir do modelo de velocidade de referéncia, foram feitas discretiza¢oes usando
como incremento para cada elemento da matriz os valores de 60, 80, 100 e 150 m. A
Figura 12 ilustra os resultados dessas discretizagoes, observa-se que com o aumento de Az
e Az a imagem do modelo de velocidade fica desfocada. As se¢oes migradas Kirchhoff
pré-empilhameto em profundidade ilustradsa na Figura 13, foi gerada a partir dos modelos
de velocidades da Figura 12 e do dado em afastamento comum de 200 m mostrada na
Figura 10. Es as secaos correspondentes das migracoes KGB é representada pela Figura

15.

Analisando as Figuras 13 e 15, observa-se que os refletores tem boa continuidade,
porém, a diferenca fica na nitidez da imagem, pois neste aspecto a Figura 15 apresenta-se
mais limpa quando comparada a Figura 13, ou seja, o refletor é realgado, os efeitos de

borda sdo bem acentuados.

Em relagao as imagens migradas Kirchhoff da Figura 13, teve uma diminuicao
significativa na resolucdo dos refletores na medida que a discretizacdo aumenta. A mesma

coisa foi observada na imagens migradas KGB da Figura 15.

As Figuras 16 e 18 representam as matrizes dos espectros de amplitude das se¢oes

das Figuras 13 e 15, respectivamente.

O valor do Espectro de amplitude aumenta, conforme a discretizagao do modelo
velocidade é maior, fica visualmente explicito na Figura 16. De modo andlogo ocorre nas

migragoes KGB, ilustradas na Figura 18.
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Figura 12 — Modelo de velocidade redimensionado.
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Figura 13 — Migragdo Kirchhoff pré-empilhameto do modelo de velocidade da Figura 12.
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(a) Migragdo Kirchhoff do modelo de velocidade discretizado de 60 m (b) Migragdo Kirchhoff do modelo de velocidade discretizado de 80 m
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Figura 14 — Migracdo KGB pré-empilhameto do modelo de velocidade da Figura 12.
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Figura 15 — Migragdo Kichhoff e KGB pré-empilhameto do modelo de velocidade da Figura 12.
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Figura 16 — Matriz espectro de amplitude da migracao Kirchhoff.
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Figura 17 — Matriz espectro de amplitude da migracao KGB.
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Figura 18 — Matriz espectro de amplitude da migracao Kirchhoff e KGB.
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6 CONCLUSAO E PERSPECTIVA

6.1 CONCLUSOES

No presente trabalho foi ultilizada uma nova alternativa para construcoes de ima-
gens sismicas em profundidade, algoritmo desenvolvido por Pereira (2013), a qual é baseada
em trés teorias principais: aproximagao de kirchhoff, feixes gaussianos e verdadeira ampli-
tude. O algoritmo de migracao, denominado de Kirchhoff-Gaussian-Beam (KGB), obtido
com tais conceitos teodricos foi a implementagao da integral de sobreposi¢cao de campos
paraxiais (feixes gaussianos) em 2-D, onde a mesma ¢ inserida no nicleo do operador
integral de migracao Kirchhoff convencional 2-D. Além disso, propds-se usar a zona de
fresnel projetada como dominio de integracao do feixes gaussianos.Ou seja, para cada
ponto em profundidade, a migracao 2-D KGB pré-empilhamento consiste em delimitar
subconjuntos do dado sismico na zona de fresnel projetada para ser empilhado através da
integral de sobreposicao de feixes gaussianos e, em seguida, serem acumulados na superficie
de Huygens. Neste trabalho foram feitas dois tipos de migragao: Migracao Kirchhoff
convencional e o método KGB ultilizando diferentes tipos de discretizagao feitas na matriz
do modelo(Marmousi 2-D) de velocidade e analisados os efeitos dessas discretizagoes nestes
Dados Migrados, assim como seus espectros de amplitude.

Como maior contribui¢ao nesta dissertacao, foi testada uma nova estratégia para a migra-
¢ao em amplitudes preservadas de que utiliza como base a zona de fresnel projetada. Alta
precisao é conseguida porque as derivadas de segunda ordem complexas estao incluidas, a
fim de reconhecer a curvatura da frente de onda. O algoritimo permite a determinacao
dos parametros da zona de fresnel projetada na superficie de aquisicdo através da matriz
propagadora e da matriz de Bortifeld, reduzindo assim a necessidade de calcular a zona de
fresnel na pro- fundidade. O método também fornece uma ferramenta de iluminacao do
meio em regioes de singularidade para teoria do raio tradicional. Testes em dados com

diferentes dominios de aqui- sicdo confirmam a eficiéncia e precisao.

Nas Figuras 13 e 15 temos os resultados das migragoes em profundidade para o
modelo Marmousi usando os algoritimos Kirchhoff e KGB. Estes resultados foram obtidos
usando diferentes Az e Az no modelo de velocidade. Fazendo uma comparacio entre
a migracao Kirchhoff e KGB para mesma discretizacao, podemos notar que ambas as
imagens migradas apresentam uma boa continuidade dos refletores, diferindo quanto a
nitidez da imagem, pois a imagem migrada usando KGB tem menos artefatos quando
comparada a imagem migrada usando Kirchhoff. Além disso, podemos observar que

aumentando as discretizagoes no modelo é perceptivel uma perda na resolucao da imagem



Capitulo 6. CONCLUSAO E PERSPECTIVA 60

migrada tanto na migragdo Kirchhoff quanto na KGB.

A partir do espectro obtido da transformada de fourier 2D sobre os resultados
migrados em profundidade, observamos que com o aumento da discretizacao (Az, Az) ha
uma realce das amplitudes referentes aos artefatos, tanto no dominio da profundidade,
quanto no dominio do espectro. Nota-se, em cada espectro (com sua respectiva discretiza-
¢ao), que amplitudes sao realcadas na sua parte central. Isto nos leva a concluir que os

artefatos concentram-se nesta regiao do espectro.

6.2 PERSPECTIVAS

Como proposta de continuidade e aperfeicoamento do KGB, deve-se:

e Estudar o tamanho adequado para a largura do feixe com relagdo ao raio da zona de

Fresnel projetada;

e Estudar a influéncia dos pesos durante o empilhamento realizado no feixe de tragos

sismicos;
e Estudar formas alternativas para o célculo do tamanho da zona de Fesnel projetada;

e Estudar o caso de insuficiéncia de dados no tempo e espago para os diferentes métodos

de migragao;
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APENDICE A - Formalismo da condic3o inicial dos feixes

gaussianos em funcao da zona de Fresnel projetada: Caso 2-D

Segundo (MULLER, 1984) a expressio analitica para a meia largura L de um feixe

gaussiano na situagdo 2 — D é definida pela seguinte expressdo matematica:
2 (fq1 + g2)* + €347

2—7
L* = 2
w €5

(A1)

Como o interesse é obter a propagacao do feixe Gaussiano estreita e estével, (CRUZ;
PEREIRA; FERREIRA, 2012) encontrou o pardmetro € = €; + i€y do feixe igualando o

raio da zona de Fresnel projetada (A.3) com a meia largura (A.1). Assim:

L* = r (A.2)

2 (g + Q22)2 teag _ 1 (A3)
w € JfHp

ij(e%ql +q) + g0 = 7 ;_,P €2 (A.4)

(Eq+ @)’ +a¢ = ;}362 (A.5)

Baseado nas discugoes (MULLER, 1984), para atribuicio de valores para €; e €, , considera-
se €1 =0 e e > 0. Assim a equacao (A.5), torna-se:
s

T &+q =0 (A.6)

2, 22 T 2
+ €597 = —€ ou €5q; —
4; 21 Hpy 2 241
Onde a equacao (A.7) é do 2 o grau. Assim, para obter e a partir de quantidades
conhecidas do tracamento de raios basta encontrar as raizes da equacao A.7. Denotando

€g = ng)l

;o s T \/(i)z —4q1¢2
2¢1

(A7)
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APENDICE B - Superposicio de feixes Gaussianos para a

situacao 2-D

Segundo Ferreira e Cruz (2009), o operador de superposicao de feixes gaussianos

de dados 3-D no dominio da freqiiéncia é dado por:

ib(?,w):;i /A dgfdgf\/mm[](?ﬂw)efinp(?P,w)

onde,
ErE)=7T(E"-€)

)

? — ?P_—>

( &) Hp( £)

l\D\»—t

representa o tempo de transito paraxial, calculado em referéncia ao tempo de tran-
sito de reflexao 7r(€) de um raio central que parte de S(&) e emerge em G(£), Ap a zona de
Fresnel projetada (SCHLEICHER et al., 1997; SCHLEICHER; TYGEL; HUBRAL, 2007),
caracterizando a abertura que contém o traco de referéncia ? ,F o vetor vagarosidade
horizontal do raio central,T” indica uma operacao matematica de transposicao, H, p(?P )
a matriz da zona de Fresnel projetada, DL(?P ) determina a o fator de decaimento da
amplitude do dado sismico no interior de um feixe centrado na coordenada ?, definindo
a chamada janela gaussiana, L largura efetiva do feixe (MULLER, 1984). Finalmente,
U (&7, w) representando uma janela do dado sismico original U(&,w), contido dentro da
abertura da zona de Fresnel projetada.
Tais consideragoes sao estendidas sem perda de generalidade para o operador de superpo-
sicao de feixes gaussianos de dados 2-D definido a seguir. A representacdo mateméatica
do operador integral de superposicao de feixes gaussianos 2-D no dominio da freqiiéncia

segundo ¢é dado por:

U(Enw) = | o / A€l \/Hir(€7,0,€0) D1 (€70, €)Ua(€", 0,w)e ™7 (€7, 0,€1)

Uma representacao matematica para a integral de superposicao de feixes gaussianos 2-D

no dominio do tempo é dado por:

V& w) = 5 oo / 4¢P \[Hiy(€7,0,€) D1 (€70, €007 Ua(€p,t — Tp(€",€1)

ressaltando que Hy;(€F,0,€;) é o elemento superior esquerdo da matriz zona de Fresnel

projetada em condi¢oes complexas
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APENDICE C — Anélise assintética da integral de migracio KGB

Usando as coordenadas 3-D cartesianas gerais com vetor posi¢do x = (1, 2, T3),
considerando o plano ¥ p de forma a coincidir com a superficie da aquisi¢do, ou seja, a
superficie da terra, onde sdo distribuidos os pares de fonte S e geofone GG com coordenadas

cartesianas 2-D locais especificados pelo vetor de parametros £, expresso por:
Xs = Xs(f) e XG = Xg(g) (Cl)

Cada coordenada do vetor de parAmetro & = (£1,&;)7, com a abertura de migragdo A da
integral externa na equagao (4.9), é uma coordenada de um feixe central, isto é, £ = &, ,
referente a um subconjunto de tracos sismicos selecionados relacionado a um feixe gaussiano
. O tempo de transito paraxial complexo de um raio paraxial, com percurso inciando em
Xs(&) e terminando em X (&) , calculados a partir de pardmetros de um raio central de
um feixe especifico £ = £, com pode ser expresso por ((BORTFELD, 1989);(SCHLEICHER,;
TYGEL; HUBRAL, 2007);(CERVENY, 2001)):

(e &b) = TR(EC) — pg(fb — &) + ngG(fb — &)+ ;(fb - €C)TH(£C)<§b —&) (C.2)

O parametro &, = (&1, &) especifica a posigao do trago sismico com relagdo subconjunto
de tragos sismicos relacionado a um feixe gaussiano com centro em &, (figura 21) . Se ele
¢é avaliado a partir dos parametros do raio central no ponto estacionirio em um ponto
critico €. = &, o tempo de transito paraxial da equagao (C.2) é 7(&}, &).

Alternativamente, pode-se expressar o tempo de transito 7(&.,&,) pela soma de dois
tempos de transitos 7s(xg, Xs) (tempo da fonte em x5 até um ponto do refletor em xg)
e 7¢ = (Xgr,Xg) (tempo de um ponto do refletor em xp até o geofone em x5 ). Se o
tempo de transito total 7p(xg,Xg, Xr) = Ts(Xs,Xr) + 76(Xq, Xg) corresponder a um raio
paraxial refletido que obedece a lei de snell, que depende das coordenadas da fonte, do
geofone e do ponto de reflexdo, entao o tempo de transito paraxial expresso pelo raio

estacionario central a um feixe é dado por:

(&, M =R) = 7(&,R) —ps(&)Ts(& — &) + pa(€)TE(E — &)
- (éc &)Hp(n")n

boE— E)THE)(E — )+ " Helm )y (C3)

onde 7(&, R*) = 7(&) é o tempo de transito refletido no raio estacionario do centro de
um feixe. O vetor de pardmetros na superficie da terra n = (€, — €.) obedece a relacao

expressa na equagao (4.13). Se o raio nao é de reflexao, o tempo de transito da equagao



APENDICE C. Andlise assintdtica da integral de migracio KGB 68

(C.3) correspondente a um raio arbitrario e as coordenadas da fonte, do geofone e do ponto
em profundidade nao sao dependentes entre si.

Se o vetor de pardmetros & = £ ¢ M = R na equagao (C.3), entdo n = (& — &) e o
tempo de difracdo paraxial é:

1
= (€.,m, M = R) =7(&,R*) + 577THP77*77 (C.4)

A superficie da empilhamento de difragdo, chamada de superficie de Huygens, no processo
de migracao Kirchhoff calculada para um ponto arbitrario M em profundidade é, entao, a

seguinte fun¢ao tempo de transito:

p(éen=0M=R) = (& M)-pg(&)Ts(& — &) +pe(€)Ta(€ — &)

bole— &) Hp(E)(E &) (€5)

Ao inserir na equagao (4.9) tempos de transito de complexos, 7(&., &) = Re {T(&., &)} +
iJm {7(&, &)} da equagao (C.2), a superficie de Huygens da equacao (C.5) e considerando
que a maior contribuicdo da integral venha da regido do feixe proxima de um raio central
com parametro &, , pode-se expressar as verdadeiras amplitudes da migracao KGB em

profundidade como:

f(M,w) = W(w)/Ad{lcdﬁgcwb(M, &, w)erpliwtp(€e,m =0, M)]

/ /27 / / ’ / (C6>
(COS &, COS aG)il [_ det Hp (fcl’ 502)]1/211“(]]3(60) / /D dglcd§2ce‘rp[_iWTgb(£C> Eb)]
Com a ajuda do tempo de transito expressos na equagaes (C.2)e (C.5):
Tdif - (507 n, M) - TD(EC: n, M = R) - T(fca €b> (C7)

Usando as condic¢oes de fase estacionaria, encontra-se dois resultados importantes;

1. Para O7y/0&. = 0 no ponto critico &. = &, encontra-se a identidade V¢7g(€}, & =
&) =Verp(&e = &.m = 0,M = R¥), ou seja, o gradiente da parte imagindria
da funcao tempo de transito de reflexao é negligenciando, que para 7 significa a

condicao de tangéncia entre as superficies de Huygens e de reflexao no ponto critico.

2. Para 04¢/0n = 0 no ponto critico n*, o gradiente da parte imaginéaria da fun-
cao tempo de transito de reflexdo é negligenciando, encontrando V,7x(&5, &) =
Vomp(&eym*, M = R*). Assim, p 4+ n*Hp(n*) =0, com p” = —(&. — &)Hp(n*) da
equacio (C.3) resulta em n* = (—p"Hp'(n*))7, que significa as coordenadas da fase
estaionaria n* = (€. — &F).

Considerando as condicoes da fase estacionaria obtidas acima, o tempo de transito 745 da
equacgao (C.8) pode ser expandida em série de Taylor:

Tag (€., M) = g (€, = 0, M)+ 1 (€ —€0) He(€2) (€ —&0) + " Hy(n = ) (C9)
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no ponto critico &, = £, tem-se a matriz 2 x 2 Hessiana complexa:
H¢(&) = Ma(&) = He(&)) — Hp(&) = Hp(§) +iH1 (&) (C.9)
Em 7, a parte real da matriz 2 x 2 Hessiana complexa é:
H,(n=0)=Hp(& = &) (C.10)

Usando a equagao (C.7), com a ajuda das equagoes (C.9), (C.10) e (C.11), a equagao (C.6)

pode ser reescrita como:
I(M,w) = //%mmumncmm%AQWWméwMQA
ug(ﬁc)exp[zwqb(ﬁc, // dnexp [zw n H( =0)n

Onde a fungao fase da integral externa na equagao (C.11) é

B(6e, M) = masg (e, M) + 56— £)T MAED(E, ~ &) 1)

Com a identidade da equacao (C.11), obtém-se:

0w~ = //%m& M) (cos ¢ cos o)~
?(1 - SgnHP<c>/2>

xug (€c)expliwd(&e, M)exp

No ponto estacionario £, a integral na equagao (C.12) possui uma solugao aproximada

assintotica dada por:

I(M,w) & Zwy(&5, M,w)[0s(€c)vyeps: (€)py-(€5)]
UiCiti, T~ SgnHp(£.)/2)

X Gg\/me:vp [WTdif(Ec’ M) — 5
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APENDICE D - APROXIMACOES DO CAMPO DE ONDAS

Neste apéndice, sera descritas uma solugao aproximadas da equagao da onda
utilizadas para contornar algumas lacunas existentes na teoria do raio de ordem zero. Os
feixes gaussianos que combinam as vantagens da teoria do raio e a técnica de aproximagoes
paraxiais na vizinhanga de um raio, de modo a fornecer um método véalido em causticas e
em modelos heterogéneos complexos. Estes método possui baixo custo computacional e de
simples implementacao, quando comparado a modelagem sismica usando diferenga finita

cujo tempo de processamento ¢ bastante elevado em meios mais realistas e complexos.

D.1 FEIXES GAUSSIANOS

O método do raio é amplamente usado para calcular os campos de ondas de
diferentes natureza fisica para aproximagcoes em altas frequéncias, devido a sua relativa
simplicidade em suas fémulas. Mas, a teoria do raio falha em regides onde o campo de
raios tem comportamento nao-regulares, isto é, quando o ponto de observacao se localiza
sobre em uma superficie de caustica, onde a amplitude é infinita, ou quando o ponto
de observacao se localiza em uma zona de sombra, onde o tracado de raio nao pode ser
realizado. Para superar essas dificuldades algumas modificagoes no método do raio foram
usadas, tal como a obtencao do operador WKBJ/Maslov cuja sua descrigdo pode ser visto
em Chapman (1971), onde o resultado do algoritimo depende da posi¢ao do ponto de
observacao, requerendo um estudo da caracteristica geométrica do raios nao-regulares.
Babich e Pankratova (1973) propuseram uma ideia de descrever o campo de ondas em
altas frequéncias através de uma integral de superposicao de todos os raios como uma
solugao aproximada em um tubo de raios na vizinhanga de um raio central, chamado de
superposigao de feixes gaussianos. Seguido por outros autores, Popov (1982), Cérveny
(1982), Miiller (1984) e Bleistein (2009).

D.1.1 Tempos Paraxiais

A integral de feixes gaussianos que sera descrita a seguir, equivale a uma superposi-
¢ao de aproximagao paraxial de tempos complexos, ponderada por uma funcao exponencial
com a forma de uma gaussiana centrada em um ponto do raio. Os tempos de transitos
utilizados para o célculo das amplitudes dos feixes, sao estimados a partir das derivadas
espaciais de primeira (vagarosidade p) e segunda (matriz M) ordem. Isto é referido
como uma aproximacgao paraxial dos tempos de transito na vizinhanca de um raio central.

Para calcular p, o sistema de equagoes lineares,isto é, as equagoes cinematicas do raio
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apresentada na se¢ao (2.4.3) deve ser integrado. Para determinar M, é necessario resolver
o sistema (2.81),com a finalidade de encontrar as matrizes P e Q. A vagarosidade p ¢é
simplesmente o gradiente espacial dos tempos de transito e o espalhamento geométrico
estd relacionado com a matriz Q. Quando um receptor nao estd préximo de uma caustica,
as quantidades determinadas no sistema de tracamento dinamico do raio podem ser usadas
para determinar a solucao, que consiste no espalhamento geométrico, tempo de transito e
dos coeficientes de reflexdo/transmissao. O tempo paraxialmente estimado a partir das
matrizes P e Q pode ser usada tanto para evitar o two-point ray tracing pela extrapolacao
do tempo de transito préximo a um raio ou para resolver de forma iterativa o problema de
two-point ray tracing. O tempo de transito em uma vizinhanga de s pode ser calculada

pela equacao (2.104), que na forma matricial pode ser escrita como (CERVENY, 2001) :
1
() = 7(zo) + Ax'p+ Az H' MHAz (D.1)

Lembrando que H a matriz de transformagao de coordenadas centradas no raio para
coordenadas cartesianas (as colunas de H sao os vetores base no final do raio), M = PQ ™!
, P e Q sao solugoes do sistema (2.81). Além disso, Ax é definido como Ax = x — xg ,
com Xg as coordenadas cartesianas do ponto S e x as coordenadas cartesianas do ponto
R’ (Figura 4).

D.1.2 Aproximacao Paraxial do Raio

Os feixes gaussianos sao definidos pela adicdo de uma pequena parte imaginaria
da matriz M equacao (2.83), que resulta em um decaimento exponencial de um feixe a
partir do raio central. A amplitude de cada feixe é proporcional a parte real de exp(iwT),
onde 7 é considerado um ntimero complexo em (D.1), através da inclusao de M complexo.
Na vizinhanca de causticas, a soma de feixes permanece regular, onde o espalhamento
geométrico desaparece e a teoria do raio se tornar singular. Na verdade, a diferenca entre

a teoria do raio e de feixes gaussianos depende apenas dos valores iniciais de P e Q.
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Figura 19 — Ilustracdo de um feixe gaussiano , mostrando as coordenadas centradas no raio, a

meia-largura e a amplitude gaussiana.

Fonte: Pereira (2013)

Aqui serdo relatados, resumidamente, os resultados apresentados por Cérveny (2001) e
para descrever uma solugao paraxial. A equacao de onda em coordenadas cartesianas tem
uma solugao paraxial na forma (CERVENY, 2001)

Upar (21, T, 73) = AP exp[—iwT(x)] (D.2)

Onde, o tempo 7(x) possui apenas parte real, devendo ser calculado pela equagao (D.1). O
termo A®)(s) é a amplitude em coordenadas cartesianas e pode ser calculado por equacao
(2.84):

A¥(s) = A¥(s)L (D.3)

onde

o [l e [detl@s)
A= oot T €L = Gero)

O fator H;;(s) denota as componentes cartesianas ey;(s) de polarizacao do vetor
er em s. Se o ponto s esta situado na estrutura da interface, H;; pode ser substituido
pelo coeficiente de conversao descrito por Cérveny (2001).A§-q)(30) representa a amplitude
inicial, em coordenadas centradas no raio, calculada no raio central da onda elementar
em sg. Por fim, Rf; é o coeficiente de reflexao/transmissao (R/T") normalizado, cuja suas

componentes sdo dadas em fungdo do angulo incidente 6, angulo refletido 6 e do coeficiente
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R de reflexac/transmissao (YILMAZ, 2001) para onda P:

© p(so)v(so) cos(by)
R = RJ pl5)0(s) cos(6)

D.1.3 Aproximacao Paraxial de Feixes Gaussianos

A aproximacao paraxial de feixes gaussianos da componente principal do campo

de onda sismica PP (onda P incidente que continua a ser P depois de refletida) na
.. . L - .

vizinhanga de um raio central de direcdo dada pelo vetor t , a partir de uma fonte pontual

tridimensional em um meio, é representada pela equagao em coordenadas centradas no
raio por (POPOV, 2002),

Uy (g1, q2, 8) = A(s)exp[—iw(T(s) — 7(s) — ;Aqu\/I(s)Aq)]7> (D.4)

onde, Aq" = (g —qo)" = (@1 — ¢}, — ¢8) deve ter parte real Re {M(s)} e parte

imaginaria Jm {M(s)} e satisfazer trés condigoes ao longo do raio:

1. det(Q(s)) # 0;
2. M(s) =MT'(s);

3. Jm {M(s)} é positiva definida.

Para calcular M(s), Cérveny (2001) faz uso da matriz propagadora (2.46):

P(s) | _ | Qulsis0) Qalss0) ] [ Q(s0) ] 05)
Q(s) P1(s,50) Pa((s;s0) | | Qlso)
Q(s) = Qu(s,50)Q(s0) + Qa(s, 50)Q(s0)
= [Qi(s,50) + Qa(s, 50)Q(50)Q; ' (50)] Q(50)
= [Q1(57 50) + Q2(87 SO)M(S(J)]Q(SO) (D-6)
analogamente,
P(s) = [P1(s, s0) + Pa(s, 50)M(50)]Q(s0) (D.7)

M(s) = M(s)Q ' (s)
= [Pi(s, 50) + Pa(s, s0)M(s0)]Q(s0) Q(s0) " [Q1(s, 50) + Qa(s, 50)M(s0)] "
= [Pl(S,So) +P2(S,SQ>M(80)HQ1(8,80) + QQ(S,So)M(So)]_l (D8)
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Para encontrar A®(s), deve-se calcular a razao:

(det Q(s0)
det Q(s)

1/2
) = \/det[Ql(s, so0) + Qa(s, s0)M(so)] (D.9)

A matriz Maya(sg) é composta pelas derivadas de segunda ordem do tempo de
transito em relacao as coordenadas centrada no raio q; em sy.Ela esta relacionada com
a matriz de curvatura da frente de onda Kayo(so) pela relagio Re {M(sqg)} = v~ k(sp),
onde v = v(s).

Para determinar as equagoes (D.9) e (D.8), ao longo de todo raio, é preciso saber M (sg)

que satisfaca as condigoes iniciais:

1. det(Q(s)) # 0 e det Q # oo;
2. M(s) = MT(s);

3. Im {M(s)} é positiva definida.

Popov (1982) fez um estudo detalhado, em 2-D, sobre a escolha de Q(sg) e P(so).
Bleistein (2009) estendeu as condigoes iniciais de Popov (1982) para o caso 3-D, obtendo:

Q(so) = CU—LOI e P(so) = iAI (D.10)

Vo Vo

Onde, w ¢ a frequéncia angular dominante, Ly a meia-largura inicial do feixe gaussiano e

Vg € a velocidade inicial.

A matriz Jm{M(s)} descreve as propriedades geométricas da frente de onda.
Seus autovalores )\E(Rle){M(s)} =\ (s) e )\E()?e){M(s)} = A\y(s) sdo sempre reais. As quantidades
Ki(s) = vAi(s) e Ka(s) = vAy(s) representam as curvaturas da frente de onda. Jm {M(s)}
controla o perfil da amplitude gaussiana nas se¢oes perpendiculares ao raio. Devido a
Jm {M(s)} ser positiva-definida e simétrica, os autovalores Agﬂ (M(s)) = A(s) e Agiz (M(s)} =

X2(s) sdo sempre reais.
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