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RESUMO

Neste trabalho analisamos a propagacao de ondas eletromagnéticas lo-
calizadas e o comportamento assintotico da energia em meios dielétricos
nao-ideais com memoria. Para a existéncia de solugao e o comportamento
assintotico da energia utilizamos técnicas de semigrupos. Mostramos explici-

tamente solucoes localizadas, campos harmonicos particulares e focus wave
mode sem condicoes de fronteira.



ABSTRACT

In this work we analyse the propagation of localized electromagnetic
waves and the asymptotic behavior of energy in non-ideal dielectric media.
For the existence of solution and asymptotic behavior of energy, we make use
of techniques of semigroup. We show localized solutions, harmonic fields and
focus wave modes without boundary conditions.
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Introducao

E um fato conhecido que as ondas sofrem efeitos atenuantes como dispersao
e difracao quando se propagam em meios reais.

Na analise de sistemas de comunicacao baseados em dispositivos épticos,
os efeitos de difracao e dispersao sao considerados fatores fundamentais para
o projeto destes, isto ¢, sistemas reais devem reduzir ao maximos 0s erros
de decodificagao decorrentes da propragacao eletromagnéticas nos canais de
comunicacdo. Para isto é de fundamental importancia estudos de técnicas
que permitam reduzir tais efeitos.

A difracao sempre ocorre em meios reais bidimensionais ou tridimension-
ais mesmo quando o meio é homogéneo. Qualquer que seja o tipo de onda,
pulsos ou feixes, elas sao a composicao de diversas ondas viajando em di-
recoes e velocidades diferentes tais que modificam gradualmente sua forma
espacial ao passarem por meios ou obstaculos da ordem de seu comprimento
de onda. Ou seja, a difragdo é o fendmeno que altera a forma e/ou a di-
recao da onda propagante quando ela passa por obsticulos da ordem de seu
comprimento de onda. A alteracao das diferentes componentes de onda e de
direcao causa, em sistemas reais, um espalhamento do sinal comprometendo
o seu reconhecimento.

A dispersao é o efeito que ocorre em ondas ou pulsos que se propagam em
meios materiais e que é caracterizado pelo alargamento do pulso no decorrer
do tempo. Isto é, o efeito devido a variacao do indice de refracao n com a
freqiiéncia f: cada componente espectral propaga-se com velocidade difer-
ente. Ou seja, cada componente de freqiiéncia do pulso propaga de maneira
diferente no meio considerado pois possuem diferentes velocidades de fase.
Assim, em geral, o pulso sofre um gradual alargamento (ou espalhamento),
o que implica em um outro fator limitante quando é requerido que o pulso
mantenha sua forma ao longo do tempo.



Dados estes fatores limitantes em sistemas de comunicagoes, muitas téc-
nicas surgiram na tentativa de minimiza-los, como, por exemplo, as que se
utilizam de dispositivos 6pticos, tais como amplificadores 6pticos e regener-
adores opticos. No entanto, uma série de trabalhos téoricos, desenvolvidos
com rigor a partir dos anos 80, apresentavam solugoes para os problemas
ja mencionados. Estes analisavam solucoes de onda com a interessante car-
acteristica de resistir aos efeitos de dispersao e difracao. Esses solucoes,
inicialmente estudadas com hipoéteses ideais, sao dotadas da capacidade de
propagar por grandes distancias em meios reais sem sofrer (ou sofrer pouca)
alteracao de suas propriedades basicas iniciais. Tais solucoes de onda sao
chamadas ondas localizadas ou ondas nao-difrativas. A definicao mais detal-
hada sera apresentada no Capitulo 2. Disto decorre uma grande possibilidade
pratica de reducao de custo no projeto e construcao de sistemas de comu-
nicacoes baseados em dispositivos 6pticos de recuperacao e amplificacao de
sinal.

Inicialmente, a teoria sobre ondas localizadas foi desenvolvida para o es-
paco livre, no entanto, nos dias atuais, os estudos vém sendo ampliados para
meios mais complexos como, por exemplo, meios dispersivos, anisotrépicos,
nao-lineares e com perdas. Aliado a este fato, novos métodos matematicos
sao desenvolvidos para obtencao de feixes ou pulsos localizados em regime
subluminal, luminal ou superluminal, isto é, que se propagam com velocidade
inferior, igual e superior a velocidade da luz (no caso de ondas eletromagnéti-
cas), respectivamente. Atualmente, tanto a parte teérica quanto experimen-
tal estd bem posta e estudos recentes sugerem que estas ondas sao capazes
de resistir a dispersao em meios materiais por longas distancias.

Como exemplo de solucoes localizadas citam-se casos particulares da
solucao de D’Alembert para a equacao de onda 1D que é dada por

o(z,t) = F(z — ct) + G(x + ct)

onde c é a constante de propagacao da equacao e F, G sao funcoes arbitrarias
continuas. Qualquer solu¢do da forma ¢(x,t) = F(x — ct) (ou ¢(x,t) =
G(z + ct)) é localizada.

Um trabalho considerado marcante sobre ondas com localizacao no caso
eletromagnético foi feito por Brittingham [1] em 1983. Neste trabalho, o autor
parte das equacoes de Maxwell e obtém solucao com a capacidade de propa-
gacao rigida, inalteravel em forma e intensidade ao longo do tempo. Ele con-
sidera solucoes com energia infinita com a capacidade de permanecerem lo-
calizadas indefinidamente. Brittingham chamou esta solucao de Focus Wave
Mode (FWM).



Na realidade, alguns autores ja haviam obtido solu¢oes de onda com local-
izagao [13|. Nestes casos as solugoes obtidas também nao sao consideradas em
meios complexos. Atualmente, devido aos esforcos de diversos pesquisadores
impulsionados pelos estudos iniciais & pouco mais de duas décadas, tanto
teoria quanto os experimentos acerca de ondas localizadas estao bem estab-
elecidos no eletromagnetismo e actstica.

Dadas suas caracteristicas, as ondas localizadas possuem aplicagoes em
diversas dreas. Além das evidentes aplicacoes em Optica, Acustica e Mi-
croondas, tais ondas sdo muito tuteis em Geofisica e na Teoria de Particulas
Elementares. Em certos casos, a descricao de uma onda extremamente local-
izada se confunde com a descricao de uma particula e, em vista disto, muitos
aspectos sao tomados em analogia.

Destacamos, também, que ondas congeladas ou Frozen Waves apresen-
tam aplicacdes em Medicina na resolucao de imagem de 6rgaos humanos. A
definicao serd dada no Capitulo 2.

Este trabalho esté organizado com se segue.

No capitulo 1 resume-se a base tedrica e aparato matematico utilizado no
desenvolvimento do trabalho.

No capitulo 2 sao apresentados conceitos basicos com relacao as ondas
localizadas. Neste capitulo faz-se uma revisao historica abreviada da evolucao
dos estudos e experimentos que levaram a solidificacao das bases tedricas da
localizacao de ondas. Também, é mostrado métodos simples de obtencao de
ondas localizadas bem como aplicacoes das Frozen Waves. No fim do capitulo
uma breve nocao da chamada localizacao de Anderson é apresentada.

O capitulo 3 consiste a esséncia deste trabalho. Um estudo sobre a propa-
gacao de ondas harmonicas e de focus wave modes em dielétricos nao-ideais
com memoria assim como o comportamento assintotico da energia é apre-
sentado. Neste capitulo, ha uma formulacao matematica do problema de
propagacao dos campos, em seguida sao mostrados o comportamento assin-
totico da energia associada ao modelo, solugoes harmonicas e, por fim, focus
wave modes.

Para consultas do leitor, eventualmente julgadas necessarias, acrescentam-
se a este trabalho alguns apéndices.



Capitulo 1

Base Teoérica

1.1 Introducao

Neste capitulo trataremos brevemente dos elementos teéricos e conceitos uti-
lizados do decorrer do Capitulo 3.

Apresentamos alguns resultados e definicoes da Analise Funcional, da
Teoria de Espacos de Sobolev, Equacoes Diferenciais Parciais e Semigrupos de
Operadores. Por questoes 6bvias, omitimos as demonstracoes dos teoremas
apresentados. No entanto, deixamos indicadas as referéncias para verificagao
de detalhes. Tais resultados serao utilizados no desenvolvimento dos demais
capitulos.

1.2 Espacos de Sobolev

Sejam € um aberto limitado do RY e 1 < p < co. Denotamos por LP(2) o
espago de Banach das (classes de) fungdes mensuraveis u : 2 — R tais que

/ |u(x)|Pdr < oo,
Q

se 1 <p<oo,ou

sup ess|u(z)| < oo,
e

se p = 00.

Se 1 < p < oo, LP(Q2) ¢é equipado com a norma



ey = ( [ u@)paz)”

Pode-se, também, definir espagos LP(2) ponderados com respeito a me-

dida i(s)ds e, nestes casos, n € L2 (R, L7(Q)) = ( I ||77||pk(s)ds>1/ " < 0.
Aqui, vale antecipar que serao utilizadas relaces constitutivas envolvendo
campos elétrico e magnético onde aparecem convolugoes, ou seja, ha um
efeito de relaxacao atuante nas vetores de campo, dai, interessa utilizar es-
pacgos adequados que "comportem"bem estas fungdes (vetores de campo).

Quando p = oo,
||| oo () = sup ess|u(x)].
€

Sejam x = (z1,Zo,...,7,) € RY e a = (ay,as,...,ay) € NV com
la| = Zfil a;. Denotamos por D® o operador derivada de ordem «, definido
por

olel

D% =
- ai a2 an *
0x{"0x5* ... 0z

Identificamos a derivada de ordem 0 pela propria funcao, isto é, D% = u.
A representagao de derivada parcial 8 pode ser, eventualmente, represen-
tada por D;. Assim, denotamos por W””’(Q) o espaco das (classes de)
fungdes mensuraveis u : 2 — R tais que D% € LP(2) no sentido das dis-
tribuigdes, para todo multi-indice & € N com |o| < m. O espago W™P(Q)
é um espaco de Banach quando equipado com a norma

[tllynsiay = 3 10"l = 3 [ Db

|a| <0 la|<Q

Os espagos WP(Q)) sao denomindos espagos de Sobolev.

Em particular, quando p = 2 fazemos a denotagao H™(Q2) = W™2(Q),
espaco usado neste trabalho. Este espaco é um espaco de Hilbert munido do
produto interno

(u,v)gm = /Do‘uD“vdaj
a|<m

e norma

lullfm = {u, w) .

As desigualdades abaixo serao utilizadas com freqiiéncia ao longo do capi-
tulo 3 e, na maioria das vezes, sem fazer mencao a desigualdade utilizada. Em



especial, a desigualdade de Young (com €) seré de grande valia na obtengao
de limitacoes para as normas.

Teorema 1.2.1. (Desigualdade de Hélder)
Sejam 1 < p,q tais que %—l—% =1lefell(Q) ege LYN). Entao,
fg e LHQ) e

/Q F@)9(@)ldz < ||l 19l

A desigualdade de Cauchy-Schwarz, freqiientemente utilizada neste
texto, é um caso particular da Desigualdade de Holder, mais especificamente,
quando p =q = 2.

Teorema 1.2.2. (Desigualdade de Poincaré)

Seja ) um aberto limitado do R". Entao, existe uma constante ¢ depen-
dendo de Q) e n tal que, para todo u € Wol’p(Q),

[ullzo0) < el Vull@)-

Lema 1.2.1. (Desigualdade de Young) Sejam a,b >0 e p,q > 0 tais que
L1 _1 BEntdo
p q
a? b
ab < — + —.
p q
A igualdade ocorre quando a? = b?. Para p = q¢ = 2 tem-se, também,
a chamada desigualdade de Young com e. Isto é, seja € > 0, entao, sob as
mesmas condicoes do Lema anterior vale a desigualdade
ea’? b

p< O T
=5t

O resultado é obtido tomando /ea e \/% na desigualdade de Young. Este

resultado serd usado com freqiiéncia no desenvolvimento do trabalho.

Lema 1.2.2. (Desigualdade de Peetre)

Seja 0 um aberto limitado do R™. Entao, existe uma constante ¢ depen-
dendo de Q e n tal que, para todo u € W,7(Q),

[ull (@) < eIV X ullo)-

Esta tltima sera utilizada para obter limitacoes para a norma do campo
elétrico pela norma de seu rotacional, cada um destes definidos, obviamente,
em espacos adequados.



1.3 Semigrupos de Operadores

Nas defini¢oes e teoremas desta secao, consideramos X um espaco de Banach.

Definicao 1.3.1. Seja X um espago de Banach. Uma familia {T'(t)}1>o de
operadores lineares limitados de X em X, isto é, T(t) € B(X,X), Vt >0, é
um semigrupo uniparamétrico de operadores lineares limitados de X em X
se

1. T(0) =1, onde I é o operador idetidade em X;
2. T(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s > 0 (propriedade de semigrupo).
Definicao 1.3.2. Quando um semigrupo {T(t)}:>o satisfaz

lim T'(t)x = x,

t—0t

dizemos que este é um semigrupo fortemente continuo ou Cy-semigrupo.

Defini¢ao 1.3.3. O gerador infinitesimal de um semigrupo {T'(t)}i>0 € 0
operador linear A : D(A) — X com dominio definido por

T(t)x —
D(A) = {x € X: ltil%lM existe em X}
e tal que
_ +
Az — lim T(t)x —x _ dtT(t)z
¢10 t dt  li=0

para cada x € D(A).

Teorema 1.3.1. Seja {T'(t)}+>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador
infinitesimal, entdo a funcao T : [0,00) — B(X, X) € diferencidvel em norma
e satisfaz

dr(t) _
T = AT() = T(H)A.

Demonstracao: [1] Corolario 1.4, pagina 3.

Definicao 1.3.4. Seja X um espaco de Hilbert munido do produto interno
(,) eseja A: X DD(A) — X um operador linear em X. Dizemos que A é
dissipativo se

Re(AU,U) <0, YU € D(A).



Seja {T'(t)}+>0 um Cyp-semigrupo. Entdo, que existem constantes w > 0
e M > 1 tais que ||[T(t)|| < Me*" para todo ¢t > 0 (cf. [1]). Quando w =0
dizemos que o semigrupo é uniformemente limitado. Se, além disso, M =1
o chamamos de Cy-semigrupo de contracoes.

Teorema 1.3.2. Seja {T'(t)}i>0 um semigrupo gerado por A definido em
um espago de Hilbert H, entao S(t) é um semigrupo de contragoes (isto €,
I1S(t)]] < 1) se, e somente se, A € dissipativo.

Demonstracao: |2] Teorema 2.7.1, pagina 62.

Seja X um espaco de Banach e A : X — X um operador linear. Chamamos
de conjunto resolvente de A e denotamos por p(A) ao conjunto

p(A)={AeC: (M —-A)"eL(X X))}

Chamamos de espectro de A ao conjunto o(A) = C\ p(A). A familia
R\ A) = (M — A)~! de operadores lineares limitados, com A € p(A), é
chamada de resolvente de A.

Em seguida apresentam-se dois dos teoremas mais famosos da teoria de
semigrupo. Tais teoremas sao bastante tteis na andlises de equacoes difer-

enciais. Para detalhes e exemplo de como se pode utilizé-los ver o apéndice
A.

Teorema 1.3.3. (Hille - Yosida) Um operador linear A (nao limitado)
é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracies {T(t)}i>o se, €
somente se,

1. A é fechado e D(A) = X.

2. O conjunto resolvente de A, p(A), contém R* e para todo X\ > 0

IROA A <

>

Demonstracao: [1] Teorema 3.1, pagina 8.

Teorema 1.3.4. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio
D(A) denso em X.

1. Se A é dissipativo e existe um Ao > 0 tal que Im(Ngl — A) = X, entdo
A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes em X.



2. Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes em
X, entao Im(N — A) = X para todo A > 0 e A € dissipativo.

Demonstracao: |1] Teorema 4.3, pagina 14.
Teorema 1.3.5. Seja A um operador dissipativo em X.

(a) Se para algum Ao > 0, Im(Ngl — A) = X, entao, Im(A — A) = X
para todo A > 0.

(b) Se A ¢ fechado, entdo, A também é dissipativo.

(c) Se D(A) = X, entdo, A € fechado.

Demonstracao: |1] Teorema 4.5, pagina 15.

Teorema 1.3.6. Seja A um operador dissipativo tal que Im(I — A) = X.
Se X ¢€ reflexivo, entao, D(A) = X.

Demonstracao: |1] Teorema 4.6, pagina 16.

1.3.1 Comportamento Assintético

Teorema 1.3.7. (Priiss) Seja {T(t)}i>0 um Co-semigrupo definido num
espago de Hilbert H. Entdo, T(t) é exponencialmente estdvel se, e somente

se, {\:ReX >0} C p(A) e
IAT =AY < C,
para alguma constante C' > 0 e para todo X\ tal que ReX > 0.

Demonstracao: |2| Teorema 3.5.6, pagina 120.
Teorema 1.3.8. (Priiss) Seja {T'(t)}i>0 um Cy-semigrupo de contragoes
definido num espago de Hilbert H. Entao, T(t) é exponencialmente estdvel
se, e somente se, {if: € R} =iR Cp(A) e

1661 — AT < C,
para alguma constante C > 0 e para todo (3 real.

Demonstracao: |2| Teorema 3.5.5, pagina 120.

9



1.4 Operadores Lineares em Espacos de Hilbert

Definicao 1.4.1. Seja ‘H um espaco de Hilbert e seja A : H — H um
operador linear limitado. Um operado linear limitado B sobre H € chamado
de adjunto de A seVr,y € H

(Az,y) = (z, By).
Dizemos que A € auto-adjunto quando B = A.

Para demonstracao e aprofundamento dos resultados que seguem, aconselha-
se qualquer livro de Teoria Espectral de Operadores Compactos.

Teorema 1.4.1. (Hellinger - Toeplitz) Seja T : H — H satisfazendo

(Tz,y) = (z,Ty) Vr,y € H.

Entao, T € B(H) e é auto-adjunto.

Teorema 1.4.2. Seja ‘H um espaco de Hilbert de dimensdo infinita e seja
O : ' H — H um operador auto-adjunto, entao existe uma base {3;} para H
formada por auto-vetores de Q.

Teorema 1.4.3. Seja T € B(H). T ¢ auto-adjunto < Re(Tx,x) € R.

10



Capitulo 2

Ondas Localizadas

Neste capitulo trataremos das ondas localizadas mostrando alguns conceitos
relacionados, suas caracteristicas, propriedades e aplicagoes. Os métodos
mais tradicionais de obtencao de solucao de onda localizada serao mostra-
dos no decorrer. Uma nocao sucinta da chamada localizacdo de Anderson
[11] também sera apresentada, conceito que surge quando as imperfei¢oes e
impurezas de certos materiais favorecem o surgimento de ondas estacionarias.

2.1 Motivacao

Em sistemas de comunicagoes Opticas onde sao utilizados feixes e pulsos
opticos, sabe-se que dois dos principais fatores limitantes, levados em consid-
eracao no projeto destes, sao os efeitos de difracao e dispersao. Todo projeto
de comunicacao optica deve reduzir tais efeitos a fim de obter alta eficiéncia
na transmissao dos sinais.

A guisa de orientacdo vale lembrar as definicdes dos efeitos citados. A
dirpersao ¢é o efeito que causa um alargamento de pulsos propagantes em
meios materiais. Este ocorre, principalmente, devido a variacao do indice de
refracao do material com a freqiiéncia, isto é, as diferentes velocidades de
fase das componentes de freqiiéncia da onda. A difragao, por sua vez, altera
a forma espacial do pulso ou feixe ao longo da propagacao. Isto ocorre pelas
diferentes direcoes de propagacao das componentes de onda provocando um
espalhamento do sinal.

Seria interessante, portanto, do ponto de vista pratico, encontrar meios
que diminuissem os efeitos de difracao e de dispers¢ao. Os métodos mais
comuns para tratar destes problemas consistem da utilizacao de dispositivos
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opticos que permitem recuperar, com uma dada margem de erro, os sinais
eletromagnéticos. Sao exemplos os regeneradores e amplificadores 6pticos
utilizados em cabos transatlanticos. Dependendo do comprimento total dos
meios ou guias de onda, o custo para fabricacao de sistemas baseados em
dispositivos de recuperacao é demasiado elevado.

Durante os anos 80 uma série de trabalhos de cunho teoérico foram ap-
resentados tendo como uma dentre as diversas aplicacoes vislumbradas a
possibilidade de se reduzir os efeitos apontados anteriormente. Estes trabal-
hos tratavam de assuntos relacionados as chamadas ondas localizadas (focus
wave mode). Dentre os mais importantes autores destatam-se Brittingham,
cujo trabalho representa um marco para o caso eletromagnético, Recami,
Sezginer, Besieres e Ziolkowski.

As chamadas ondas localizadas sao solugoes que, em principio, teorica-
mente, possuem a capacidade de superar os efeitos apontados pela dispersao
e pela difracdo. A maioria dos estudos iniciais partiam do estudo de propa-
gagoes ideais, isto é, casos de pouca aplicabilidade com hipo6teses imprat-
icaveis. Os resultados analiticos mostram que estas ondas podem ser solugoes
de fendmenos acusticos e eletromagnéticos. Atualmente, a criacdo experi-
mental de ondas com caracteristicas de localizacao estd bem desenvolvida e
fundamentada em observacoes teoéricas. Na pratica, como é impossivel pro-
duzir uma onda com energia infinita, estas ondas nao podem propagar com
localizagao por tempo e distancia infinitos. Todavia, alguns resultados rev-
elam que tais ondas possuem uma profundidade de campo muito maior que
aquelas observadas em solugoes nao localizadas [14].

Embora a grande maioria dos trabalhos sobre ondas localizadas tenha sido
publicada a partir dos anos 80, solugoes localizadas ja haviam sido previstas
nos anos 40 por Stratton [13] quando ele exibiu solugoes de onda por fungoes
de Bessel.

Inicialmente os trabalhos sobre ondas localizadas eram voltados para ca-
sos ideais e propagacao em espaco livre com energia infinita. Estudos mais
atuais mostram aplicacoes para meios complexos: meios dispersivos, com
perdas, nio lineares etc. E mostrado que em situacdes reais ondas com car-
acteristicas de localizacao e energia finita sao experimentalmente possiveis e
possuem qualidades superiores as solucoes de onda nao localizadas. Solugoes
localizadas apresentam uma profundidade de campo muito maior que out-
ras formas de onda, isto é, podem propagar mantendo sua forma por longa
distancia em materiais reais.
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2.2 Histoérico

Acreditava-se que a unica onda capaz de resistir a difracao era onda plana,
contudo, alguns autores mostraram que nao. Stratton [13], em 1941, obteve
solu¢ao monocromaética para a equacao de onda cuja distribuicao transver-
sal estava concentrada nas proximidades do eixo de propagacao quando por
funcoes de Bessel as representou. Atualmente, tais solucoes constituem os
chamados feixes de Bessel, os quais nao sofrem difracao desde que sua forma
transversal nao sofra variacao ao longo do tempo. Essas solugoes, assim como
as ondas planas, possuem energia infinita.

Um problema investigado algumas décadas atras foi a anélise do que
ocorreria com os feixes de Bessel ao serem truncados por uma abertura finita.
Em 1987, Durnin [15] realizou alguns experimentos e mostrou que um feixe de
Bessel de comprimento de onda Ao = 632, 8 nm e largura inicial Apy = 59um
passando por uma abertura de raio 3,5 mm era capaz de percorrer cerca
de 85 cm mantendo sua forma transversal aproximadamente constante. Isto
é, ele mostrou que houve pequenas variacoes transversais por uma grande
profundidade de campo.

Uma explicacao para isso é que os campos transversais associados aos
anéis que constituem o feixe de Bessel acabam por reconstruir o feixe por
uma grande distancia.

Uma das mais importantes aplicacoes de feixes de Bessel é a superposicao
adequada dos mesmos em mesma freqiiéncia mas com diferentes ntmeros de
onda para formagao de campos estacionarios com alta localizacao transversal.

Para o eletromagnetismo, um dos estudos pioneiros de ondas localizadas
foi realizado por James Brittingham, em 1983, quando ele provou a possibili-
dade de solugoes para as equacoes de Maxwell com localizagao e com energia
infinita. Brittingham chegou a uma solu¢ao luminal (velocidade de grupo
V' = ¢) com forma rigida, inalteravel, sem sofrer difracao.

Em 1985, Sezginer mostrou como construir pulsos luminais com energia
finita, que por esse motivo nao podem propagar por uma distancia infinita
sem sofrer distorcao, capazes de viajar a velocidade constante sem alterar
sua forma por uma propfundidade de campo consideravel.

Anos mais tarde alguns autores desenvolveram uma técnica chamada
de decomposicao bidirecional para obtencao de novos pulsos luminais nao
difrativos.

No inicio dos anos 90 uma nova solugao para equacao de onda foi obtida
para o espaco livre. Tratava-se dos pulsos localizados de forma de X chama-
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dos, entdo, de ondas X (X-waves). Tais soluc¢oes foram obtidas por super-
posicao continua de feixes de Bessel com mesma velocidade de fase tal que o
pulso resultado pode manter sua forma por longas distancias. A velocidade
(de grupo) deste tipo de onda é superluminal ou supersonica (V' > ¢ onde
c representa a velocidade da onda no meio considerado: velocidade da luz
para o caso eletromagnético e do som para o caso acustico). Apesar de estas
ondas serem obtidas por superposi¢ao de feixes de Bessel (gerados experi-
mentalmente a partir de um conjunto de aberturas) com energia propagando
com velocidade ¢ de ondas planas neste meio, o pico de intensidade da onda
X obtida é mais veloz.

2.3 Obtencao de Ondas Localizadas

Partiremos, a guisa de motivacao, da equacgao de onda linear e homogénea no
R3. Esta equacao surge no estudo de diversos fenomenos fisicos nos campos de
eletrmagnetismo e acustica por exemplo. A equacao de onda é uma equacao
diferencial parcial dada por

1 92 2 9 9 10
Ad ¢—(

— == —+—+————) z,y,2,t) = 0.
c Ot? ox?  0y? 022 2ot? o,y 2, 1)
A constante c¢ caracteriza a velocidade de propagacao da onda. Em geral,
a equacao de onda apresenta-se tomando esta constante igual a 1.

No caso unidimencional a equacao de onda é da forma

0? 1 02
(3 =~ @gm )o@ =0

apresentando como solugao
o(z,t) = F(x —ct) + G(z + ct),

onde F', G sao funcoes quaisquer. Tal solucao geral é conhecida como solugao
de D’Alembert. Podemos citar como caso particular de solucao a onda plana
o(z,t) = =D que ¢, portanto, da forma F(z — ct). Elucidamos por um
simples experimento que a onda plana tem a propriedade de manter sua forma
ao longo da propagacao: suponha um observador capaz de percorrer o eixo
x com velocidade ¢. Em (z, 1) a onda tem (para ele) a forma F(zq — cty).
Passado o tempo t, o observador se encontra em x = xq+ ct e, agora, a onda
tem a forma F(x — c(tg+t)) = F(xg — cty), isto &, continua se apresentando
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da mesma forma que se apresentava em (xg, tg). Dai, diz-se que a onda tem a
propriedade de manter sua forma ao longo da propagacao. Logo, inferimos,
também, que a onda plana tem a capacidade de resistir a difracao e de certa
forma podemos dizer que se trata de uma solucao localizada.

A partir da onda plana podemos obter solucdo mais gerais fazendo a
integracao de ondas planas, isto é,

d(z,t) = / S(k)elkr=b g,

onde F(k) ¢ uma funcdo dada. Notamos que qualquer solu¢do da forma
apresentada acima continua sendo da forma F'(x — ct) e, portanto, as pro-
priedades de manter sua forma inalterada ao longo da propagacao e de resistir
a difracao perduram nestas novas solugoes.

No caso tridimensional a obtencao de solucoes mais gerais obtidas pela
integracdao de ondas planas nao necessariamente confere & estas as mesmas
propriedades da onda plana em si.

A onda plana, solucao particular da equacao de onda tridimensional, é
dada por ¢ = e*T=“") onde

k=Fkt+ky+kz2 e w=lklc

e solucoes gerais podem ser produzidas por

o(r,t) = / / / S(k)eWr=t(dk)3.

Assim, é preciso uma forma muito particular de integracao para obtermos
ondas localizadas. Adiantamos que para solugoes com simetrial axial, pode-
mos aplicar a transformada Hankel para expressar nossas solugoes e, a partir
de escolhas adequadas de ntcleos espectrais, obter solugoes com caracterfs-
ticas de localizacao. Verificamos facilmente que as solucoes acima nao pos-
suem, necessariamente, uma dependéncia do tipo ¢(z,y, z,t) = ¢(z,y, 2 —ct)
como constata-se nas ondas planas unidimensionais e, além disso, ainda que
seja possivel conseguir tal tipo de onda, isto nao garantiria que a onda possua
uma propagacao sem alterar sua forma.

De fato, suponhamos que ¢(z,y,2,t) = ¢(x,y)n(z — ct). Substituindo
esta na equacao de onda tridimensional observamos que deve ser verificado
que

AJ_QZﬁ(Q?, y) =0.
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Mas, notemos que as solucoes desta tltima sao solucoes harmonicas, de
onde concluimos que solucoes com dependéncia do tipo z — ¢t nao devem ser
localizadas transversalmente pois satisfazem a equacao de Laplace.

Veremos, entao, como obter solugoes localizadas utilizando a transfor-
mada Hankel. Consideraremos a equacao de ondas em coordenadas cilindri-
. . . . . o . ,
cas (p: ¢, z) e simetria axial que, neste caso, implica que 8—¢<I> = 0. Dali, a
equacao de onde reduz-se a forma

(P10, 2 10
dp®>  pdp 022 2 0t?

Solucoes para a equacgao acima podem ser obtidas pela transformada Han-
kel

@(p,z,t):/ / / k,Jo(k,p)e*=Ze "t d(k,, k., w)dk,dk,dw
0 —oo J —oo

onde Jy é a fungdo de Bessel de ordem zero e ® ¢ a transformada de ®(p, z, t).

Se substituirmos a equagao acima na equacao de onda verificamos que 0s
parametros k,, k. e w devem satisfazer a seguinte relacao

v K2+ k2 (2.1)
2 p T e .

Isto nos permite escrever qualquer solucao de uma maneira mais simples,
isto é, podemos eliminar um dos parametros e escolher uma funcao espectral
S(k,,w), a saber

w/e oo ' > A
D(p, 2,t) = / / kyJo(kp)e Ve E Rz et g (kW) dkdw. (2.2)
0 —00

A partir da expressao acima podemos obter diversas solugdes (localiadas
ou nao) escolhendo adequadamente a fungao espectral S(k,,w). Exibiremos
alguns resultados conhecidos.

O feixe gaussiano

2 —_L
a” exp <4(a2+i2/2k0)> iko(2—ct)

a? +iz/2k

(I)fg(P, th) =

pode ser obtido fazendo

S(ky,w) = 202~ 0§ (w — wp)
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onde a é uma constante positiva.

Por outro lado, o pulso gaussiano

2
@ exp (st ) (—(z - ct)2>
a? +iz/2ky P 4c2b?

(I)Pg(pv 2y t) -

pode ser obtido fazendo

onde a e b sao constantes positivas.

Em seguida, apersentamos solucoes localizadas obtidas pela escolha da
funcao espectral S(k,,w).

Feixe de Bessel: Consideramos que
) (k:p — “sin 9)
? )

S(kmw) =

w—wp),
P

que nao se anula somente quando k, = wsinf/c, com 0 < § < 7/2. Substi-
tuindo k, dado da forma anterior na relagao (2.1) vem que k, = wcosf/c.
Agora, substituindo a equagao anterior em (2.2) obtemos

Qeb(p, 2, t) = J0<w0psin 9) exp (i% cos@(z — cocset))

c

chamado Feixe de Bessel.
Notemos que, dependendo do angulo 6, a velocidade de fase v,h = ¢/ cos 0
pode ser superior a velocidade ¢. Além disso, transversalmente, o feixe de

Bessel é caracterizado pela funcao de Bessel Jy e, portanto, é mais intenso
nas proximidades de p = 0 (ou do eixo de propagacao z).

X-shaped Pulsos: Aqui considera-se a funcao espectral
) (k;p — “sin 9)

S(kp7w> = k

F(w),

p

onde F'(w) é uma funcao espectral de freqiiéncia. Substituindo S(k,,w) dado
acima em (2.2) segue que

C

Ox(p,z,t) = /_oo F(w)Jy (%}psin 9) exp (% cos@(z — t))dw.

. cos
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Figura 2.3: Interpretacao Geométrica

E importante notar que os pulsos dados pela expressao acima siao nio-
difrativos, pois, preservam sua foram transversal ao se propagar e, além disso,
vale destacar que verifica-se a propriedade ®x(p, z,t) = ®x(p, z — Vt) onde
V =c¢/cosé.

2.4 Frozen Waves

E possivel, através da superposicao adequada de ondas propagantes de mesma
freqiiéncia (como feixes de Bessel), moldar um feixe cuja forma longitudinal
esteja em fixa num intervalo qualquer a < z < b onde z esta no eixo de propa-
gacao e [b—al >> A, com A o comprimento de onda da feixe monocroméatico
utilizado. Estas ondas sao de grande interesse pratico. A seguir sao mostra-
dos sucintamente os passos bésicos para obtencao de tais solucgoes.

Seja o feixe de Bessel
¢<107 = t) = Jo(/{pp)ei(ﬁszt)

onde as freqiiéncias angulares satisfazem a relacao
2

2 92 W
k;p—l—ﬁ )
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ew/ﬁ>06k§20.

Superpondo 2N + 1 feixes de Bessel de mesma freqiiéncia wy e diferentes
ntmeros de ondas longitudinais (3, obtém-se

N
or(p.2.t) =Y Ando(kpnp)e’Prsme0)
—N

onde os A,, sao coeficientes reais e os (3, serao determinados depois.

Dadas as condi¢oes impostas para os nimeros de onda, segue-se que

0< B, <2
C

Agora, supoe-se existir uma fungao F € C'(R) tal que |¢r(0, 2, t)|* as-
suma a forma de |F|* no intervalo [0, L]. Esta F, em termos de série de
Fourier, pode ser escrita por

F(z) = i Bpe' T

onde os coeficientes de Fourier sao dados por

B N 1 /LF( ) —i%’rnzd
n=7 i z)e z.
E razoavel escolher
g, =C+ T,
" L

onde C' > Q%n, Vn € {—=N,--- N}, para garantir §, > 0. Finalmente,

conclui-se que

2

N
¢F(O, z, t) — ei(Cz—wot) Z Anezfnz
—-N

tal que

L
A, = Z/o F(z)e_izfﬂmdz.

Notar que a velocidade de grupo de ¢ (0,2,t) é V = 0 pois F é fixa, o
que justifica o nome frozen wave.
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2.5 Ondas Localizadas devido defeitos do ma-
terial

Um outro tipo de localizacao de onda é a chamada localizacao de Anderson
[11]. Esta forma de localizacao de ondas eletromagnéticas surge de imper-
feicoes nos materiais os quais favorecem o aparecimento de regides de ondas
estacionarias para determinadas faixas de freqiiéncias. As faixas de freqiién-
cias para as quais nao ha propagacao sao chamadas bandgaps. As origens
fisicas para o surgimento de bandgaps e localizacao de ondas eletromagnéti-
cas sao as interferéncias destrutivas e os multiplos espalhamentos devidos as
impurezas do material.

Uma abordagem matematica bastante interessante sobre este assunto é
feita por Figotin, Klein e o proprio Anderson [12]|[11]. Nestes trabalhos os au-
tores utilizam-se dos operadores de Maxwell para construir uma equacao de
primeira ordem do tipo Schrédinger associada as equagoes de Maxwell. Desta
equacao partem as analises espectrais necessarias para mostrar a existéncia
de autovalores associados a equacao que produzem solucoes localizadas, isto
é, tais que a energia esteja fixa numa determinada regiao do espaco anal-
isado. Além disso, para determinadas freqiiéncias (pertencentes ao bandgap)
os autores mostram o por qué da nao propagacao da onda.

Figotin e Klein [12] mostram a obten¢ao de ondas localizadas para meios
perturbados analisando a existéncia de pontos espectrais isolados em um
intervalo fechado do espectro dos operados que aparecem nas equacoes acima
aos quais operadores de Maxwell chamam.

Mais especificamente, os autores consideram que €(z) ¢ uma fun¢ao men-
suravel de valores reais satisfazendo 0 < e < ¢(z) < €4 < +00 onde €_, €y
sao constantes positivas finitas. Os autores mostram que para certos tipos de
materiais, a saber, por exemplo, aqueles onde hd mudanca dréstica de valores
em €(z) numa vizinhanga estreita, é possivel mostrar a existéncia de pontos
isolados no espectro dos operadores de Maxwell e a conseqiiente existéncia
de solucoes localizadas.

Neste trabalho, cujo principal esta no capitulo a seguir, todavia, levamos
em consideracao materiais nao desordenados, porém, portadores de memoria,
isto é, aqueles em que a evolucao de campos em tempos passados influencia
a dindmica dos campos no tempo presente.
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Capitulo 3

Comportamento Assintético e
Localizacao em Meios Dielétricos
Nao-i1deals com Memoria

3.1 Introducao

Na teoria eletromagnética, muitos autores tém publicado artigos tratando
da propagacao de onda em materiais onde, na formulacao matemética, as
relacoes constitutivas nao levam em consideracao a influéncia da mémoria do
material, ou seja, a propriedade que tem o material de guardar informacgoes do
passado. Por outro lado, atualmente, alguns autores (4], [5]), a maioria deles
matemaéticos, analisam as caracteristicas de propagacao eletromagnética nos
referidos materiais. Por exemplo, a analise do comportamento assintético da
energia eletromagnética para sistemas de evolugao de campos em condutores
com memoéria e na ionosfera vem sendo bastante estudada.

Os motivos que levam ao estudo de materiais com memoria surgem da
importancia das aplicacoes decorrentes da teoria e do fato de que estes rep-
resentam mais fielmente as caracteristicas observadas em casos reais. Além
disso, gradualmente, pesquisadores das ciéncias exatas tém encontrado im-
portantes observacoes e aplicacoes quando é estudado problemas oriundos
de fendmenos de absorgao e dispersao de ondas eletromagnéticas. Em 1877,
Hopkinson propds uma teoria para descrever tais fendomenos observados em
seus experimentos com a garrafa de Leyden. Seu trabalho e outros que vieram
em seguida sugeriam que as relagoes constitutivas, que dependem de carac-
teristicas intrinsecas de cada material, deveriam ser modificadas. Existem
muitas possibilidades para relacoes constitutivas para diferentes fenémenos
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fisicos. Como exemplo, sejam E,H,D,B and J os vetores intensidade de
campo elétrico, intensidade de campo magnético, densidade de fuxo elétrico,
densidade de fluro magnético e densidade de corrente elétrica induzida. As
seguintes relacoes constitutivas caracterizam um material dielétrico com memoria

isto é, h4 uma relagao entre a densidade de fluxo elétrico D e a intensidade
de campo elétrico E que leva em consideragao a influéncia do passado no
comportamento atual. Isto quer dizer que o vetor D(ty) ¢ influenciado pelo
vetor campo elétrico E(t) para todos os valores de t < ty. Alguns autores
a classificam de relacao de hereditariedade. A relagao usual D = ¢yE nao
considera fendémenos tais como a absorcao e dispersao de campos eletromag-
néticos devido as caracteristicas do material.

A funcao kernel de memoria pode ser vista como uma fun¢ao de relax-
acao, isto é, caracteriza como a histéria do campo elétrico vai influenciar
a densidade de fluxo elétrico. Em [6] o autor usa como kernel uma fungao
monotonicamente decrescente do tipo €'(t) = R(t) = aexp(—at) represen-
tando a contribuicao do passado no presente onde « é o parametro de decai-
mento. Naquele artigo, o autor mostra explicitamente uma solucao localizada
e solucoes harmonicas para a equacao de onda representativa.

Em [4] os autores analisam sistemas de evolucao da teoria de eletromag-
netismo com hereditariedade, especificamente, eles estudam um modelo geral
de materiais condutores com memoria e outro para fendmenos ionosféricos.
Em ambos os modelos, as relacoes constitutivas do material consideram a
historia do campo elétrico. Em seguida, eles usam funcionais de Lyapunov
e abordagem por semigrupos para mostrar a existéncia de solugoes, falta de
decaimento exponencial e o decaimento polinomial da energia.

Em [6] encontramos uma abordagem diferente daquela feita em[5] ou [4]
para analise de propagacao eletromagnética. As duas tultimas citacoes sao
focadas na formulacao matematica, existéncia de solucao e comportamento
assintotico de solucoes globais para as equacoes de Maxwell com relaggoes
constitutivas com memoria. Ou seja, eles mostram a existéncia de solucao
e como a energia eletromagnética decai quando o tempo tende ao infinito.
Solucoes explicitas ou eventuais aplicacdes nao sao dadas. Por outro lado,
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em [6] encontramos uma abordagem mais proxima da engenharia, onde o
autor mostra solugoes particulares obtidas considerando algumas restricoes
e suposicoes, feitas devido a dificuldade do problema geral.

Neste capitulo mostramos a existéncia de solucoes para o problema de
campos eletromagnéticos em condutores com memoria. Aqui, fazemos algu-
mas consideragoes mais gerais que as feitas em [6]. As relagoes constitutivas
consideradas aqui sao

D(x,t) = eoE(x,t) + o f * E
B(X7 t) = MUH(X7 t)
J(x,t) = opg x E,

onde * denota a convolu¢do que ¢ dada por f «E = [ f(s)E(x,t — s)ds.

Assumimos que o kernel é uma funcao que decai exponencialmente para
zero e mostramos solucoes analiticas aproximadas para solugoes harmonicas
e localizadas dadas por funcoes de Bessel.

O capitulo estd organizado como segue. Na secao II, fazemos uma for-
mulacao matematica para a evolucao eletromagnética em condutores com
memoria. Na secao III, mostramos a existéncia de solucao para o modelo
derivado na secao II usando uma abordagem por semigrupos. Nas secoes
IV, V e VI mostramos que a energia associada ao sistema decai exponencial-
mente. Da secao VII em diante temos a obtencao de ondas localizadas para o
mesmo modelo. Encontramos solugoes aproximadas que propagam na regiao
proxima ao eixo de propagacao e focus wave modes. Elas sao expressas por
funcoes de Bessel.

3.2 Formulacao Matematica

Seja 2 C R um aberto limitado com fronteira suave 9€), i.e., a fronteira é de
classe C*°. Como usual ¢t € R denota o tempo. Consideraremos as equacgoes
de Maxwell no espago-tempo Q x R

V x E(x,t) = —By(x,1) (3.1)
V x H(x,t) = Dy(x,t) + J(x, 1) (3.2)
V- -B(x,t) =0 (3.3)
V- -D(x,t) =0, (3.4)
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com as seguintes relagoes constitutivas para materiais condutores com memoria,
ie.,

D(x,t) = eoE(x,t) + €0 /00 f(s)E(x,t — s)ds
B(x,t) = poH(x,t)

J(x,t) =09 /OOO g(s)E(x,t — s)ds.

Supomos as hipdteses de que as funcoes kernel de memoria f, g : [0, 00) —
[0,00) sdo continuas e integraveis sobre [0, 00). Além disso, assumimos que
elas satisfazem !

g <0, f¢d">0 e f"<0 (3.5)

e que

/OO f(s)ds < 400, /OO g(s)ds < +00.
0 0

A condigao imposta acima sobre as integrais de f e g é apenas um formal-
ismo matemético para evitar sobrecarga de notacao posteriormente. O que
importa é que tais fungoes sao de classe L'(R,), integraveis no sentido de
Lebesgue. Notar que se as funcoes de memoria sao o delta de Dirac seguem-se
as relagoes constitutivas usuais.

Agora, como estamos considerando a auséncia de cargas livres obtemos
que V.E = 0. Deste modo, usando as conhecidas formulas para rotacionais
temos que V x V x E = —AE. Utilizando esta tltima equacgao, tomando o
operador rotacional em ambos os lados de (3.1) e usando a segunda relacao
constitutiva (3.2)

—AE = —pg <Dtt + Jt)
e, fazendo uso da primeira e terceira relagoes constitutivas, obtemos
pocoEy + M0€0/ [(8)Egu(t — s)ds+
0

+ pooo /000 g(s)Ei(t — s)ds — AE =0 (3.6)

1A notacao f(™ indica derivada de ordem n com relacio a s. Em geral, poder-se-ia ter
assumido que (—1)"T!f (") < 0 valendo também para g. Importa observar que funcoes da
forma f(s) = ae™**, a > 0, satisfazem as propriedades expressas. Na analise de ondas
harmonicas e localizadas sera suposto f, g assumindo esta forma.
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Fazendo k1(s) = —¢'(s), ka(s) = —f"(s) é facil verificar que

/Ooo ki(s) (E(t) - E(t - S))ds = /000 g(s)Eq(t — s)ds

FOE(t) + /000 ka(s)(E(t) — E(t — s))ds = /OOO f(8)Ey(t — s)ds

bastando para isto integracao por partes e utilizar as hipoteses de que f e g
devem se anular no infinito, ou seja, lim, . f(s) = 0 e lim,_,» g(s) = 0. Nao
haviamos colocados estas hipdteses, no entanto, as mesmas sao conseqiiéncias
imediatas das hipdteses iniciais, isto é, se f e g sao continuas e integraveis
satisfazendo f’, ¢ < 0, entdo, segue os limites apresentados. De fato, se f
¢ continua, limg .o f(s) = ¢ > 0 e f' < 0 temos que f(s) > ¢, Vs > 0.
Integrando esta desigualdade de 0 a oo concluiriamos que f nao é integravel
pois o lado direito tenderia ao infinito. Pondo todas as constantes fisicas
iguais a um, chegamos a

E, — AE + oE; + /000 k(s)(E(t) — E(t —s))ds =0 (3.7)

onde a = f(0) > 0 e k(s) = ki(s) + ka(s) > 0.

Acima, consideramos —¢’ — f” > 0 e que —¢"” — f” < 02. Com intencao
de usar uma abordagem via semigrupos e seguindo a abordagem feita por
Dafermos [9], introduzimos a histdria relativa da intesidade de campo elétrico
nt(x,s) * definida como

n'(s) = E(t) — E(t — s). (3.8)
Usando a ultima relacao e facil ver que

e+ 1. = Eq(1).

’Este hipotese é fundamental para se assegurar a existéncia de solucdo usando semi-
grupos. E importante notar que o operador associado a este problema sera dissipativo se
k'(s) < 0. No caso em que f(s) =are”° e g(s) = a1(a; +€)e” "%, ar,e > 0, as hipoteses
mencionadas conduziriam a a?(a; +€)e” 4% —ade"4° > 0 e —a3(a;+€)e 1 +afe 4% < 0

3 A variavel 7 introduzida faz-se necesséria para transformar o modelo matemético num
problema de Cauchy auténomo, isto é, algo da forma U; = AU. Caso contrario o préprio
operador convolugao forgaria a um sistema U; = A(t)U cujas solugbes ndo definem um
semigrupo, mas este nao é o objetivo aqui.
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Deste modo, formulamos o sistema de evolug¢ao para o campo elétrico
em um condutor com memoria. Substituindo a relagao introduzida (3.8) em
(3.7) o sistema de evolugao pode ser expresso da seguinte maneira

Ey — AE + oE, + [[7 k(s)n(s)ds = 0
V-E=0 (3.9)
= —1, + Eq.

Para as condicgoes iniciais consideramos

E(—t) = Eo(t), em xR,
Et(t) = E1 t), em )
E(t) xn=0, sobre 00 x R, (3.10)

onde as funcoes Ey : Q@ x Rt — R? e E; : Q — R? sdo dadas e n é o vetor
unitario normal apontando para fora em cada ponto da fronteira 0f2.

Para escrever o sistema de evolucao como um problema de Cauchy, temos
que saber os dados iniciais em ¢ = (. Para isto pomos

mo(s) = Eo(0) — Eq(s)

E(t) xn=0, sobre 90 x R*,
n'xn=0, sobre 90  s>0 t>0,
n'(0) = lim n'(s) = 0, em QxRT.

s—0

Em seguida, usando as equagoes acima vem que

E(0) = Ey, em Q, (3.11)
E,(0) =E;, em Q, (3.12)
"’ =mn, em QxR (3.13)

A proxima secao é voltada para a existéncia de solugao para o problema
(3.9) com as condigoes (3.11)-(3.13). Faremos uso de técnicas de semigrupo
para mostrar que o problema tem solucao definida por um semigrupo de
contragoes em um espaco de Hilbert a ser mostrado posteriormente.
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3.3 Existéncia de Solucao

Nosso objetivo inicial é escrever o sistema (3.9) com as condigoes (3.11)-(3.13)
como um problema de Cauchy abstrato do tipo

Ut) = AU(L) 1> 0,
{ U(0) = U,

definidao em um espaco de Hilbert adequado.

Aqui, vamos usar técnicas de semigrupo para mostrar a existéncia de
um Cp-semigrupo de contracdes e para o problema de Cauchy associado
ao problema (3.9). Primeiro, introduzimos alguns funcionais e algumas no-
tacoes.

3.3.1 Notacoes e Espacos Funcionais

Como usual L*(Q) denota o espago de Hilbert das fungoes quadrado inte-
graveis e, neste espago, (-, -) denota o produto interno e || - || denota a norma.
Para uma adequada formulagao do problema de evolucao, introduzimos os
seguintes espagos

V={vecl*Q):V -v=0}
H={ve H(Q)NV:vxnl|sp =0}
W = L{(R", H).

O espago W ¢é L?-ponderado com respeito a medida k(s)ds. Assim,
newe [ ulPs)as
0
Além disso, introduzimos o operador linear T' = —0d, com dominio
D(T) = {77 eEW:nseW,n(0) = O}.

Para que facamos uma formulacao abstrata definimos o operador A : V —
V tal que A = —A com dominio D(A) = H*(Q) N'H. O operador A assim
definido & auto-adjunto e positivo definido. No espaco de dominio D(A™/?),
para r = 0,1, 2 definimos o produto interno

(60, Ex)pparrsy = (A6, AT26) = / A2, ATy d
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onde as imersdes compactas D(A™/?) CC D(A™/?) ocorrem sempre que
r1 > ro. E importante notar que r = 0, 1,2 esta associado a V, H e D(A),
respectivamente e, desta forma, valem as imersdes D(A) CC H CC V. Por
conseguinte, estao bem definidas algumas poténcias para o referido operador
e, em particular, denotamos A'/?E = V x E. Observemos que

(B.E) 0 = /Qv < E-V x Edr = /Qv <V x E-Edr = (AE, E).
Também assumimos que as fungoes kernel de memoria ky, —ky € CHRT)N
HY(R™) tal que
k(s) >0, Vs>0, (3.14)

0< /Oo |ki(s)|ds = 3; < 0. (3.15)
0

Para uma boa formulacao consideramos o espaco de Hilbert

S=HXxVxW. (3.16)

onde estara posto o problema de Cauchy equivalente ao sistema de evolucao
(3.9). Em S definimos o produto interno

<U, V>S = <u1,1}1>D(A1/2) + <U2,Ug> + <U3, ’U3>W, (317)

onde U = [uy, us, us]’ e V = [v1, vy, v3]7 sdo elementos de S. Fica claro que
o produto interno é definido assim para a energia do sistema seja dada por

1/2(U.U) ¢ = 1/2|U]|

3.3.2 [Existéncia de Solucao: Abordagem via semigrupo

Fazendo

U(t) = [E(t), Ei(t), n']",
U = [E[)?ElvnO]Ta

o problema (3.9) pode ser reescrito como uma equagao linear de evolugao
abstrata no espacgo de Hilbert S da forma

{ Ui(t) = AU(t), t>0 (3.18)
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onde o operador A é definido como segue

E 0 I 0 E
Al E | = -4 —a — [ k(s)(-)ds E,
7 0 I T 0

E,
= | —AE —aE, — [ k(s)n(s)ds |,
T77 + Et

com dominio

DA ={UeS:E,e HNW, EeD(A), neDT)}.

Agora, usando o produto interno (3.17) e a hipotese (3.14) temos
<AU, U>S :<Et7 E)’D(AI/Q) + <T77 + Et7 77>W

4+~ AE - B, - / k(s)n(s)ds, B)
0
e tomando a parte real R segue-se que

R{AUU) ;= — a/ [Ee|*d + R(Tn, n)w
Q
= — a|lEq|* — R(ne, Mw

1 oo
——alBfF 5 [ KOs <o

Desta forma, temos concluido que A é um operador dissipativo em S.
Por conseguinte, aplicando o teorema de Lumer-Phillips (ver Apéndice A)
podemos provar o

Teorema 3.3.1. O operador linear A é o gerador infinitesimal de um Cy-
semigrupo de contracies et sobre S.

Demonstracdo. Foi visto que A é dissipativo. E suficiente, portanto, provar
que I — A é um operador sobrejetor para completar a prova.

Considerando a equacao resolvente U — AU = F em termos de suas
componentes

E-E =F
Ei + AE + oE, + [7 k(s)n(s)ds = F; (3.19)
n—"1Tn—E, = F3.
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serd mostrado que existe solucao tnica U que a resolve quando F' € S.
Da equagao diferencial (3.19)3 vem que

n(s) =E(l—e*)+e* /OS Fs(t)e 'dt.

Substituindo E; de (3.19); na igualdade acima e em (3.19), obtém-se

l+a+k+AE=(1+a+k)F +F— / e_s/ F3(t)e 'dtk(s)ds.
0 0

onde k1 = [;° k(s)(1 — e *)ds.

Como o operador A : V — V tal que A = —A com dominio D(A) =
H? N'H & sabido ser eliptico, segue que (1 + « + k; + A) também ¢, donde
vem a garantia de uma solucao E € ‘H para a equacao acima. Com isto E; e
71 estao bem definidos e determinados.

]

O que acabamos de provar é que A é gerador infinitesimal de um Cjy-
semigrupo de contracoes T(t) = e*t. Quando os dados iniciais Uy € D(A)
segue a existéncia de solu¢do tnica para o problema proposto (3.18). De
fato, notemos que U(t) = T'(t)Uy revolve (3.18), isto é, U(0) = Uy e Uy(t) =
%S‘/)Uo = AT (t)Uy = AUy. A unicidade decorre da unicidade do semigrupo
gerado por A.

3.4 Estabilidade Exponencial

Aqui, mostraremos que a energia associada ao problema (3.9) com as condigoes
iniciais (3.11)-(3.13) decai exponencialmente quando o tempo tende para o
infinito. Assumimos existir constantes a,b > 0 tais que

—ak(s) < K'(s) < —bk(s). (3.20)
Usaremos o teorema de Pruss que mostra as condicoes necessarias e su-

ficientes para que haja o decaimento exponencial de Cy-semigrupos, isto é,
mostraremos que existe uma constante C' > 0 tal que

{AeC:RA >0} Cp(A)
(AT —A) s < C, (3.21)
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para todo R\ > 0 e onde p(A) = {\ € C: (\[ — A)~! ¢ linear e continuo}
é o conjunto resolvente de A.

Iniciamos com a equagao resolvente \U—AU = F,onde U = [E,E;, n]T, F =
[Fy, By, F3]T € S, em termos de suas componentes, isto é

AE —-E;, =F
AE; + AE + oE, + [[" k(s)n(s)ds = F» (3.22)
A —Tn—E, = Fj3.

Multiplicando a segunda equacao de (3.22) por E;, obtemos
ME | + (AYV?E, AV?E,)

+alBP + [ k) (). Bods = (Fo By
Agora, multiplicando a terceira equagao por [;° k(s)n(s)ds temos que
A [k P+ [ k) mn(s) )
- [T ke Bods = [ Ks)n(s) Py,

Somando as duas tltimas equacoes e usando E; da primeira equagao em
(3.22) vem que

wmmm—l K(s)lln(s)|Pds + AEd? + X AVE|]?
+M&W=/‘MMM$&MS
0
+ (AVPE, AR + (B, Ey).

Desde que os termos no lado direito da ultima igualdade sao todos posi-
tivos, tomando a parte real obtemos

ol B2 < R / 5), Fy)ds + R(AVZE, A2
+ R(Fy, Ey).

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade e-Young
concluimos que

1
SIEP < S{IAEI + Inle | + 511 Bl

1
+ oI+ R (3.23)
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Pela mesma idéia anterior e usando (3.20) é verdade que
1
(b= )lInll < el AVZEI* + || B

1
+ {1142 R + Pl }. (3.24)

Agora, multiplicando a segunda equagao (3.22) por E
ME, E) + |AY2E|? + o(E,, E)

+ [ ks, Bs = (7. B)

aplicando Cauchy-Scwarz, usando E da primeira equagao em (3.22)

|AYVZE|? < |Ed|? + [|E||| Ful| + || F2 ||| E]

+ /0 k(s)In(s)[Ellds + al[Eq[[[E]]

e aplicando o Lema de Peetre (ver [4]) (||E||? < C(Q)||VXE|]?> = C(Q)||AY2E|?)
¢é possivel chegar a
c1(a, QI AVZE|? < (@) |Edl|* + ca()| AV R |
+ el + 1B P, (3.25)

onde ¢; sao todas constantes positivas.

Finalmente, podemos multiplicar (3.23), (3.24) e (3.25) por constantes
positivas adequadas para obter

CH{ A2 + B2 + Il } < Co{IA2 R + 1B )12 + 11 )

que implica ||U]|ls < M||F|ls, onde M > 0. Desde que U = (A — A)~'F,
tomendo a norma do supremo vem que

I = A) s = sup [[(AM - A)7'F|| < M.

IFlI<1

Entao, pelo Teorema de Pruss (Ver Apéndice B), o semigrupo decai ex-
ponencialmente (ver também [10]). E importante notar que a energia E(t) é
tal que

1 ok
E() =5IUIs < e 151 Tolls < Ce™ |1 U3
Destacamos que a taxa de decaimento obtida pode nao ser 6tima.
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3.5 Analise de Decaimento para H

Tomando o rotacional em (3.2) e considerando as relagoes constitutivas encontra-
seque —_ AH=V xV xH=V xD;+V xJ donde

—AH =¢)V x E; + ¢ /00 f(s)V x Ey(t — s)ds + o9 /OO g(s)V x E(t — s)ds
0 0
=—¢By — € /000 f(s)Byu(t — s)ds — o9 /Ooog(s)Bt(t — s)ds
= — eopoHys — €opto /000 f(s)Hy(t — s)ds — aopo /OOOQ(S)Ht(t — s)ds
e fazendo todas as constantes envolvidas iguais a 1 obtemos

Htt — AH + Oth(Zf) + /Oo T(S)gt(S)dS = O,
0

onde r =11 + 19, 71(8) = —f"(s), m2(s) = —¢'(s) e £'(s) = H(s) — H(t — s).
Analogamente ao que foi feito para o campo elétrico concluimos que
Hy, — AH+ oH, + [;7 r(s)&(s)ds = 0
V-H=0 (3.26)
gt = _fs + Ht-

Para as condicoes iniciais consideramos

H(—t) = Ho(1), em xR,
H,(t) = Hy (), em ()
H(t) - 0, sobre 00 x R, (3.27)

o

=
I

onde as funcoes Hyp: Q x RT - R*e H; : Q@ x R — R? sdo dadas e n é o
vetor unitario na direcao exterior em cada ponto da fronteira 0f2.

Para escrever o sistema de evolugao como um problema de Cauchy, temos
que saber os dados iniciais em ¢t = 0. Para isto pomos

H, = Hy(0)

§o(s) = Ho(0) — Ho(s)

H(t) -n=0, sobre 90 x R,

&€ -n=0, sobre 0f2 s>0 t>0,
£0) = li_r}régt(s) =0, em QxRT.
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Das equagoes acima vem que

H(0) =H,, em Q, (3.28)
H;(0) =H;, em Q, (3.29)
€ =¢, em QxR (3.30)

Definimos os seguintes espagos

Ve ={ve L}Q):V -v=0}
Hh:{UEHl(Q)ﬂVZU-an:O}
Wh = LA(R", H,,).

O espago W, ¢ L*-ponderado com respeito a medida r(s)ds. Além disso,
utilizamos o operador linear T;, = —0J,, similar ao definido na anélise de
campo elétrico, com dominio

D(T}) = {5 EWp : €, € Wi, £(0) = 0}.

Para a formulacao abstrata utilizamos o operador A : V), — V), tal que
Aj, = —A com dominio D(A;) = H?(Q)NHy. O operador Ay, é auto-adjunto
e positivo definido. No espago de dominio D(AZ/Z), para v = 0, 1,2 definimos
o produto interno

<517€2>D(AZ/2) = <Az/2€1’Az/252> _ /AZ/2£1A2/2€2d33.

onde as imersdes compactas D(A]?) cc D(AP’?) ocorrem sempre que
1> 72

Assumimos que as fungoes kernel de memoria 1, —ro € CH(RT)NH(RT)
tal que

r(s) >0,  Vs>0, (3.31)

0< / ri(s)|ds = 6; < oo, (3.32)
0

Para uma boa formulacao consideramos o espaco de Hilbert

Sh = Hh X Vh X Wh. (333)
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onde estard posto o problema de Cauchy equivalente ao sistema de evolucao
(3.26). Em S, definimos o produto interno

<U, V>S = <U1, Ul)D(A,lL/Q) + <U2, U2> + <U3,U3>Wh, (334)

onde U = [uy,us, us]’ e V = [v1,v9,v3]7 sao elementos de Sy,. Além disso,

produto interno é definido assim para a energia do sistema seja dada por
2

1/2(0.0)5 = 172|,

De modo anélogo ao que na se¢ao anterior foi feito, concluimos que a
energia associado ao sistema (3.26) decai exponencialmente, isto é,

1 .
IV XH|P+ "+ €[5, = En(t) = ST, < e 51Tolls < Ce™ [ Toll3-

3.6 Decaimento da Energia Eletromagnética

Segue do Lema de Peetre que

IE]* < GV x E[I*
[H[* < Co()[IV x HI%.

Portanto,

(HIE2 +<lB)2) < @IV x BJ? + |V x H|?) < C@)(£.0) + &),

Além disso, é simples verificar que a energia eletromagnética total definida
de forma usual, isto &, E.(t) = [, (u|H!2 + 5]E|2>di’ é equivalente a energia
E(t) = E.(t) + En(t) (soma das energias associadas aos dois sistemas analisa-

dos) e, portanto, também deve decair exponencialmente. Vale lembrar que a
taxa de decaimento obtida pode nao ser 6tima.
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3.7 Campos Localizados

Desta se¢ao em diante assumimos somente a primeira equagao em (3.9) sem
as condicoes de contorno, ou seja, estaremos interessados em solugoes em
meios sem fronteira. Seja & uma componente escalar do campo elétrico.
Supomos, aqui, solu¢oes da forma

O(z,y,2,t) = ¢(x,y)e* (3.35)

onde & = vz — wt.
Para uma adequada analise grafica e aproximacao correta das constantes

partiremos da equagao (3.6) sem considerar as constantes fisicas iguais a um.
Neste caso, obtemos

Eu — (0g0) 2AE + oE, + /000 k(s)[E(t) —E(t —s)]ds =0

onde a = f(0), k(s) = (00/c0)k1(s) + ka(s) e ki, k2 sdo as mesmas da se¢ao
anterior.

Também assumimos que as fun¢oes de memoria sdo do tipo f(s) =
are” % g(s) = (00/c0) tai(ar +€)e™* e, consequentemente, k(s) = a?(a; +
€)e” " —aje M = eafe ™*. Agora, substituindo (3.35) na equacao mostrada
anteriormente e lembrando (3.8) temos

(02 + 0y + K2) 0 =0,

onde a constante complexa K2 = M; + iM, de forma que

3

€a

2 2 1
My = pogqw™ — v~ — oo (ea1 - 2)
ay +w

2
eajw )

a? + w?

My = ppeg (ozw +

Aqui, ja observamos a primeira diferenca no estudo de solu¢oes localizadas
em meios com memoria devido ao surgimento de uma constante complexa, o
que conduz a uma equagao de Bessel (supondo simetria axial) com parametro
complexo. Como, geralmente, o parametro a; é suficientemente pequeno para
desprezar poténcias de ordem maior ou igual a 2 e, além disso, yoeg = 1/c?
é uma constante bastante pequena, entao

My = pocow” —v°, Mo = augeow.
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Vale notar que, em principio, nao se pode desprezar augcow, pois, para
frequéncias elevadas da ordem ou superiores a 10 Hz (ultra-violeta, raios-X
e raios gama, por exemplo) esta constante pode assumir valores consideraveis.

Assumindo simetria axial obtemos uma equacao da forma

2
p288gi(2p) N pagg(pp) + 2K26(p) = 0, (3.36)

onde p* = x? + y?. Esta tltima ¢ uma equagao de Bessel (cf. Apéndice C)
de ordem zero com parametro complexo K.
Faremos a andlise em duas partes: 1) quando apueow é suficientemente

pequeno para desconsiderarmos a parte imaginaria de K e, 2) quando nao é.
Para exemplificar consideramos a tabela.

Espectro de Radiacao Eletromagnética

Regido (Comprimento de Onda (cm) Frequéncia (Hz)

Radio > 10 3 x 10°
Micro-ondas 10 — 1072 3 x 10% — 3 x 102

Infra-vermelho 1072 —7x107° 3 x 102 — 4.3 x 10

Luz visivel 7x107° —4x 107° 4.3 x 10" — 7.5 x 10*
Ultravioleta 4x107°—10"" 7.5 x 101 — 3 x 10%7

Raio X 10-"—107* 3 x 101" — 3 x 10"
Raio Gama <107 > 3 x 10"

CASO 1): Convencionamos desprezar a parte imaginaria de K quando
M, < 1072 isto &, como ppeg = 1/(9 x 10'%) e a é tomado da ordem de
107! entdo appeow < 1072 implica que w < 9 x 10'°. Assim, até a faixa de
frequéncia da luz visivel podemos supor que M, = 0, e neste caso, K = /M1
¢ um namero real.

Para este caso, as solugdes para a equagao de Bessel (3.36) sao dadas da
forma

¢( )_ Cljo(Kp)+Cg}/E)(Kp), K?>0
PP Calo(Kp) + Cuko(Kp), K? <0.

Para dar sentido fisico as solu¢oes deve-se considerer apenas ¢(p) =
Jo(Kp) e para tal deve-se ter que K2 > 0. Logo, a solugao anterior ocorre
quando K? = M, = pgeow? — 72 > 0, portanto,

w 1

>
Y v/ Hogo
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concluindo que a velocidade de fase é superior a velocidade da luz ¢. No
entanto, a velocidade de grupo nao é superluminal, mas, subluminal, pois,

Ow 7 4

g 2 2
Varupo = — = —C° = ¢ = c < c.
IEE 9y w e/ K2 + A2 /K2 1 2

Conclusaol: Em meios dielétricos nao-ideais com memoria e satisfazendo
todas as hipoteses tomadas até aqui ¢ possivel obter solugoes localizadas
subluminais ®(x,y, z,t) = Jo(Kp)e! >t K > 0, com velocidade de fase
superluminais. Tais solucoes sao mais localizadas nas proximidades do eixo
oz de propagacao.

As figuras 3.1 e 3.2 mostram o comportamento da func¢do Jo(Kp), para
0<p<l1, com K=10e K = 100, respectivamente.

CASO 2): Agora se nao se pode desprezar M, as solucoes para a equagao
de Bessel (3.36) sao dadas da forma

o(p) = C1do(Kp) + C2Yo(Kp).

Notemos que nas vizinhancas de p = 0, que é a de interesse, a fun¢ao de
Bessel Y| tende ao infinito em moddulo, logo, esta solucao nao é praticavel
fisicamente. Consideremos solugbes da forma ¢(p) = Jo(K p) nas vizinhangas
de p = 0. Escrevemos K = A+iB. Obviamente, A>—B? = M, ¢ 2AB = M,.
Do Teorema da Adigdo de Neumman (cf. [16] pg. 363)

Jo(Kp) = Jo(pA+ pBi) = Y J u(pA)Ju(pBi) (3.37)

n=—oo

podemos obter a solucao através de calculos de programas computacionais.
Cabe lembrar que J,(pBi) = i"I,(pB) (cf. Apéndice C). Aqui, estamos
interessados, em principio, no estudo analitico. Na verdade, devido a dificul-
dade de, precisamente, analisar funcoes de Bessel com argumenos complexos
e dar interpretacoes fisicas consideramos solugoes restritas.

Exigi-se, para uma melhor anélise, um método numérico bem estabeleci-
ado para fazer os célculos. Deixamos uma abordagem computacional para
depois.

Agora, se p — 0 os argumentos da funcao de Bessel tendem para zero.
Deste modo, vamos usar a seguinte abordagem (ver [7])

oo { D
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Figura 3.1: Modulo de Jy com K = 10.

05 b

_05 1 1 1 1 ] 1 1 1 1
1] 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7 0.8 09 1

Figura 3.2: Mo6dulo de Jy com K = 100.
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Vale lembrar que no referido artigo esta aproximacgao é excelente quando
os argumentos satisfazem pA < 1072 para a primeira e pB < 1072 no caso
da segunda. Tomando o mo6dulo obtemos
2

| Jo(pA + pBi)|* =~ (Jo(pz‘l)>2 + <PBJ1(PA))

Com a férmula de aproximacao anterior podemos verificar graficamente
o comportamento da solucao localizada nas proximidades do eixo de propa-
gacao tomando cuidado de respeitar as condigoes para que as aproximacoes
feitas sejam validas. Isto sera feito adiante.

Para solugoes luminais (¢ = 1) ou préximas a esta, temos que pogow?® —

7? = 0 e disto vem que
V 27 V 2°

O(p, 2,t) ~ (Jo(pA) — ipBJs(pA) )€ 051,

Asgsim,

E importante notar que esta solucao tem sentido fisico somente nas viz-
inhancas de p = 0 e w constante.

A anélise de ondas localizadas da forma ¢(x,y, 2 — ct)e® é deixada para
uma proxima vez.

Sem coonsiderar solu¢oes luminais foram feitos alguns programas com-
putacionais para o calculo do |Jo(Kp)| e de Jo(Kp) utilizando a formula de
adicao de Neumman (3.37) com n variando até 100 e a fomula de aproximacao
(3.38).

Nas figuras 3.3-3.6 sao mostrados alguns gréficos obtidos por (3.37). Com
(3.37) também obteve-se o grafico de Jo(Kp) (figuras 3.7 - 3.8)com 0 < p <
10 e para alguns valores de M; e de w. Nota-se que em geral o aumento da
freqiiéncia faz com que Jy torne-se instavel mais rapidamente.

As figuras 3.9, 3.10, 3.11 e 3.12 foram realizadas pela formula (3.38).
Observa-se que a medida que se aumenta a freqiiéncia w a funcao Jo(Kp)
tende a se tornar instavel mais proximo do eixo de propagagao. Conclusao2:
Para uma freqiiéncia fixa o aumento de M; concentra o sinal nas proximidades
do eixo.

Nas figuras abaixo temos que 0 < p < 10.
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Figura 3.3: Modulo de Jy para M; = 10 e w = 9 x 10'%Hz.

Figura 3.4: Modulo de Jy para M; = 10 e w = 50 x 10'°Hz.
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Figura 3.5: Modulo de Jy para M; = 10 e w = 9 x 10'"Hz.
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Figura 3.6: Modulo de Jy para M; =1 e w =9 x 10'6Hz.
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Figura 3.7: Jy para M; = 10 e w = 9 x 10*Hz.

Figura 3.8: Jy para M; = 10 e w = 50 x 10'%Hz.
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Figura 3.9: Modulo de Jy para M; = 10 e w = 9 x 10'Hz.
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Figura 3.10: Modulo de Jy para M; = 10 e w = 50 x 101°Hz.
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Figura 3.11: Modulo de Jy para M; = 10 e w = 9 x 10"Hz.
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Figura 3.12: Modulo de Jy para M; =1 e w =9 x 10'5Hz.
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3.8 Campos Harmonicos propagantes em oz

Nesta secao, serao exibidas solu¢oes harmonicas para materiais nao-ideais
com memoéria utilizando-se uma generalizacao da abordagem feita por Hillion
|6] para tais dielétricos com memoria. Ou seja, neste caso ¢é feita um anélise
mais abrangente que aquela realizada pelo referido autor.

Seja ¥ uma componente de campo elétrico. Apenas para efeito de com-
paracao supomos uma constante # multiplicando as integrais f « Ve g x WU,
assim, como —AE = —puo(Dy + J;) faz-se necessario resolver

2

MO% [SO\IJ T eof3 /OOO f(s)U(t — s)ds} + /Lo%[

oof3 /000 g(s$)U(t — S)ds] — AV =0

Sao assumidas fungoes kernel de memoria do tipo g(s) = aje™"%, f(s) =
ase” "%, Logo,

d? t d
Hos [80‘11 + eofare” ™! /OO e_alT‘I’(T)dT} + Hoy [

t
Joﬂage_‘m/ e‘“QT\IJ(T)dT] — AV =0

—00

Calculando as derivadas vem que

t

W, + Bay <\Ift — a1V + a% / e_al(t_T)\If(T)dT>

—00

Ho€o

+ Modo[

t

Bas <\If — ag/ e‘“Q(t_T)\P(T)dT>

—00

— AV =0

donde
pog0 W — AV + Bug(aieo) Uy + Buo(asoo — aiey)V

+ Buocoa; /t e~ Y (1) dr — Bugoga’ /t e~ 2N (1)dr = 0,
- - (3.39)
Introduzindo as variaveis
t—71 = (poco)?s (3.40)
61 = a1(jog0)Y?, 8y = as(pooo)*?, (3.41)
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na equacao anterior obtemos
pog0 W — AW + B(61(10g0)"*) Wy + B(0a(p1000)'/? — 67) ¥

t
+ 55%/ e (t — (poeo)?s)ds

—00
t

- 5(M050)1/255/ e W(t — (pog0)"?s)ds = 0

Agora, considerando ondas planas harmonicas na forma

U(x,t) = A(x) exp (ik(poso) '/?t),
a equacio anterior toma a forma
(K + A)A(x) =Bik(poz0) " (81 (1020)/?) A(%)

+ B(02(1o00)7* — 67) A(x) +

—Biks, [1 ik (1= by ]A

(p0g0) /263
(52 + ik

Bt Blposo)?03
01 + ik 0y + ik

+ 0 [520()#0 — ] A(x

01

onde by = T

Observacao: Vale notar que a solucao a seguir € uma solucao mais abrangente
que a solugao obtida em [6], pois, quando g = 0 e J = 0, ou seja, az = 0
e 0o = 0, o 1dltimo termo na equacgao acima é todo nulo e resulta dai uma
equacao idéntica aquela obtida no referido artigo.

Logo, podemos reesecrever a equagao acima de forma mais simples (Helmholtz)

(A + B2 A(x) = 0

onde \* = 1= Fikéy |1+ k18, (1 = by) | — 8| Baoropro — L5220

Para a onda plana A(z) = exp(—ikxz) (solu¢ao da equagao acima), uma
solucao é dada por

U(z,t) = exp (ik(uoeo)_l/Qt - ik:xz).
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3.9 Focus Waves Mode

Conforme comentou-se no capitulo 2, no artigo 3] mostra-se solugao local-
izada com energia infinita para as equacoes de Maxwell, chamada de focus
wave modes. A maioria das solucoes do tipo de Brittingham reduzem-se a

)

m ,imeo 2
ple
EEerE G

®(p7¢7z77_>: Z+T

onde p, @, z sao coordenadas cilindricas, m é um inteiro e 7 = ct, com c¢
a velocidade de onda. Solugoes localizadas desta forma se enquadram nas
ondas progressivas do tipo identificado por Courant e Hilbert

O(r,7) = A(r,7)F(O(r, 7))

onde r identifica um ponto no espago coordenado, F'(0) é uma fungao arbi-
traria com derivadas parciais continuas e © e A funcdo dadas denominadas
de fase e amplitude (distor¢do, atenuagdo), respectivamente. Para que @
dada anteriormente seja solucao da equacao de onda a fase deve satisfazer a
equacao de Hamilton-Jacobi

(V®)? — (09/01)* =0

Aqui, consideramos focus wave modes propagantes em oz (as mais famosas
das ondas do tipo Courant-Hilbert [6] )

Wo(x,t) = (t + z +ia) ' exp [ik(t — z) — ikr?(t + z +ia) '],

r? = 2% + 92
Tal onda resolve a equagao de onda linear homogénea tridimensional e

serd utilizada posteriormente para obtermos solucoes da equacao de onda do
problema em questao.

Introduzindo as variéveis

u=t—z, v=t+z w=(x,y,u,0)

temos que

(cott0)/?0, = Dy + O,
A= 32 = 02+ 02 — 40,0,
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Com estas variaveis a focus wave mode anterior pode ser escrita da seguinte
forma:

Uo(x,t) = (v+ia)"" exp [iku — ikr*(v +ia)"']. (3.42)

Supondo-se que as constantes a; e as sa0 pequenas o suficiente para serem

desprezados os termos a3, a3 e poténcias superiores a equacao (3.39) fica na

foma

MOgO\Ptt — A\I’ + ﬂﬂo(alg())\:[ft + ﬁMO(CLQO'O — a%eo)\ll + O(CL?) + O(Cllg) =0.

onde 0(+) denota o simbolo de Landau.

Utilizando as variaveis introduzidas anteriormente a equacao anterior as-
sume

(ag + 02— 4&@) U(w) =B(51)(0y + 0) T (W)
+ B(agpooo — 67) (W) +0(07) +0(53).  (3.43)

Seguindo novamente a abordagem de [6] buscar-se-a solugao da forma

U(w) = Wo(w) + B, (w) + 0(3%). (3.44)

Substituindo esta ultima na equagao (3.43) e lembrando que deve-se de-
sprezar termos de poténcia 3% ou superiores obtém-se duas equacoes diferen-
ciais parciais que devem ser satisfeitas por ¥o(w) e WUy(w), a saber

(ai + 02— 4auav) Wo(w) =0
(ag + 07— 4&@) U (W) =(61) (D + 0,) To(w)

+ (CLQ,U()O'O - 5%>\Ifo<W) + 0(5?) + 0(5%)
(3.45)

E importante notar que a focus wave mode (3.42) é solucio da equacio
(3.45); pois é a equagao de onda homogénea. Agora, calculando o termo do
lado direito da igualdade na equagao (3.45), vem

2

(O + 0u)Wo(w) = ik (1 e Z+ i) +T m)2> Lolw)
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Fazendo

2

1 r
* -1
Ao ) =1+ e Y e
A= (5)
B = —?:k'71<(12/i(]0'0 — (5%) (346)

tem-se que
[((51—1-00/1(1)/2581/2)(% + 0y) + agpigog — 07 | Uo(w) =
ik [AA* (v,7) + B} To(w).
Logo, fazendo B*(v,r) = AA*(v,r) + B a equacao (3.45), torna-se
(a,,% + 02— 4auav) Uy (w) = ikB* (v, ) To(w) + 0(6%) + 0(62).  (3.47)
Para esta ultima equacgao buscar-se-a solugao da forma

Vi(w) = [g1(v) +r7g2(v) | Wo(w) + 0(7) +0(53). (3.48)

Para exibir a solugao acima precisa-se determinar as funcoes g; e g, isto
é, determinadas as fungoes g;, encontra-se W7 e por conseguinte determina-se
a solugao procurada ¥ dada em (3.44). Para isto, sera utilizada a coordenada

radial r, onde r? = 2% + 2, ao invés de z e y. Com esta variavel a equacao
de onda (3.47) fica

1
O, (w) = (aﬁ + -0, - 48u8v>\111(w) — ikB* (v, )05 (w).
Com foi suposto que ¥; é da forma dada em (3.48) vem que
2 1 2 \d,
(92 +~0.) (91 +722) To(w)
_ _ 1 -

—gy {4\110(w) + 470, To(w) + 1 (3} + ~0,) xpo(wﬂ

1 _

+ a1 (af + ;ar)qu(W)
e

40,0, (g1 + r*g2) Uo(w) = 49, [(37)91 + 1%0,92) Wo(W) + (g1 + 7“292)31;@0(“’)]
= 4(81)91 + TQaUQQ)au\TJO(W) + 4(gl + 7292)81181)@0(“])'
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Subtraindo estas duas tltimas identidades segue-se que
OV, (w) =go [4@0(“’) + 47"3%1’0(“’)} — 4(8ug1 + 1°0,92) 0, Wo (W)
1= _
+ (g1 +1%g2) (02 + ;8T)\I/0(W) — 4(g1 + 1°92) 0,0, V(W)
=ga [40(w) + 419, To(w) | = k(9,1 + D, 2) Wo((w),

e disto, observando que 9,¥,(w) = ikWy(w) (basta ver a expressio de (3.42))
e que

L i
(91 +°92) (22 + ~0.) Wo(w) — 4(g1 +1792) 00, Tol(w)

1 —
= (91 + 7"292) |:8721 + ;ar - 48U8U:| WO(W) =0,

pois a focus wave mode Wo(w) é solugio da equagdo de onda homogénea,
obtém-se que

OV, (w) = g9 [4@10(W) + 47"8T\I/0(W)] — 4ik (Dpg1 + r*0s92) Wo(W)

=g [4 — 8ikr? (U + ia)_l} Uo(w) — 4ik ((9”91 + rzavgz)\ifo(w).

Como, pela equacgdo (3.47), O = ikB*(v,7)¥, deve-se encontrar g; e go
que satisfacam a equagao

go [4 — 8ikr? (v + ia)_l} Wo(w) — 4ik(0ug1 + 1°0,92) Uo (W)
= ik[AA*(v,r) + B] ¥,

2
1 T _
ik 7

' Ko +ia) (0 +ia) o(w)

A1+ )+ B

(3.49)

Igualando os coeficientes independentes de r e os dependentes de 72 de
ambos os lados da equacao acima resulta o seguinte sistema de equacgoes
diferenciais ordinarias

Agy — 4ikDyg1 = ik A(1 + W) +B

(3.50)
—&ik(v +ia) gy — 4ik0,go = ikA(v + ia) 2
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A solugao da equacao diferencial ordinaria (3.50)s segue de forma bastante
intuitiva bastando olhar os coeficientes envolvidos apoés dividi-la por —4ik
obtendo 2(v + ia)'gs + 0,92 = —A(v + ia)"?/4. Supondo g, = Ci(v +
ia)~t + Cy segue que 2gx(v +ia)~! + 092 = C1(v + ia) ™2 + 20y (v + ia) L.
Portanto, Cy =0 e C; = —A/4. Logo,

g2(v) = —%(v +da) "t

Agora, subtituindo g, em (3.50); obtém-se a equacao

—4(%91 = A + B,

cuja solucao pode ser escrita convenientemente por

g1(v) = —A_ZB(U—FZ'CL).

De (3.48) vem que

Ui(w) = (g1 +7%g2) o (W) = _411 [(A + B)(v +ia) + r*A(v + ia)_l} Uo(w).

Finalmente, de (3.44) a solucdo procurada é da forma

V(w) = Uo(w) + ] (w)

— (1 — g[(A + B)(v +ia) + r*A(v + ia)_1}>\1’0(w)7

onde

A= ()
B = —ik?_l(agﬂoao - 5%)

Uo(x,t) = (v +ia) " exp [iku — ikr® (v + ia) ']
E importante notar que nas proximidades do eixo r = 0 a solucdo aproxima-
se por uma onda plana ¥ = [1 +(A+ B)(v+ ia)/4] (v +ia) "t exp(iku).

Nota-se que esta solucio é funcao do focus wave mode Uy, que é a solucio
localizada em hipoteses ideais. Além disso, esta solucao estende a solucao do
artigo (6.
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3.10 Conclusao

A propagacao de ondas eletromagnéticas em materiais dielétricos nao-ideais
com memoria obedece uma equacao que envolve um termo de convolucao
devido as relacoes constitutivas apresentarem tal termo. A funcao kernel de
memoria, que depende das caracteristicas fisicas do material, desempenha
um papel essencial na analise da solucao do problema de evolucao associado
a propagacao. Foi necessario impor as condigoes

k(s)>0 e K'(s)<0

onde k(s) = —¢'(s)—f"(s), sendo f, g as funcoes de niicleo, para que pudésse-
mos mostrar a existéncia de solucao por semigrupos. Isto nao quer dizer, é
claro, que se k'(s) nao fosse negativa sempre (por exemplo, uma fungao os-
cilante decaindo para zero) entdo ndo seria possivel mostrar a existéncia de
semigrupo que resolvesse o problema. Neste tltimo caso a analise requereria
artificios e técnicas mais profundas. Por isso, em analises posteriores foram
utilizadas fungoes f(s) = aje™"* e g(s) = ai(a; + €)e~** que satisfazem as
condicoes. Além disso, fazendo-se g = 0 observa-se que funcoes da forma
f(s) = a;e=™*, com a; > 0, ndo satisfazem as hipoteses e disto decorre
que o decaimento da energia para o problema analisado em [6] ndo pode ser
abordado com as hipoteses utilizadas aqui.

A hipotese de que a funcao kernel é monotonicamente decrescente implica
que ha perda de energia eletromagnética durante a propagacao, ou seja,

d(Energia)/dt = R(AU,U) <0

e isto é fundamental na utilizacao das ferramentas matemaéticas que garan-
tem a existéncia de solugao. Uma observacao interessante sobre solugoes
harménicas e solugoes localizadas com velocidade de propagacgao diferente de
¢ é que a existéncia de um termo de memoria implica que a equacao de Bessel
obtida Jy(K p) apresenta argumento complexo K que depende das caracteris-
ticas do material, da frequéncia e dos parametros da funcao de onda e, devido
a este fato, as solucao expressas por funcoes de Bessel apresentam compor-
tamento fisico e propriedades um pouco diferentes daquelas observadas em
meios usuais sem memoria.

Neste trabalho, mostramos que até uma certa faixa de frequéncia (a da
luz visivel) é possivel obter solu¢es localizadas dadas por fung¢oes de Bessel
da forma ®(z,y,2,t) = Jo(Kp)e!*) K > 0, com velocidade de fase
superluminais. Quando a freqiiéncia w da onda torna-se demasiada alta nao
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se pode considerar solucao dada pela formula anterior. Neste caso é preciso
calcular adequadamente a funcao de Bessel para argumentos imaginarios.
Em particular é possivel aproximar tais funcoes quando a parte real ou a
parte imaginaria do argumento tende a zero. Diversos graficos foram exibidos
mostrando o comportamento da solugdo com a variagao da freqiiéncia.

As solucoes harmonicas e o focus wave mode obtidos neste trabalho

U(z,t) =exp (ik(uoso)_I/Qt — ikxz).

U(w) = (1 — g[(A + B)(v +ia) + r*A(v + ia)ﬂ)kllo(w),

generalizam as respectivas solugbes obtidas no artigo [6] onde o autor con-
sidera a propagacao eletromagnética em dielétricos com memoria. Provavel-
mente, o artigo citado foi o primeiro a fazer analise de solugoes localizadas
para meios com memoria.
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Apéndice A

Os Teorema de Hille-Yosida e de
Lumer-Phillips

A.1 Introducao

A teoria de semigrupo de operadores teve inicio em meados da década de
40 com os trabalhos de K. Yosida e E. Hille. Diversos outros matematicos
contribuiram para consolidacao da teoria, dentre eles, destacamos Lumer e
Phillips. Uma das mais importantes aplicacoes de semigrupos de operadores
ocorre na analise de problemas em equacoes diferenciais parciais.

No sentido da algebra abstrata, um grupo ¢ uma estrutura (G, %) formada
por um conjunto nao vazio G' e uma lei de composic¢ao (a,b) — axb: GxG —
G satisfazendo os seguintes axiomas: (a) (lei associativa) para todo a, b, c €
G, é valido que (axb)*c = ax*(bxc); (b) (existéncia do elemento identidade)
para cada a € G existe e € G tal que axe = exa = a; (c¢) (existéncia de
inversa) para cada a € G existe ¢’ € G tal que axa’ = a’*a = e. Quando (a) e
(b) sao satisfeitos, mas nao necessariamente (c), (G, %) é chamado semigrupo.

Em termos de operadores, um semigrupo uniparamétrico ¢ uma familia
de operadores {T'(t)}+>0 definidos num espago de Banach X satisfazendo as
seguintes propriedades: (i) T(0) = I, onde I é o operador identidade em X;
(ii) T'(t +s) = T(t)T(s). Conforme ser& apresentado neste capitulo, existem
algumas classificacoes para os semigrupos. Os semigrupos de maior interesse
pratico sao os Cy-semigrupos.

Esta teoria constitui uma forma elegante no trato de equagoes diferenciais
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parciais (EDP), em particular, sistemas de evolu¢do. A principal forma de
abordagem reside no fato de que, para alguns problemas, a solucao para o
problema de Cauchy associado ao problema em questao pode ser definida por
um semigrupo. Os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips estabelecem
as condigOes para que isto ocorra. Neste apéndice apresentamos os teoremas
citados para semigrupos de operadores nao-limitados com énfase na aplicagao
e como estes podem ser titeis para mostrar a existéncia de solucao.

A.2 Definicoes

Definicao A.2.1. Seja X um espaco de Banach. Uma familia de oper-
adores {T'(t) }+>0 de operadores lineares limitados de X em X, isto €, T'(t) €
B(X,X), Yt > 0, é um semigrupo uniparamétrico de operadores lineares
limitados de X em X se

e T(0) =1, onde I € o operador idetidade em X;

o T'(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s > 0 (propriedade de semigrupo).

Se, além disso, um semigrupo de operadores lineares limitados {7T'(t) }+>0
satisfaz a condicao

o lim; o+ |T(t) — I]| =0,

dizemos que é um semigrupo uniformemente continuo.

-

Definigao A.2.2. O geredor infinitesimal de um semigrupo {T(t)}1>0 € 0
operador linear A : D(A) — X dominio definido por

Tt)—1
D(A) = {x € X: limL existe em X}
tl0 t
e tal que
_ +
Az — lim Tt)r —x _d T(t)x
t10 t dt =0

para cada x € D(A).
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A.3 O Teorema de Hille-Yosida

Teorema A.3.1. (Hille - Yosida) Um operador linear A (nao limitado)
é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes {T'(t)}i>o se, e
somente se,

1. A € fechado e D(A) = X.

2. O conjunto resolvente de A, p(A), contém R™ e para todo X\ > 0

[R(X A <

> =

Demonstracao: [1].

A.4 O Teorema de Lumer-Phillips

Vimos que o Teorema de Hille-Yosida faz uma caracterizacao de geradores in-
finitesimais de Cy-semigrupos de contracoes. O Teorema de Lummer-Phillips
faz uma caracterizacao diferente para tais geradores infinitesimais.

Defini¢ao A.4.1. Um operador linear A € dissipativo se para todo x € D(A)
Re(Az, z) <0.

Teorema A.4.1. Um operador linear A € dissipativo se, e somente se, para
todo x € D(A) e A >0

A = A)z]| = All][.

Teorema A.4.2. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio
D(A) denso em X.

1. Se A ¢ dissipativo e existe um \g > 0 tal que Im(Ngl — A) = X, entdo
A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes em X.

2. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes em
X, entao Im(A — A) = X para todo X > 0 e A € dissipativo.

Demonstragao: |1]
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Corolario A.4.1. Seja A um operador linear, dissipativo com dominio denso
em X. Se 0 € p(A), entao, A é o gerador infinitesimal de um Coy-semigrupo
de contracoes em X.

Teorema A.4.3. Seja A um operador dissipativo em X.

(a) Se para algum Ng > 0, Im(Aol — A) = X, entdo, Im(A\ — A) = X
para todo A > 0.

(b) Se A ¢ fechado, entdo, A também é dissipativo.

(c) Se D(A) = X, entao, A é fechado.

Teorema A.4.4. Seja A um operador dissipativo tal que Im(I — A) = X.
Se X € reflexivo, entiao, D(A) = X.

Um importante resultado que expressa notavelmente as possiveis apli-
cagoes dos teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips numa formulagao pelo
sistema de Cauchy em espacos de Hilbert é

Teorema A.4.5. Seja {T'(t)}i>0 um Co-semigrupo e A seu gerador infinites-
imal, entio Yo € D(A),T(t)xr € D(A) e

d
d—tT(t)x = AT (t)xr =T(t)Ax.

Segue deste teorema que se Uy € D(A), a funcao U(t) = T'(t)U, ¢ solucao
do problema de Cauchy
U _
{ o =AU

Portanto, o que se faz é transforma o sistema dado em um sistema de
Cauchy equivalente definido num certo espaco de Hilbert e, em seguida,
mostrando que o operador A associado ao problema de Cauchy é gerador
infinitesimal de um Cjy-semigrupo, seja pelo teorema de Hille-Yosida seja
pelo de Lumer-Phillips, mostra-se que o sistema inicial possui solucao.

Suponhamos, como exemplo, que se queira mostrar a existéncia de solucao
u(x,t) por semigrupo da equagao de onda linear u;; —u,, = 0 com a condigao
de que u(0,t) = 0, u(1,t) = 0, u(x,0) = wo(z) e w(x,0) = wuy(z), onde
up € u; sao funcoes dadas. Como foi mostrado deve-se associar o sistema
em questao a um problema de Cauchy. Aparentemente, isto nao é pos-
sivel pois na equacao de onda linear aparece a segunda derivada em ¢ e
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no problema de Cauchy tem-se a primeira derivada. No entanto, fazendo
U(t) = [u(z,t) w(x,t)]" e Uy=[uy w]" temos

av (e \ _ 0 1 u
dt N Uy N ()x:p 0 Ut .
Portanto, o problema U; = AU tal que U(0) = Uy é equivalente a equagao
de onda linear com as condigoes impostas, onde

AZ(«L é)'

Obviamente que para se trabalhar com a teoria deve-se definir este prob-
lema num espaco de Hilbert adequado e verificar as condicoes dos teoremas
de Hille-Yosida ou Lumer-Phillips.
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Apéndice B

O Teorema de Pruss

Em sistemas dissipativos a andlise do comportamento assintético da energia
pode ser feita de diversas formas. E comumente utilizado pelos matématicos
o método da energia de Lyapunov que consiste, basicamente, em construir
um funcional adequado £ equivalente a energia do sistema E(t), isto é, que
existam constantes a, b tais que

aE(t) < L(t) < bE(t)

satisfazendo p
—L(t) < =0E(t).
SL(t) < —5B()

Em muitos casos a obtencao de funcionais desta forma pode ser muito
trabalhosa. Um dos resultados mais elegantes na temética de comporta-
mento assintotico da energia foi obtido pelo matematico J. Priiss, onde é
dada a condicao necessaria e suficiente para que um semigrupo decaia expo-
nencialmente. O Teorema de Priiss é uma outra alternativa na abordagem de
sistemas dissipativos onde utiliza-se principalmente uma formulacao visando

aplicar técnicas de semigrupos e anélise espectral.

Teorema B.0.6. (Priiss) Seja {T'(t)}t>0 um Co-semigrupo definido num
espago de Hilbert H. Entao, T(t) é exponencialmente estdvel se, e somente

se, {\:ReX >0} C p(A) e
I =A< C,

para alguma constante C' > 0 e para todo X\ tal que ReX > 0.
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Demonstracao: |2] Teorema 3.5.6, pagina 120.

Este teorema permite uma visao bastante sofisticada do comportamento
ou evolucao de sistemas de equacoes diferenciais pela analise do espectro do
operador resolvente associado ao problema. Isto é, o espectro do operador
resolvente deve pertencer ao semiplano esquerdo do plano complexo e para
estes valores o operador resolvente deve ser limitado.

Teorema B.0.7. (Priiss) Seja {T'(t)}i>0 um Cy-semigrupo de contragoes
definido num espago de Hilbert H. Entao, T(t) é exponencialmente estdvel
se, e somente se, {if: € R} =iR C p(A) e

18I = A~ < C,

para alguma constante C' > 0 e para todo [ real.

Demonstracao: |2] Teorema 3.5.5, pagina 120.
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Apéndice C

Funcoes de Bessel

Entende-se por funcoes de Bessel algumas solucoes Equacao de Bessel de

ordem p que é um equacao diferencial de segunda ordem da forma
2y +xy + (¥ - pPly =0,

onde p é um parametro que pode, eventualmente, ser um complexo, mas, na
maioria dos casos, real. Esta equacao aparece com freqiiéncia em diversas
areas da matemética aplicada, engenharias e fisica, merecendo destaque os
fenémenos de propagacgao de onda e calor em dominios cilindricos.

C.1 Funcao de Bessel de primeiro tipo

Supondo solucoes da equacao de Bessel de ordem p da forma

o0

y(x) = 2° Z apx",
n=0
obtém-se a equacao indicial
52 . p2 — 0,
e a relacao
[(n+5)? = p*lan = —ay s, (C.1)
a; = O, (02)
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Sem perda de generalidade, se p > 0 as ultimas equacoes determinam a

solugao
_(my s (S (/2
o) = <§> Z nT'(p+n-+1)

n=0

1

T © 5 = P A funcao I' é a fun¢ao gama definida para

escolhendo ag =
x > 0 por

F(x):/ t" e L.
0

A fungdo J,(x) é conhecida como fun¢do de Bessel de primeiro tipo de
ordem p. Devido ao termo p? na equacio de Bessel, é razoavel observar que

a funcao
T\ (—1) (/2)
Jop(w) = <§> ; nT(p+n+1)

também seja ua solucao para esta equacao. Tal funcao é chamada de funcao
de Bessel de primeiro tipo de ordem -p.

E facil ver que
(@) = (—1)" T ()

para m € N/{0}.

Quando p ndo é inteiro e z < 0 a fungdo J,(x) assume valores complexos.
Também, ¢ de simples verificagdo que se p é par J,(z) ¢ uma fungao par e se
p & impar J,(z) ¢ uma func¢do fmpar.

Para quaisquer p as relagoes abaixo sao validas.

Jpr(2) = Jper(2) = 27)(x),
Jpa(@) + Jyia(a) = 224, (x).

Outra maneira de pensar as funcoes de Bessel é como coeficientes da série
de Laurent da funcdo g(x,t) = e2U0=19 isto é,

De fato, expandindo as exponenciais €2 e e?t em séries de Maclaurin,

e (1) _ (i @r%) (i(_l>s(g>5ts’s)'

r= s=0
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Efetuando o produto, para um dado s, o termo de " (n > 0) surge quando
r =mn+ S, e neste caso aparece

r\nts nts T\ StS
(3) <nt+ s>!<—1>5(5> T

Portanto, os coeficientes de " sao

Jo(x) = (Z)”iw,

2 sl(n+ s)!

C.2 Funcao de Bessel de segundo tipo

Quando p > 0 nao ¢é inteiro, as fungdes J,(z) e J_,(x) sdo linearmente
indedependentes e, portanto, a solucao da equacao de Bessel pode ser escrita
na forma

y(t) = AJp(x) + BJ_p(x),
onde A e B sdo constantes.

No caso em que p > 0 é um inteiro, J,(x) e J_,(z) so lineramente
dependentes e, por conseguinte, a solu¢do acima ji nao mais representa uma
solucao geral da equagao de Bessel. Sao introduzidas as fun¢des de Bessel de
segundo tipo para obtengao de uma solugao geral que valha para qualquer p.

Derivando a equacao de Bessel com relacao a p, obtém-se
oy\" oy N’ 0y>
2 2 2
= —= — — | —=2py =0.
o <8p> +x<8p> (e —p )<8p 44

. —m dJy m((0J—p .

visto que Jp,(x) = (—1)"™J_,(x) vem que (a_p> —(-1) ( 5 )‘p:m é

solucao da equacao de Bessel. Defini-se as fungoes de Bessel de segundo tipo
de ordem p por

Jp(z) cosom — J_,(x)

sin pr

Quando p = m inteiro, tem-se uma indeterminacao, mas pode-se definir
Y,.(x) para inteiros m fazendo

bl = i )= 2 () = ()
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Dai, para qualquer valor de p, a solucao geral da equacao de Bessel é dada
por
y(x) = AJy(x) + BYy(a)

onde A, B sao constantes reais.

C.3 Funcoes de Bessel Modificadas

A equacao de Bessel modificada de ordem p é dada por

2y’ +xy — (2® +pP)y = 0.

As solucoes desta equacao podem ser obtidas da equacao de Bessel fazendo
a mudanca de x por 7x. Disto, as solucoes da equagao de Bessel modificada
sao da forma

y(x) = AJy(iz) + BY, (ix),

A, B constantes. Em virtude do fato de estas solucdes serem, em geral,
complexas escreve-se alternativamente

y(r) = Al (z) + BK,(z),

onde [,(z) e K,(z) sdo fun¢oes complexas denominadas de fung¢oes de Bessel
modificadas de primeiro e segundo tipo, nesta ordem, onde

L,(z) = 17" J,(ix)

2 sin pmw ’

r L@ L) 20,41, 42, .
lim, ., Kp(x), m=0,+1,+2, ...
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