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RESUMO 

 

Esta pesquisa trata de nossa inquieta­«o em ensinar a disciplina Ćlgebra Linear em um Curso de 

Licenciatura em Matem§tica, devido a dificuldade dos alunos no entendimento dos objetos estudados. 

Os objetos sistemas lineares, matrizes, espa­os vetoriais, subespa­os vetoriais, combina­»es lineares, 

base e dimens«o foram estudados a partir do estudo qualitativo de sistemas lineares, j§ que nossa ideia 

se deu em tornar o conte¼do menos abstra­«o. Estudos nacionais e internacionais j§ abordaram o assunto 

utilizando teorias, outras propondo caminhos que demonstrassem as a­»es e funcionalidades de suas 

abordagens. Assim, esse trabalho responde as seguintes quest»es: Que caracter²sticas apresentam as 

organiza­»es matem§tica e did§tica assumidas como praxeologias institucionais, referentes ao ensino de 

Ćlgebra Linear e Que condi­»es podemos instaurar em institui­«o superior para fazer viver certas 

organiza­»es matem§ticas e did§ticas com caracter²sticas espec²ficas? Como resposta propomos um 

modelo epistemol·gico de refer°ncia, composto por um sistemas de tarefas constitu²dos a partir de um 

estudo hist·rico epistemol·gico em obras originais, as quais tivemos acesso, al®m da constitui­«o de um 

percurso de estudo e pesquisa, que foi utilizado como metodologia de ensino em um curso de graduandos 

de Matem§tica, com durabilidade de 5 meses entre os anos de 2014 e 2015. A fundamenta­«o te·rica 

baseou-se na Teoria Antropol·gica do Did§tico. Partindo de um problema concreto, fizemos uma 

compara­«o da nossa proposta de modelo com livro did§tico adotado para ensinar a disciplina em an§lise 

e utilizamos as categorias de an§lise apoiadas na Teoria, al®m de comparar o modelo com o texto do 

saber de um professor que ministra esta disciplina no curso de Matem§tica. Em nossas an§lises 

constatamos que o objeto matem§tico sistemas lineares vem como ap°ndice no final do livro, e as tarefas 

n«o s«o articuladas com matrizes, espa­os vetoriais e sub espa­os, mas que as combina­»es lineares ® 

uma tecnologia que justifica o estudo das depend°ncias e independ°ncias lineares, base e dimens«o do 

espa­o. O modelo epistemol·gico dominante do livro did§tico analisado e do professor foi apresentar a 

defini­«o, com aplica­»es diretas nas tarefas.  Para desenvolvermos o estudo criamos tr°s sistemas 

did§ticos: o primeiro foi a cria­«o da organiza­«o matem§tica e did§tica do modelo de refer°ncia, o 

segundo se deu pelo percurso de estudo com 14 alunos de graduandos e o ¼ltimo analisamos a 

organiza­«o matem§tica e did§tica apresentada, por meio dos grupos sobre objetos da Ćlgebra Linear 

estudados. O percurso de estudo comprovou que estudar sistemas lineares ® estudar a pr·pria Ćlgebra 

Linear. A partir do estudo, nossa tese se deu em elaborarmos uma proposta de um Modelo 

Epistemol·gico de Refer°ncia sobre a Ćlgebra Linear, voltada para o ensino b§sico, com impacto direto 

na forma­«o de professores, tornando-se um modelo epistemol·gico alternativo para o curso de 

Licenciatura em Matem§tica do Instituto Federal do Par§.  

 

PALAVRAS-CHAVE: Educa­«o Matem§tica. Teoria Antropol·gica do Did§tico. Ćlgebra Linear. 

Percurso de Estudo e Pesquisa. Modelo Epistemol·gico de Refer°ncia. 



ABSTRACT 

 

This research deals with our concern to teach the Linear Algebra discipline in a Mathematics Degree 

Course, due to the students' difficulty in understanding the objects studied. The objects linear systems, 

matrices, vector spaces, vector subspaces, linear combinations, base and dimension were studied from 

the qualitative study of linear systems, since our idea was to make content less abstraction. National and 

international studies have already approached the subject using theories, others proposing ways that 

demonstrate the actions and functionalities of their approaches. Thus, this paper answers the following 

questions: What characteristics do mathematical and didactic organizations assume as institutional 

praxeologies, referring to the teaching of Linear Algebra and What conditions can we establish in a 

higher institution to make certain mathematical and didactic organizations with specific characteristics? 

In response, we propose an epistemological model of reference, composed of a task system constituted 

from a historical epistemological study in original works, which we had access, besides the constitution 

of a course of study and research, that was used as teaching methodology In a course of Mathematics 

undergraduates, lasting for 5 months between the years 2014 and 2015. The theoretical basis was based 

on the Anthropological Theory of Didactics. Starting from a concrete problem, we compared our model 

proposal with textbook adopted to teach the discipline under analysis and use the categories of analysis 

supported in the Theory, in addition to comparing the model with the text of the knowledge of a teacher 

who minister this Discipline in the course of Mathematics. In our analyzes we verified that the 

mathematical object linear systems comes as an appendix at the end of the book, and the tasks are not 

articulated with arrays, vector spaces and sub spaces, but that linear combinations is a technology that 

justifies the study of linear dependencies and independence , Base and size of space. The dominant 

epistemological model of the textbook analyzed and the teacher was to present the definition, with direct 

applications in the tasks. In order to develop the study, we created three didactic systems: the first was 

the creation of the mathematical and didactic organization of the reference model, the second was the 

study course with 14 undergraduate students and the last one was the mathematical and didactic 

organization presented through Of the groups on Linear Algebra objects studied. The study course 

proved that studying linear systems is to study Linear Algebra itself. From the study, our thesis was 

based on a proposal for an Epistemological Model of Reference on Linear Algebra, focused on basic 

education, with a direct impact on teacher training, becoming an alternative epistemological model for 

the undergraduate course In Mathematics of the Federal Institute of Par§. 

 

KEYWORDS: Education Mathematics. Anthropological Theory of Didactics. Linear Algebra, Study 

and Research Path. Epistemological Model of Reference. 
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I  - INTRODUÇÃO   

 A motiva­«o em fazermos esta pesquisa decorre de nossa pr§tica como professor da disciplina 

Ćlgebra Linear nos cursos de gradua­«o do Instituto Federal do Par§ (IFPA). Nessa pr§tica 

constatamos que nossas praxeologias1 e de outros colegas que ministram aulas de Ćlgebra Linear, 

que ® dividida em I e II apresentam semelhan­as significativas e que tem como norte o livro texto, 

como Alfredo Steinbruch (1987), que ® o mais utilizado, entre outros, livro este que ser§ analisado 

nesse trabalho. Al®m disso evidenciamos as dificuldades apresentadas pelos alunos nas disciplinas 

Ćlgebra Linear I e II do curso de Licenciatura em Matem§tica.  

 A partir de nossa inser­«o no Grupo de Estudo e Pesquisa em Did§tica da Matem§tica 

(GEDIM) do Instituto de Educa­«o Matem§tica e Cient²fica (IEMCI) da Universidade Federal do 

Par§ (UFPA) estabelecemos as primeiras rela­»es com a Teoria Antropol·gica do Did§tico (TAD), 

assim come­amos a relacionar no­»es dessa teoria com nossa pr§tica no ensino da disciplina Ćlgebra 

Linear. A partir de ent«o, ao observarmos as praxeologias institucionais no ensino de Ćlgebra Linear 

I (a partir de agora AL) presentes no IFPA, as tarefas s«o apresentadas de forma pontual pelo professor 

e sem a preocupa­«o de articula­«o entre setores, temas e objetos, sem intera­«o com outras 

disciplinas, e sem rela­«o com a matem§tica ensinada no ensino b§sico.  

Os discentes apresentam dificuldades referente ¨ compreens«o de no­»es essenciais referente 

a AL em decorr°ncia da abordagem estritamente axiom§tica dada na institui­«o. Dorier (1997) refor­a 

nossa ideia, pois em uma de suas pesquisas na Fran­a relata que as dificuldades dos alunos com os 

aspectos formais da teoria de Espa­o Vetorial n«o ® apenas do obst§culo com o formalismo, mas em 

compreender o uso deste na teoria de Espa­o Vetorial, al®m de interpreta­«o dos conceitos formais 

em rela­«o aos contextos mais intuitivos como Geometria ou sistema de equa­«o linear, de que toda 

a AL perpassa.     

Nossa pr§tica docente em rela­«o aos t·picos de AL ® fruto de praxeologias das institui­»es 

as quais estivemos em sujei­«o como, a institui­«o de n²vel superior onde cursamos a gradua­«o, e 

as escolas de n²vel superior em que trabalhamos como professor de matem§tica, os livros did§ticos, 

os cursos de forma­«o continuada em n²vel de especializa­«o, que nutriram continuidade e renova­«o 

na nossa rela­«o com os objetos da AL, fazendo acontecer assim uma din©mica cognitiva. 

O curr²culo da referida disciplina no IFPA, por exemplo, ® o mesmo desde quando o curso foi 

criado, em 2001, cujas no­»es estudadas em na Ćlgebra Linear I s«o: matrizes, determinantes, 

sistemas lineares, espa­os vetoriais e transforma­»es lineares, enquanto que na Ćlgebra Linear II 

estudam-se auto vetores e autovalores, diagonaliza­«o, espa­os com produto interno e c¹nicas.  

A AL ® uma disciplina importante na §rea das Ci°ncias Exatas e afins, e se destaca devido ¨s 

                                                 
1 Adiante trataremos desta ideia da Teoria Antropol·gica do Did§tico. S«o ¨s pr§ticas.  
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possibilidades de aplica­»es em diversas §reas do conhecimento cient²fico, como a matem§tica, na 

qual se encontra subjacente a quase todos os seus dom²nios. Percebemos em nossas pr§ticas que h§ 

uma facilidade no ensino dos objetos matrizes e sistemas lineares, mas quando come­amos a ensinar 

espa­os vetoriais, subespa­os, base e dimens«o aparecem as dificuldades. Estes conte¼dos s«o 

introduzidos aos estudantes sem conex»es com conte¼do j§ estudados no ensino b§sico.   

Para subsidiar nosso direcionamento nesta tese procuramos estudar trabalhos de diversos 

autores a partir da d®cada de 80 do s®culo XX, dando muita °nfase nos trabalhos produzidos na Fran­a 

por Jean Luc Dorier e Dubinsky, al®m do grupo de estudo do Linear Algebra Curriculum Study Group 

(LACSG) nos Estados Unidos. Na Fran­a o ensino desta disciplina sofreu uma reformula­«o na 

d®cada de 60 no s®culo XX, com forte influ°ncia de Bourbaki, onde a Geometria se tornaria mais 

acess²vel aos estudantes se estivesse alicer­ada em axiomas de estruturas de espa­os afins, portanto 

um ensino formalista carregado de novas defini­»es e falta de conex«o com que os alunos j§ 

dominam.  

Deixamos o formalismo um pouco de lado, apresentando-o a posteriori, institucionalizando o 

processo, pois postulamos que deva sim ser ensinado, mas por esta ser uma prov§vel dificuldade em 

compreender o seu uso nos objetos da AL ® que deixamos para um momento adequado. O trabalho 

de Dorier, Robert, Robinet e Rogalski sobre obstáculo do formalismo da AL reforçam nossa ideia 

que o formalismo é um obstáculo ao ensino da AL para sucessivas gerações de estudantes.  

Portanto, devemos pensar em que condi­»es e restri­»es podem viver no curso de Licenciatura 

em Matem§tica no IFPA as praxeologias matem§ticas propostas nesse trabalho baseadas do MER, 

constitu²das em PER de professores em forma­«o no IFPA. 

Nesse sentido, buscando tomar ¨s pr§ticas e obras da institui­«o que fazemos parte, no caso o 

IFPA, como objeto de estudo e pesquisa procuramos ajuda na Teoria Antropol·gico do Did§tico 

(TAD), que por meio do GEDIM, onde s«o discutidos textos sobre essa teoria, que n·s fazem hoje 

repensar nossos textos do saber e em minhas praxeologias. 

Nossa tese visa elaborar uma proposta de um Modelo Epistemol·gico de Refer°ncia para se 

ensinar AL, voltada para o ensino b§sico, ou seja, utilizando-se objetos deste n²vel de ensino, como 

provedores de metodologias referente ao ensino, com impacto direto na forma­«o de professores, 

tornando-se um modelo epistemol·gico alternativo para o curso de Licenciatura em Matem§tica do 

IFPA.  

A partir disso, nossa pesquisa ® norteada por duas quest»es diretrizes: que caracter²sticas 

apresentam as organiza­»es matem§tica e did§tica assumidas como praxeologias institucionais, 

referentes ao ensino de AL e que condi­»es podemos instaurar em institui­«o superior para fazer viver 

certas organiza­»es matem§ticas e did§ticas com caracter²sticas espec²ficas? 

Abordaremos no Cap²tulo II a base epistemol·gica da pesquisa, onde enfocamos trabalhos 
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que nos orientasse como estavam as pesquisas em AL no Brasil e no mundo, revelando a utiliza­«o 

de dispositivos did§ticos, e obst§culos que os alunos tem com rela­«o a aprendizagem da disciplina. 

No Cap²tulo III partimos de uma abordagem hist·rico epistemol·gica em obras originais, as 

quais nos ajudam a (re) construir tarefas, e um modelo voltado para o ensino de alguns objetos da AL, 

portanto uma proposta de Modelo Epistemol·gico de Refer°ncia (MER) proposto em uma 

organiza­«o did§tica matem§tica (OMD), o qual consideramos ser tudo que fazemos para alcan­ar 

alguma coisa, isto ®, caso queiramos compreender algo, criamos um modelo.  

No Cap²tulo IV O MER se inicia com sistemas lineares, pois admitimos que estes evocam 

objetos matem§ticos da AL e vai at® espa­os vetoriais. Tal modelo serviu para criticar/confrontar as 

organiza­»es matem§ticas (OMD) presentes nos livros did§ticos de AL, as OMD do textos do saber 

de um professor ministrante desta disciplina. Propormos um Percurso de Estudo e Pesquisa (PER) 

em uma turma de gradua­«o em Licenciatura em Matem§tica do Instituto Federal do Par§ (IFPA). 

No Cap²tulo V fizemos a an§lise de duas organiza­»es praxeol·gicas a partir de nossa 

compreens«o proposta em nosso MER, o qual podemos comprovar que o Modelo Dominante, 

referente ao ensino de AL na institui­«o IFPA se d§ por apresentar as defini­»es dos objetos 

matem§ticos e resolver tarefas a partir dessas defini­»es. 

No Cap²tulo VI executamos o Percurso de Estudo e Pesquisa com alunos de gradua­«o do 

curso de Licenciatura em Matem§tica do IFPA, o qual ocorreu no Instituto Federal do Par§, durante 

5 meses, entre 2014 e 2015. O percurso foi organizado a partir de um sistema de tarefas, onde 

est§vamos em busca de uma resposta ·tima para o estudo em quest«o. As t®cnicas foram justificadas  

pelas tecnologias estudo qualitativo dos sistemas lineares e combina­«o lineares, partindo de uma 

quest«o geratriz, que desencadeou outros 25 questionamentos dos alunos, com rela­«o ao estudo de 

AL.  

No Cap²tulo VII apresentamos nossas considera­»es finais, que levaram em considera­«o as 

pesquisas correlatas, a parte hist·rica epistemol·gica, o MER, a an§lise das institui­»es livro e texto 

do saber do professor e a din©mica do PER, al®m de perspectivas para novos trabalhos de pesquisa.  

 

1.1 PROBLEMÁTICA E JUSTIF ICATIVA  

 

Em 1908 em Roma na It§lia, matem§ticos se preocuparam em discutir o ensino da matem§tica 

e para isto formaram uma Comiss«o Internacional para o Ensino de Matem§tica, dirigida pelos 

matem§ticos Felix Klein, George Greenhill e Henri Ferh, que visava propor uma reforma do ensino 

de matem§tica, sendo que no Brasil o matem§tico Euclides Roxo encarregara-se de elaborar um 

projeto de reforma para o ensino, o qual se dava: a forma­«o do professor para lecionar no ensino 
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secund§rio, metodologia do ensino e a moderniza­«o do curr²culo. 

A matem§tica ocupara um lugar de destaque no sistema de ensino nos pa²ses ocidentais, 

sobretudo da sociedade francesa moderna. Na Inglaterra, na Fran­a, Alemanha e nos Estados Unidos 

a Ćlgebra ® considerada um dos ramos mais ¼teis da instru­«o, pois os alunos s«o levados a converter 

os problemas matem§ticos em equa­»es alg®bricas, em um processo de algebriza­«o da matem§tica 

cl§ssica, tornando-a mais rigorosa, precisa e abstrata (MIGUEL; FIORENTINI; MIORIM, 1992). 

Com o t®rmino da II Guerra Mundial, matem§ticos que sa²ram do continente europeu, 

encontraram nos estados do sudeste brasileiro, como em S«o Paulo e Rio de Janeiro, espa­o para 

desenvolver seus trabalhos e que contribu²ram no processo de forma­«o de professores e 

pesquisadores no Brasil. Na d®cada de 40 do s®culo XX come­ou-se a ensinar a disciplina Ćlgebra 

Moderna pelo professor Ascher Zariski, que ap·s estudar em Roma em 1921, passou a se chamar 

Oscar Zariski, ensinava na (FFCL-USP) em um curso de extens«o, auxiliado pelo professor Jacy 

Monteiro.  

O professor Zariski ficou na USP de 1945 a 1946, portanto um ano apenas, e ministrava cursos 

para professores, como Introdu­«o a Teoria dos Ideais, com enfoque para os An®is e Corpos, Ideais, 

levando os alunos ao encontro da Ćlgebra. Posteriormente, no per²odo de 1948 a 1951, o matem§tico 

Jean F. A. Delsarte (1903-1968), tamb®m, atuou na Faculdade de Filosofia Ci°ncias e Letras (FFCL) 

da USP. Lecionou as disciplinas intituladas Teoria das Distribui­»es, Espa­os Vetoriais Topol·gicos 

e Teoria da Integra­«o e Hipergrupos e Ćlgebra de Lie (CAVALARI, 2012). 

No in²cio do ano de 1950, a estrutura curricular do curso de Matem§tica da USP permanecia 

praticamente a mesma, desde a reforma de 1946, que alterou a grade curricular dos cursos de 

Matem§tica no Brasil. No entanto, no terceiro ano do curso de gradua­«o da USP, a disciplina de 

Ćlgebra passou a ser ensinada, juntamente, com a de Geometria Superior e conte¼dos relativos ¨ 

Topologia passaram a compor a cadeira de An§lise Superior. Posteriormente, na d®cada 60, ap·s nova 

reformula­«o curricular, o curso de matem§tica da USP a disciplina Ćlgebra era ministrada no 1o e 

no 3o ano AL do curso de gradua­«o, que segundo Cavalari (2012) estava no curr²culo influ°ncia 

francesa.  

Cavalari (2012) relata que a professora Elza Gomide (1925-2013) pesquisadora e professora 

brasileira, afirma que nos primeiros anos do curso matem§tico da FFCL da USP, n«o se fazia Ćlgebra, 

os italianos, que foram os primeiros docentes, s· ensinavam Geometria e An§lise. A professora Elza 

relata que aprendeu sozinha a AL e afirmava que a Ćlgebra Abstrata era ainda mais desconhecida. E 

foi com a vinda de Zariski, Weil e Dieudonn® e com o empenho de Jacy Monteiro que a Ćlgebra 

come­ou a se tornar conhecida em S«o Paulo. 

 Segundo Ara¼jo (2008), na d®cada de 60 do s®culo XX, o Movimento da Matem§tica Moderna 

objetivou unificar os tr°s campos fundamentais da matem§tica escolar, atrav®s da introdu­«o de 
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elementos unificadores, como a Teoria dos Conjuntos e as Estruturas Alg®bricas, a Ćlgebra se 

destacou. O ensino da Ćlgebra recebeu um maior rigor e assumiu uma acentuada preocupa­«o com 

os aspectos l·gico-estruturais dos conte¼dos e a precis«o da linguagem, perdendo seu car§ter 

pragm§tico, ¼til para resolver problemas.  

 O processo de transposi­«o did§tica interna quando realizada por um docente que questiona 

as pr·prias pr§ticas com matem§ticas de um determinado objeto, que vive em uma determinada 

institui­«o, se constitui em um dispositivo did§tico de forma­«o pessoal relativo a esse objeto.  

A problem§tica que evidenciamos no ensino da matem§tica superior pode estar relacionada 

ao tratamento dado a essa disciplina (AL), enfocando os axiomas e f·rmulas, mas sem buscar a 

compreender da raz«o de ser de se estudar tais objetos matem§ticos, de forma isolada, pois se 

resolvem as tarefas propostas, sem compreender de fato qual a import©ncia destas para o estudo. 

Desde que a disciplina AL passou a integrar o curr²culo das universidades brasileiras foram 

constatadas v§rias dificuldades na aprendizagem dos alunos, conforme relatam Ara¼jo (2008) e 

Celestino (2000), dentre outros. Em nossa pr§tica como professor dessa disciplina no IFPA, 

evidenciamos esta problem§tica e isto nos motivou a pesquisar sobre o tema. Tal motiva­«o nos 

permitiu vislumbrar a possibilidade de trabalhar na perspectiva de um Modelo Epistemol·gico de 

Refer°ncia (MER), para se ensinar alguns objetos da AL, articulado com alguns elementos do ensino 

b§sico, j§ que esta disciplina ® apresentada, sem articula­«o com outras disciplinas e outros saberes 

matem§ticos j§ vistos no ensino b§sico. 

Ara¼jo (2008), pesquisou em universidades particulares e p¼blicas na cidade de Campinas, 

verificando o desempenho e as dificuldades manifestadas por alunos do primeiro ano de diferentes 

§reas do conhecimento do Ensino Superior e concluintes do Ensino B§sico, em Ćlgebra B§sica e 

constatou que a maioria dos estudantes apresentou baixo desempenho, que vai desde o 

desconhecimento total da Ćlgebra e de erros devido ̈ dificuldade da pr·pria Ćlgebra, tanto em n²vel 

conceitual quanto no uso incorreto de propriedades, opera­»es, defini­«o das inc·gnitas, at® 

dificuldades advindas da aritm®tica, erros referentes as propriedades e a prioridade das opera­»es.  

Celestino (2000) realizou uma pesquisa sobre o ensino e aprendizagem de AL na d®cada de 

90, constatando que nas universidades p¼blicas como a Universidade Estadual de Campinas 

(UNICAMP) e a Universidade Estadual Paulista (UNESP), entre as disciplinas C§lculo Diferencial e 

Integral, Geometria Anal²tica e Vetorial e AL, a disciplina de AL apresenta um ²ndice de reprova­«o 

em torno de 25% a 50%, o que demonstra a dificuldade no ensino e aprendizagem dessa disciplina. 

O autor concluiu que às dificuldades dos alunos em AL vem sendo detectado a tempos por meio dos 

resultados obtidos pelos estudantes em suas avaliações.  

Nos Estados Unidos as investigações sobre o ensino e aprendizagem de AL se deram a partir 

da criação do Linear Algebra Curriculum Study Group (LACSG) em 1990. Na França, as pesquisas 
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sobre didática da AL começaram a aparecer também a partir de 1990, a tese de Jean Luc Dorier sobre 

o assunto é no início da década de 1990, enquanto que no Brasil, pesquisas sobre o ensino e 

aprendizagem da AL, são muito recentes, mas tais pesquisas inserem-se no quadro das pesquisas 

internacionais.  

 As pesquisas sobre ensino e aprendizagem da AL, em Educa­«o Matem§tica no n²vel superior, 

t°m tido uma aten­«o crescente por parte dos pesquisadores. Segundo Dorier (1993, p. 193):  

£ fato que a Ćlgebra Linear constitui uma parte importante no conte¼do matem§tico que ® 

ensinado no in²cio da universidade, sendo vista como uma disciplina fundamental por quase 

todos os matem§ticos e por muitos cientistas que a utilizam como ferramenta. Al®m disso, as 

dificuldades dos estudantes em Ćlgebra Linear parecem, t«o importantes e vis²veis quanto 

em an§lise (cf. Robert e Robinet (1989) e Rogalski (1990))....ò (DORIER, 1993, p. 193). 
  

  A AL tem muitas aplica­»es se mostrando muito ¼til como estrat®gia de resolu­«o de 

problemas, mas assim como os outros campos da Matem§tica, apresenta complexidade no processo 

de ensino e aprendizagem que carecem de pesquisa. Dorier (1993) constatou que nos ¼ltimos anos a 

AL vem despertando um interesse crescente de pesquisadores em did§tica, tanto na Fran­a como no 

exterior. Seus trabalham mostram uma rica contribui­«o dada pela an§lise did§tica no contexto da AL 

e tamb®m algumas dificuldades encontradas pelos estudantes nessa §rea.  

Nesta tese enfocamos praxeologias institucionais referentes ao ensino de alguns objetos de 

AL presentes no curr²culo do curso de Licenciatura em Matem§tica do IFPA. Assim buscaremos apoio 

em um MER que possa se tornar um modelo epistemol·gico de refer°ncia alternativo que possibilite 

analisar as praxeologias institucionais evidenciadas em um livro did§tico e um texto do saber. 

Nessa perspectiva enfocaremos tipos de tarefas em um livro did§tico adotado no ensino de 

AL no IFPA, pois segundo Menssouri (1994, p. 46), para sabermos como um saber2 vive em uma 

institui­«o particular ® necess§rio efetuar a an§lise dos livros did§ticos, pois: ñ... os livros did§ticos 

constituem uma realiza­«o efetiva e objetiva do ensino realizado em classe.  

O livro did§tico legitima-se como pr§ticas sociais validadas e ® um importante recurso 

utilizado pelos professores para elabora­«o do texto do saber, ou seja, quando o professor prepara seu 

plano de aula, portanto desempenha um papel de referência na atividade do professor do ensino 

superior, pois o professor é responsável por recriar o saber, isto é, em fazer o que Yves Chevallard 

chama de transposição didática interna (TDI), quando adéqua um determinado conteúdo para 

estruturar suas aulas, ou seja, realiza a transformação do saber a ensinar em saber ensinado, na sala 

de aula. 

Justificamos a an§lise de livros did§ticos de Matem§tica, j§ que ® um par©metro indicador do 

estado atual em que se encontra o ensino da AL, nos permitindo caracterizar indícios de como se dá 

                                                 
2 Da a ideia de um modelo, mas na realidade ® um termo ainda indefinido, pois o que se tem ® a rela­«o com o saber. 
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o ensino que está sendo desenvolvido em uma instituição, referente a um determinado saber.  

A partir da problem§tica anunciada buscamos compreender como se apresentam as tarefas em 

um livro texto e texto do saber, em termos de articula­«o e n²vel de complexidade crescente na 

perspectiva da Teoria Antropol·gica do did§tico (TAD). 

Nos inserimos em uma das linhas de investiga­«o que a TAD trata, que ® de tentar delimitar 

vantajosamente a g°nese sociohist·rica do saber designado para ser ensinado. Segundo Chevallard 

(1991), tendo em conta as realiza­»es atuais, seria poss²vel construir uma epistemologia artificial 

como um resumo melhorado, deixando de lado os impasses, os fracassos, mais reimplantando toda 

riqueza de desenvolvimentos fecundos e as vezes esquecidos da constru­«o hist·rica do saber.   

As quest»es norteadoras que nos ajudaram a responder o objetivo geral foram: 1) Que 

caracter²sticas apresentam as organiza­»es matem§tica e did§tica assumidas como praxeologias 

institucionais, referentes ao ensino de Ćlgebra Linear e 2) Que condi­»es podemos instaurar em 

institui­«o superior para fazer viver certas organiza­»es matem§ticas e did§ticas com caracter²sticas 

espec²ficas? 

Assim temos como objetivo elaborar uma proposta de um Modelo Epistemol·gico de 

Refer°ncia sobre a Ćlgebra Linear I, que nos sirva de entendimento m²nimo, para analisar as 

praxeologias institucionais presentes em um livro did§tico e um texto de saber institucional e 

desenvolver uma OMD final a partir das condi­»es e restri­»es que surgir«o no PER, para ser 

desenvolvido em uma turma da licenciatura em matem§tica. 

A fim de alcançarmos os objetivos apresentados nesta pesquisa, adotamos os seguintes 

procedimentos metodológicos:  

đ Revisão bibliográfica - examinando as obras mais difundidas na área sobre o tema estudado; 

đ Estudo a disciplina AL, no curr²culo do curso de Licenciatura em Matem§tica IFPA, assim 

como do texto de saber de um professor que ministra a disciplina nessa institui­«o; 

đ An§lise hist·rico-epistemol·gica de alguns elementos AL com objetivo de compreender e 

mostrar como articular objetos do ensino b§sico com o superior; 

đ Assumir do referencial te·rico que compreende a Teoria Antropol·gica do Did§tico (TAD); 

đ (Re) Construir uma proposta de um Modelo Epistemol·gico de Refer°ncia (MER) a respeito 

de algumas no­»es3 de AL, para confrontar com os modelos estabelecidos na institui­«o 

(livros e texto de saber do professor); 

ü Desenvolver um Percurso de Estudo e Pesquisa Adaptado (PER) com alunos da gradua­«o 

em matem§tica do IFPA, para validar o MER como alternativo. 

                                                 
3 Nos referiremos a no­»es de AL, aos objetos matem§ticos: sistemas lineares, matrizes, espa­os vetoriais at® base e 

dimens«o.  
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CAPÍTULO  II  ï BASES EPISTEMOLÓGICAS DA PESQUISA 

  

Neste cap²tulo enfocaremos pesquisas cient²ficas difundidas em artigos, obras, disserta­»es e 

teses. Com bases nestas pesquisas tomamos conhecimento de estudos relacionados ao ensino e 

aprendizagem da AL. Neste sentido colocamos em pauta pesquisas na §rea de Educa­«o Matem§tica, 

a qual enfocam determinados t·picos de AL, em especial na Fran­a, na Turquia, nos Estados Unidos, 

M®xico e Brasil, que dar«o suporte a nossa pesquisa. O prop·sito de mapear o que j§ se investigou 

sobre estes t·picos possibilita ao pesquisador ter uma vis«o geral do est§gio de desenvolvimento das 

pesquisas e, mais particularmente, ter um panorama do processo de ensino de AL nos cursos 

superiores.  

Discorreremos sobre trabalhos cient²ficos que adotaram como quest«o central o processo de 

ensino e aprendizagem de objetos da AL. Neste levantamento evidenciamos abordagens cognitivistas, 

epistemol·gicas, antropol·gicas de trabalhos que oportunizaram o estudo de organiza­»es 

praxeol·gicas did§ticas e matem§ticas pelo professor de matem§tica e que utilizaram determinadas 

teorias como aplicação de proposta didática. Pretendemos com este levantamento bibliogr§fico obter 

sustenta­«o te·rica, bem como justificar a relev©ncia de nossa pesquisa. 

Agrupamos os trabalhos em categorias nossas categorias de an§lise, conforme o enfoque de 

cada pesquisa, tais como: i) Dispositivos did§ticos; ii) Pesquisas cognitivas; iii) Obst§culos e 

dificuldades de aprendizagem. 

 

2.1 ALGUMAS INVESTIGAÇÕES EM MATEMÁTICA EDUCATIVA QUE FAZEM 

REFERÊNCIA A ÁLGEBRA LINEAR (AL)  

 

As investiga­»es que comp»em esta categoria objetiva identificar e analisar as estrat®gias de 

ensino de AL propostas por matem§ticos no Brasil e outros pa²ses. 

 

2.1.1 Dispositivos didáticos 

 

O artigo de Lindner (2003) publicado com o t²tulo CAS-Supported Multiple Representations 

in Elementary Linear Algebra. The Case of the Gaussian Algorithm baseou-se em atividades para o 

algoritmo Gauss-Jordan para a solu­«o de sistema de equa­»es lineares, atrav®s de um dispositivo 

did§tico, que buscou constituir um ambiente de aprendizagem ï CAS ï Sistema Alg®brico 

Computacional, que desde 2008 foi inclu²do na caixa de ferramentas de matem§tica simb·lica 

(Symbolic Math Toolbox) do MATLAB.  

http://pt.wikipedia.org/wiki/MATLAB
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O autor supracitado concentrou-se no uso elementar de matriz invers²vel, em ambos os 

aspectos matem§ticos e de programa­«o, aonde conceitos matem§ticos importantes como matriz, 

opera­»es e conceitos de inform§tica, como dados e controle da estrutura e uso fun­»es internas 

evolu²ram de um modo informal, evitando problemas de conceitua­«o de elementos da AL.  

O trabalho teve como foco as etapas cruciais do algoritmo, n«o se prendendo a detalhes 

t®cnicos espec²ficos do programa, tentando reduzir o aspecto formal da matem§tica ampliando e 

mantendo as considera­»es para os alunos de forma simples e clara, tentando substituir as provas de 

exist°ncia puramente matem§ticas, como por exemplo, a constru­«o da matriz inversa, pelas 

constru­»es algor²tmicas.  

Na Fran­a  em sua pesquisa sobre alavancas meta4, Jean Luc Dorier (2000) postula como um 

importante recurso para se utilizar no ensino de AL, os seguintes aspectos: o professor atrav®s de seu 

discurso associado a atividades pode gerar reflex»es nos alunos sobre os procedimentos aplic§veis a 

um problema, as informa­»es constitutivas do funcionamento matem§tico, como informa­»es sobre 

jogo de quadros (alg®brico, geom®trico, num®rico, etc.) como um recurso para que o aluno se 

reorganize para resolver os problemas, o papel dos exemplos e contraexemplos como 

questionamentos pass²veis de alavancar conceitos, a passagem do antigo para o novo como elemento 

meta, que auxiliaria o aluno quando a mudan­a de pontos de vista ® necess§ria. Esta ideia de alavancas 

meta est§ relacionado com o metaconhecimento matem§tico. Na TAD tal instrumento ® tratado como 

dispositivo did§tico que comp»e o milieu (meio), como o uso de tipo de tarefas e tarefas dispostas em 

n²vel de complexidade crescente.  

Assim como no Brasil, Dorier et al. (1999) relatam em pesquisa sobre a aprendizagem e o 

ensino da AL nas universidades francesas, que o ensino desta disciplina sofreu grandes modifica­»es 

dentro dos ¼ltimos trinta anos, reportando-se ao ano 2000. A AL representava 1/3 (um ter­o) dos 

conte¼dos matem§ticos no primeiro ano de todas as universidades de ci°ncias franceses no ano 2000. 

Segundo a pesquisa se inicia com a defini­«o axiom§tica de um espa­o vetorial e acaba com a 

diagonaliza­«o de operadores lineares, com tarefas algor²tmicas ligada com a redu­«o de matrizes de 

operadores lineares.  

Utilizando a ideia de alavancas-meta, Dorier et al. (1999) possibilitaram aos alunos que 

enfrentassem tarefas, as quais podiam ser resolvido por eles, fazendo-o ter uma an§lise reflexiva de 

possibilidades de generaliza­«o ou unifica­«o dos m®todos que eles desenvolveram sozinhos. Para 

                                                 
4 ñmetaò diz respeito ao conhecimento que o sujeito tem sobre seu pr·prio conhecimento: o que sabe e como o sabe. No 

caso especifico tem a ver com a reflex«o que ele faz em torno do seu pr·prio conhecimento matem§tico. A ñalavancaò se 

refere ao recurso ou estrat®gia de ensino que quando bem elaborada e aplicada num momento adequado poder«o ajudar a 

ñalavancarò (DORIER, 2000). Os recursos-meta podem fazer os alunos refletir sobre os objetos matem§ticos de Ćlgebra 

Linear, que est«o sendo estudados. Para ele, os recursos-meta s«o informa­»es concernentes ao que constitui o 

conhecimento matem§tico, isto ®, seus m®todos, estruturas, organiza­«o e reorganiza­«o e isto implica em uma certa 

classifica­«o de problemas para resolver e a identifica­«o das t®cnicas e ferramentas dispon²veis (DORIER 2002). 
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compreenderem os erros dos alunos utilizaram a an§lise epistemol·gica do conte¼do Depend°ncia 

Linear. Os mesmos conclu²ram que se deve utilizar menos o formalismo, tendo que haver articula­«o 

com os conhecimentos5 pr®vios dos alunos e que o desenvolvimento hist·rico da AL torna-se 

essencial para a constru­«o do conceito de classifica­«o e em parte da dualidade. A constru­«o de 

uma abordagem formal, por meio de tarefas ® uma condi­«o necess§ria para a compreens«o da 

profunda natureza epistemol·gica da teoria dos espa­os vetoriais.  

 Segundo Dorier (2002), tradicionalmente o ensino de AL concentra-se no estudo formal de 

espa­os vetoriais ou uma abordagem anal²tica baseado no estudo do Rn e c§lculo de matrizes. A 

an§lise da epistemol·gica da hist·ria da AL ® uma forma de revelar alguns obst§culos de ordem 

epistemol·gica observ§veis no enfrentamento das tarefas pelos alunos.  

Com a axiomatiza­«o da AL, houve uma reconstru­«o te·rica dos m®todos de resolu­«o de 

problema linear, utilizando os conceitos e ferramentas de uma nova teoria central axiom§tica, com 

isto, pensamos que a AL tornou-se muito abstrata, sem articula­«o com conte¼do previamente 

estudados pelos alunos e dificultando a compreens«o sobre as aplica­»es de tais conceitos. 

Dorier (2002) conclui que um conhecimento mais profundo da natureza dos conceitos e as 

dificuldades cognitivas que estes trazem, al®m da ajuda dos professores se torna fundamental, para 

desenvolver um ensino mais rico e mais experiente, n«o de uma forma r²gida e dogm§tica, mas com 

flexibilidade.  

Em nossa viv°ncia no ensino de AL no IFPA, percebemos que a rela­«o que os alunos 

estabelecem com os saberes da AL ® em boa parte de reprodu­«o de conceitos e propriedades 

apresentados pelos professores, e aplicar sem compreender a raz«o de ser de tal ensinamento, assim 

relata DôAmore (2007, p 10), no que chamou de fraude epistemol·gica, quando o aluno encontra a 

solu­«o correta para um problema, simplesmente por reproduzir algo j§ feito pelo professor, mas n«o 

necessariamente por ter entendido a sua necessidade matem§tica ou l·gica a partir do enunciado.  

Por sua vez Silva (1999) desenvolveu sua pesquisa intitulada Algebra Linear como curso de 

servi­o para a Computa­«o, com base em entrevistas, análise de livros didáticos e acompanhamento 

de um grupo formado por alunos do curso de Computação, o coordenador do curso de computação e 

um grupo de pesquisa. A autora concluiu que ensinar AL para o curso de Computa­«o, partindo de 

um referencial matem§tico, ® problem§tico porque as tarefas n«o se articulavam com saberes 

presentes no curso de computa­«o, em consequ°ncia os estudantes n«o viam necessidade em 

compreender os conceitos envolvidos, interessando-se mais pela parte de c§lculo. 

Assim como Silva (1999), constatamos no (IFPA) fen¹meno semelhante acontece nos cursos 

                                                 
5 Chevallard apresenta uma diferenciação entre conhecimento e saber,  utilizando na maior parte dos seus escritos, o 

termo saber. Este seria mais amplo e abstrato que o conhecimento, uma organização coerente deste último. 
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de Engenharia de Automa­«o e F²sica, os quais trabalho, que s«o os cursos que al®m do curso de 

Matem§tica estudam a disciplina AL. Percebemos que este objeto ® ensinado da mesma forma, sem 

se atentar que os cursos t°m objetivos diferentes com esta disciplina.  

 Sobre o tema em quest«o, Karrer (2003) focou em sua pesquisa a An§lise do tratamento dado 

¨s transforma­»es lineares em dois livros did§ticos, que analisa ̈ luz dos Registros de Representa­«o 

Semi·tica 6(RRS) as tarefas propostas nos livros, concluindo que os registros geom®tricos explorados 

no estudo das transforma­»es lineares deixam de ser utilizados em muitas tarefas analisados.   

Em sua tese defendida em 2006 e intitulada Articula­«o entre Ćlgebra Linear e Geometria. 

Um estudo sobre as transforma­»es lineares na perspectiva dos registros de representa­«o semi·tica 

a autora toma como base a Teoria RRS para investigar as trajet·rias de aprendizagem de estudantes 

de gradua­«o no curso de Computa­«o e o impacto dessas escolhas na abordagem de ensino do objeto 

matem§tico transforma­»es lineares. A pesquisa envolveu o design de atividades sobre o objeto 

matem§tico estudado, explorando a convers«o de registros em um ambiente de Geometria din©mica.  

Na perspectiva de an§lise de livros com refer°ncia  ̈teoria RRS, sua pesquisa apontaram uma 

forte valoriza­«o dos registros simb·lico-alg®brico e num®rico, al®m de uma explora­«o reduzida de 

representa­»es gr§ficas, bem como das convers»es que t°m o gr§fico como registro de partida. Para 

a pesquisadora os registros mais requisitados para a compreens«o das transforma­»es s«o o gr§fico, 

o simb·lico-matricial e o num®rico-tabular, o que revelou uma discord©ncia entre o que ® valorizado 

nos livros did§ticos de AL, pois s«o pouco explorados e o que ® enfatizado nas obras de Computa­«o 

Gr§fica, revelando progressos dos sujeitos na apreens«o das condi­»es de determina­«o de 

transforma­»es lineares e de especificidades gr§ficas inerentes a estas.  

A pesquisadora aplicou um question§rio para alunos de quatro Institui­»es Particulares de 

Ensino Superior do Estado de S«o Paulo. Nesse instrumento concluiu que os alunos apresentaram 

pouca familiaridade com as diversas representa­»es, apresentando dificuldade no estabelecimento de 

convers»es e uma constante associa­«o do objeto matem§tico transforma­«o linear, exclusivamente 

com sua representa­«o alg®brica, sendo que na maioria das resolu­»es foi apresentada na l²ngua 

natural de emprego comum, por®m, segundo a pesquisadora, de forma considerada insatisfat·ria, com 

narrativas confusas ou incompletas. 

 Concluiu que as condi­»es de linearidade praticamente n«o foram citadas, al®m disto h§ 

defici°ncias a respeito do conceito de fun­«o, tais como a confus«o entre fun­«o linear e fun­«o de 

primeiro grau e a identifica­«o da fun­«o unicamente com a sua representa­«o alg®brica. Isso 

                                                 
6 A Matem§tica, em particular, trabalha constantemente com objetos abstratos, para apropriar-se de um determinado objeto 

matem§tico, o sujeito deve recorrer a sua representa­«o. A originalidade da atividade matem§tica est§ na mobiliza­«o 

simult©nea de ao menos dois registros de representa­«o ao mesmo tempo, ou na possibilidade de trocar a todo o momento 

de registro de representa­«o (DUVAL, 2003, p. 14). 
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interferira na resolu­«o de certas tarefas, al®m dos estudantes n«o demonstrarem compreens«o do tipo 

de imagem gr§fica poss²vel por meio de uma transforma­«o linear e que v§rias resolu­»es foram 

desenvolvidas com base na percep­«o, sem o estabelecimento de tratamentos ou convers»es entre 

registros. 

 Inferimos que ao analisar a organiza­«o did§tica e matem§tica do livro did§tico a autora n«o 

p»e em cheque tais organiza­»es presentes nestas obras. Nesta tese propomos relacionar objetos 

matem§ticos presentes no ensino b§sico, como os sistemas lineares, procurando, identificar 

articula­»es poss²veis com conte¼do do ensino b§sico que podem ser trabalhados em t·picos de AL.  

Karrer (2009) analisou quatro obras did§ticas de AL. A an§lise foi espec²fica de situa­»es que 

envolvem convers»es com gr§fico devido ser a menos explorada. Nessa investiga­«o a pesquisadora 

observou que os registros gr§fico e tabular s«o os menos requisitados no ensino das transforma­»es 

lineares e as obras que mencionam o uso de software, mas n«o integram, efetivamente, no 

desenvolvimento do conte¼do, sendo indicados preferencialmente como recursos em tarefas 

complementares.  

Laugwitz (1974) publicou o artigo Motiva­«o e Ćlgebra Linear, nele destaca-se o uso de 

tarefas envolvendo a disciplina AL, que devem ser utilizados com estudantes do ensino b§sico e 

superior, tais que estes devem ser tomadas a partir da viv°ncia cotidiana dos discentes e devem ser 

acess²veis para as suas idades.  

No trabalho o pesquisador relata que quase todos os livros did§ticos de AL n«o trazem tarefas 

articuladas e utilizam a Geometria com solu­«o (t®cnica), at® mesmo nos livros escritos por 

engenheiros para estudantes de engenharia e por economistas para estudantes de economia, fazem 

uso da mesma organiza­«o matem§tica, cometem os mesmos equ²vocos: apresentam as matrizes, a 

teoria envolvendo espa­os vetoriais e no final apresentam algumas aplica­»es.  

As motiva­»es para o ensino de AL devem ser extra matem§tica, como: estudo da mec©nica, 

pois a adi­«o de vetores (regra do paralelogramo) e produto interno que vem com a no­«o de trabalho; 

o conceito de caixa preta d§ uma introdu­«o muito ¼til para modela­«o matem§tica, pois o aluno ® 

intuitivamente levado a multiplicar matrizes, ter no­»es de matrizes inversas, sistemas lineares e 

otimiza­«o linear; outra motiva­«o se d§ nas codifica­»es e decodifica­»es onde as mensagens podem 

ser enviadas a partir de matriz de codifica­«o, e para se decodificar precisa-se da inversa; popula­«o 

de matrizes onde se utiliza auto valores e auto vetores; matrizes estoc§sticas e otimiza­«o linear. 

Coadunamos com o pesquisador Laugwitz (1974), ao aludir que antes de abstrairmos assuntos 

como as transforma­»es lineares podemos mostrar que ao resolvermos um sistema linear de 3 

equa­»es e 3 inc·gnitas ® poss²vel se observar a transforma­«o, pois s«o fornecidos elementos da 

imagem, como o termo independente para determinar os elementos do dom²nio que s«o as vari§veis 

ou quando resolvemos um sistema homog°neo, estamos na realidade determinando o n¼cleo de uma 
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matriz.  

Carlson (1993) preocupa-se com o ensino e reforma da AL nos Estados Unidos, desenvolve 

pesquisa sobre opera­»es matriciais, sistemas de equa­»es lineares, propriedades no Rn, autovalores 

e auto vetores, al®m de ortogonalidade. No seu artigo relata que seus alunos n«o sentem problema na 

primeira parte do curso de AL, quando estudam sistemas lineares e matrizes, mas a partir de espa­os 

vetoriais, subespa­os vetoriais, base dimens«o e transforma­»es lineares, ou seja, na parte abstrata do 

estudo os mesmos sentem dificuldades, pois seus alunos n«o apresentam conhecimentos pr®vios de 

conte¼dos b§sicos. 

Para Carlson (1993) o problema n«o est§ nos procedimentos algor²tmicos, mas a 

aprendizagem dos conceitos sobre os temas; os m®todos adequados de ensino e pr§ticas 

multidimensionais n«o s«o realizados; n«o h§ an§lise das tarefas e estas n«o s«o articuladas com 

outros conhecimentos. 

Segundo Carlson (1993), os conceitos são muitas vezes ensinados sem substancial conexão 

com ideias matemáticas previamente apreendidas pelos alunos, sem exemplos ou aplicações. O autor 

se pergunta sobre o que pode ser feito para despertar o interesse de alunos entre 14 e 15 anos de idade 

em rela­«o a no­»es preliminares de AL, assim como cita j§ que os h§ uma forte motiva­«o intr²nseca 

para a matem§tica linear, como as fun­»es lineares, as equa­»es diferenciais e integrais.  

O pesquisador relata que tais motiva­»es devem ser extra matem§tica, como: estudo da 

mec©nica, no caso da regra do paralelogramo e produto interno que vem com a no­«o de trabalho; o 

conceito de caixa preta d§ uma introdu­«o muito ¼til para modela­«o matem§tica, pois o aluno ® 

intuitivamente levado a multiplicar matrizes, ter no­»es de matrizes inversas, sistemas lineares e 

otimiza­«o linear; outra motiva­«o se d§ nas codifica­»es e decodifica­»es onde as mensagens podem 

ser enviadas a partir de matriz de codifica­«o, onde para se decodificar precisa-se da inversa; 

popula­«o de matrizes onde se utiliza auto valores e auto vetores; matrizes estoc§sticas e otimiza­«o 

linear.  

Ainda para Carlson (1993) os alunos n«o encontram dificuldade em resolver sistemas lineares 

e matrizes, mas no estudo de subespa­os, espa­o gerado, independ°ncia linear ® que ocorrem os 

problemas de aprendizagem. Algumas raz»es s«o: AL ® ensinado muito cedo (segundo per²odo) 

para alunos imaturos, t·picos com subespa­os e independ°ncia linear s«o conceitos, e n«o algoritmos, 

algoritmos diferentes s«o necess§rios em contextos distintos: para se determinar independ°ncia linear 

de vetores e de fun­»es por exemplo e conceitos s«o introduzidos sem conex«o com experi°ncia 

anterior do aluno e sem exemplos significativos de aplica­»es. 

Recentemente Uhlig (2015), em recente pesquisa desenvolvida na Universidade de Auburn 

nos Estados Unidos, enfatiza o valor de conceitos e princ²pios da AL, postulando que podem ser 

iniciados por conceitos, pr§ticas computacionais ou aplica­»es, tornando mais compreens²veis no­»es 
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estudadas. Sua pesquisa parte da ideia da representa­«o matricial de transforma­«o linear, matrizes 

semelhantes, matriz inversa, seguido de equa­»es lineares, e por fim os demais assuntos da AL. 

Para o autor o princ²pio b§sico para se estudar AL parte do que chamou de n¼cleo conceitual, 

pela equa­«o fundamental: F (Ŭx + ɓy) = Ŭf (x) + ɓf (y), pois esta possui (a) vetores, combina­«o 

lineares Ŭx + ɓy e ® uma transforma­«o linear entre dois vetores, fazendo uso das equa­»es lineares. 

Nessa perspectiva Uhlig (2015) apresentou a depend°ncia e independ°ncia lineares por meio 

de escalonamentos de sistemas. Em seguida utiliza a Geometria no Rn para mostrar os subespa­os 

gerados pela transforma­«o linear estuda o kernel e a imagem, apresentando a ideia de base e 

dimens«o. Para o pesquisador trata-se de um modo pr§tico de resolu­«o, concluindo que o curso 

inteiro tornou-se uma experi°ncia de auto avalia­«o tanto para professores, quanto para alunos, al®m 

de que a abordagem conceitual, que se baseia transforma­»es lineares e redu­»es de linha, oferece 

um aprendizado s·lido e boa profici°ncia em matem§tica.  

As pesquisas acima citadas nesse trabalho nos inspiraram em construir uma proposta de 

modelo de ensino de alguns elementos de AL, pois as ideias dos pesquisadores esta relacionada ao 

ensino, e est«o preocupados na constru­«o do ambiente de estudo de AL nas IES.  

 

2.1.2 Pesquisas Cognitivas 

 

As investiga­»es que comp»em esta categoria objetiva identificar e analisar o comportamento 

cognitivo das estrat®gias de ensino de AL propostas pesquisadores da Educa­«o Matem§tica no Brasil 

e outros pa²ses.  

Padredi (2003) parte de uma abordagem cognitiva e investiga em sua disserta­«o, os chamados 

recursos meta evidenciados no discurso de seis professores universit§rios, que ministram aulas de 

AL, com enfoque nos meta conhecimentos matem§ticos, referente a no­«o de base de um espa­o 

vetorial emergiram destes docentes. Conclui que a AL ® uma ferramenta importante para os outros 

cursos de gradua­«o e que n«o existem aplica­»es que poderiam inspirar a elabora­«o de situa­»es 

problema condizentes com os conhecimentos dos alunos de um primeiro curso, que por ser uma 

disciplina complexa, reprova entorno de 25% a 40% e a no­«o de base foi destacada como priorit§ria 

para um primeiro curso de AL.  

Um recurso meta utilizado pode ser a dial®tica antigo-novo utilizado pelo professor como 

ponto de partida do que o aluno j§ apreendeu e a partir deste preparar uma Organiza­«o Matem§tica 

Did§tica (OMD) de modo a ir lhe revelando um novo saber. Para Padredi (2003) o recurso meta 

observado no discurso dos professores entrevistados teve a Geometria Anal²tica como sendo a 

passagem do antigo para o novo conhecimento.   
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A autora supracitada identificou alguns recursos meta que podem se tornar alavancas meta, 

s«o eles: a ideia de um sistema de geradores minimal podem gerar reflex»es dos alunos sobre a 

vantagem de se conseguir um n¼mero m²nimo de vetores para gerar o espa­o, induzindo-os a 

compreender a necessidade de serem vetores linearmente independentes, enquanto que um conjunto 

maximal de vetores linearmente independentes pode se conseguir o maior conjunto linearmente 

independente que dar§ origem ao espa­o, surgindo a no­«o de sistema de geradores, dando origem ao 

conceito de base. Outra alavanca meta s«o as opera­»es adi­«o e multiplica­«o por um escalar, que 

bastam para caracterizar um elemento gen®rico do espa­o vetorial por meio de um n¼mero finito de 

vetores bem comportados desse espa­o.  

 Também na linha cognitiva Prado (2010), visou identificar, por meio de entrevistas, a 

concepção dos alunos, que concluíram um curso de AL têm sobre a noção de base de um espaço 

vetorial, utilizando a teoria APOS7, que considera os processos mentais pelos quais novos conceitos 

abstratos são adquiridos. Tal teoria foi utilizada para descrever um possível caminho para a 

construção da noção de base de um espaço vetorial. A pesquisadora conclui que cinco entrevistados 

demonstraram ter construído uma concepção do objeto sobre a noção de base, concebendo base, 

como sendo um conjunto gerador com vetores linearmente independentes.  

Outra pesquisadora que utiliza a teoria APOS foi Parraguez (2009) para investigar a evolução 

cognitiva da noção de espaço vetorial por estudantes de AL e as correlações estabelecidas por esses 

estudantes a outras noções, como por exemplo, dependência linear em um conjunto de vetores e base 

de um espaço vetorial. A partir desse estudo, a autora afirma que, os estudantes não reconhecem a 

série de requisitos que um conjunto deve possuir para ser um espaço vetorial.  

Para Parraguez (2009) o aluno reconhece o espaço vetorial como sendo uma estrutura abstrata 

e o utiliza de modo coerente e estabelece relações entre as noções elementares, sendo possível 

determinar quando a estrutura é aplicável a um problema ou não.  

Relacionar as teorias APOS e a TAD, no que diz respeito ao componente teórico, além dos 

componentes técnicos e tecnológicos, pois ambas são praxeologias de investigação em didática. 

Trigueros et al. (2012) ao destacar que ambas teorias que incorporam a análise da matemática escolar 

como parte de sua problemática. A teoria APOS propõe em seu modelo epistemológico uma 

interpretação das matemáticas que enfatizam sua decomposição em conceitos matemáticos, já que o 

cerne da teoria é a aprendizagem de sujeitos genéricos, a atividades dos mesmos ao enfrentar tarefas 

matemáticas específicas. Enquanto, na TAD a atividade matemática é uma atividade humana 

institucionalizada, em que os conceitos ou teoremas, por exemplo, se consideram componentes das 

                                                 
7 Segundo Dubinsky (1991) a teoria APOS (actions, processes, objects, shemas) surgiu na tentativa de compreender o 

mecanismo da abstrac­«o reflexiva, introduzido por Piaget para descrever o desenvolvimento do pensamento l·gico nas 

crian­as e estender esta ideia aos conceitos matem§ticos mais avan­ados. 
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praxeologias matemáticas.  

Os principais construtos teóricos das pesquisas Parraguez (2009) e Prado (2010) relatam a 

abstração da disciplina em questão, e propõe numa linha cognitiva busca no sujeito o problema, 

enquanto que nessa tese buscamos o problema na própria matemática, no processo de ensino e 

aprendizagem. Em relação ao trabalho de Padredi (2003) utilizaremos como recurso meta os sistemas 

lineares. 

 

2.1.3 Obstáculos e dificuldades de aprendizagem 

 

As investiga­»es que comp»em esta categoria objetiva identificar e analisar os obst§culos de 

aprendizagem relacionadas ao ensino de AL propostas por educadores matem§ticos. 

Coimbra (2008) investigou os obstáculos de aprendizagem e a estreita relação com o 

desenvolvimento histórico epistemológico do conhecimento relacionados à disciplina AL, relatando 

que esta disciplina, se caracteriza como uma teoria algébrica unificadora para o estudo de diferentes 

áreas da matemática, como a Geometria, as equações diferenciais lineares, a análise funcional, além 

da análise matricial e por isso tem um caráter abstrato. 

Comenta que a AL tivera várias origens, como a Geometria, no estudo de ortogonalidade e 

conclui que a Geometria pode auxiliar no ensino da AL, mas não serve como o único tópico a conduzir 

a AL, pois pode ser associado aos saberes: polinômios, funções, sequências, os quais parecem ajudar 

mais os alunos a conferir a ampliar significados para um resultado geral e o estudo dos sistemas de 

equações lineares.  

Para o pesquisador a AL não pode ser ensinada como uma mera generalização da Geometria, 

assim o docente deve dar mais importância a questões epistemológicas e históricas para se ter um 

conhecimento das dificuldades relacionadas aos conhecimentos inerentes a AL. Além disso deve 

noções dessa área com conteúdo já vistos pelos alunos no ensino básico para atenuar os aspectos mais 

formais da AL. 

Wawro et al. (2011) no artigo mostraram que um curso de AL ® fundamental, mas de extrema 

dificuldade para estudantes universit§rios. Para os pesquisadores a AL pode ser aplicada nas §reas da 

engenharia e estat²stica, para modelar situa­»es reais, al®m de ser estudada como uma abstra­«o 

matem§tica que repousa sobre as ideias centrais com abordagens postulantes. Segundo eles as 

atividades matem§ticas centrais para a AL com frequ°ncia envolvem ideias matem§ticas e defini­»es 

com os quais os alunos t°m pouca experi°ncia, como subespa­o ou transforma­«o linear.  

Wawro et al. (2011) afirmam que os livros trabalham com o conceito de imagem, com o 

objetivo de investigar os caminhos que os estudantes tem em conceituar a ideia fundamental de 

subespa­o e como essas concep­»es s«o conectados a defini­«o formal da ideia j§ que o subespa­o ® 
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um conceito adequado para explorar a linguagem alg®brica usada na defini­«o formal e as imagens 

geom®tricas.   

Na pesquisa supracitada foram entrevistados estudantes universit§rios com bom desempenho 

do primeiro ano matriculado no 1Ü ano de um curso de c§lculo de uma universidade americana. A AL 

foi trabalhada na perspectiva de proporcionar uma estrutura formal para estender ideias geom®tricos 

de R2 e R3 para Rn, de modo a apoiar o c§lculo multivari§vel na generalidade de n dimens»es n«o 

discutindo os espa­os abstratos do vetor.  

A no­«o de subespa­o foi introduzida no curso atrav®s da defini­«o formal motivado pela 

inten­«o de identificar subconjuntos planos de Rn que podem servir como espa­os tangentes para 

gr§ficos em c§lculo, al®m de concatenar defini­»es formais com a geom®trica e a derivada, sendo 

definido como um transforma­«o linear a melhor aproxima­«o de uma fun­«o.  

Em sua an§lise Wawro et al. (2011) revelaram que os alunos interpretaram o formal, defini­«o 

em termos compat²veis com as suas imagens de conceito; os estudantes perceberam a utilidade da 

defini­«o de identifica­«o de exemplos e contra exemplos, bem como para justificar as propriedades 

de subespa­os, demonstrando que em AL  as defini­»es podem ser uma ferramenta importante para 

desenvolver intui­»es gerais sobre conceitos matem§ticos, que podem tornar-se um catalisador para 

juntos aos aspectos aparentemente d²spares e potencialmente conflitantes como intui­»es geom®tricas 

e alg®bricas.  

Os autores concluem que intui­»es geom®tricas sobre AL podem causar dificuldades para os 

alunos que frequentemente utilizam no­»es geom®tricas, para explicar o subespa­o, embora essas 

no­»es possam dificultar quando se trabalha em mais de tr°s dimens»es.  

Para explicar algumas dificuldades do ensino e de aprendizagem da AL, Dreyfus, Hillel e 

Sierpinska (1998) classificam a linguagem no estudo de AL em tr°s tipos: 1) a linguagem da teoria 

geral (espa­o vetorial, subespa­o, dimens«o, operadores, n¼cleo, etc.) denominada linguagem 

abstrata; 2) a linguagem da teoria mais espec²fica do Rn (n-uplas, matrizes, etc) denominada 

linguagem alg®brica e 3) a linguagem geom®trica do R2, R3 (vetor geom®trico, pontos, retas, planos 

e transforma­»es geom®tricas) denominada linguagem geom®trica. 

 A principal dificuldade deste desmembramento da linguagem ® quando se utiliza tal 

linguagem como met§fora e qual ® mais correto de se utilizar num determinado objeto de estudo da 

AL, isto ®, passar da linguagem aritm®tica para a alg®brica.  

 Harel (1990) pesquisa dificuldades ligadas ao ensino e ̈ aprendizagem da AL e recomenda ao 

professor utilizar a demonstra­«o, onde um curso deve conter demonstra­»es para aumentar a 

compreens«o da Ćlgebra; o tempo deve ser suficiente para o ensino desta disciplina, tendo um 

curr²culo centrado na teoria de matrizes e vetores, o qual deve ser  priorizado; utiliza­«o das novas 
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tecnologias educativas, como o uso  do MATLAB; conte¼do: conceitos devem limitar-se ao conjunto 

R, um vetor, que ® uma cole­«o ordenada de reais ou que uma transforma­«o linear ® uma matriz.  

 Pensamos como Harel (1990), pois h§ condi­»es poss²veis de um programa educacional 

desenvolvido para que alunos estudem AL, que seja poss²vel analisar sistemas lineares com 

motiva­«o geom®trica em tr°s dimens»es para compreender os espa­os vetoriais, depend°ncia e 

independ°ncia linear, combina­«o linear e base e dimens«o e que por fim trabalhe com a parte mais 

abstrata, onde est«o os elementos infinitos. 

Segundo Harel (1990) propos 3 princ²pios: concretiza­«o, necessidade e generaliza­«o. O 

primeiro trata que os alunos no processo de aprendizagem trabalham conceitos e aplicam em meio 

concreto (geom®trico), para que adiante possam abastrair; o segundo provoca no aluno a necessidade 

de utilizar em outro contexto os conceitos j§ trabalhados, trabalhando com o novo conceito e por fim 

a generaliza­«o, onde os alunos ir«o abstrair. 

 Uma das principais dificuldades na aprendizagem da AL tem a ver com a variedade de 

linguagens, registros de representa­«o semi·ticos, pontos de vista e interpreta­«o dos conceitos 

formais em rela­«o aos conceitos mais intuitivos.  O obst§culo de se iniciar por defini­»es  e 

aplica­»es, cria dificuldade para os estudantes, levando-os a produzirem um discurso escrito 

formalmente semelhante ao que est§ escrito nos livros did§ticos, mas sem entender o significado dos 

s²mbolos e da terminologia.  

Evidenciamos que o problema relacionado no ensino de AL, tem sido pesquisado em v§rios 

pa²ses do mundo, na Turquia Isik et al. (2014) realizaram pesquisa com 72 alunos matriculados da 

disciplina AL, que visou mostrar um relat·rio de pesquisa contendo as dificuldades dos alunos em 

AL. Os alunos relataram como as principais dificuldades com rela­«o a estrutura dos cursos: a 

abstra­«o da disciplina, complexidade dos t·picos, n«o transferir os conhecimentos obtidos para o 

futuro; com rela­«o ao ensino: sistema de ensino, falta de recursos adicionais e o tempo; em rela­«o 

a dificuldade decorrente dos estudantes: falta de preparo e n«o internacionaliza­«o8 dos t·picos e em 

rela­«o aos benef²cios do curso para os alunos, os alunos destacaram desenvolver habilidades de 

pensamento matem§tico e abstratas. O t·pico mais interessante para os alunos foi o estudo das 

matrizes devido os mesmos terem conhecimento pr®vio e conhecimento operacional sobre o tema.      

Sierpinska et al. (2002), propuseram verificar o comportamento de estudantes de AL, que 

utilizaram o software Cabri - Geometria II para desenvolver macro constru­»es para representar um 

espa­o vetorial no R2 e suas transforma­»es. Em suas an§lises os autores avaliaram certas 

caracter²sticas do modo de pensar, que de certa forma, seria respons§vel pelos erros dos alunos, como 

por exemplo, o problema de estender uma transforma­«o de base para uma transforma­«o linear de 

                                                 
8 No sentido de aprender. 
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todo o plano. Sua investiga­«o mostrou que a dificuldade dos estudantes estava relacionada em suas 

maneiras de pensar no pr§tico, em vez do pensamento te·rico. Observaram a tend°ncia para basear 

suas compreens»es de um conceito abstrato em "exemplos protot²picos '', em vez de em sua defini­«o, 

como por exemplo, as transforma­»es lineares foram entendidas como ''rota­»es, dilata­»es e 

combina­»es destesò, tornando-se dif²cil para eles ver como uma transforma­«o linear pode ser 

determinada pelo seu valor em uma base, mantendo-se a ideia de matriz de uma transforma­«o linear 

em n²vel de procedimento. 

 A pesquisa de Dias (1993) intitulado Contribui­«o para a an§lise de um ensino experimental 

de Ćlgebra Linear na Fran­a, objetivou avaliar, por meio de provas escritas, os alunos do primeiro 

ano universit§rio (DEUG A) aos conhecimentos sobre ̈ s no­»es de independ°ncia linear e de posto 

no Rn e a liga­«o entre o impl²cito e o param®trico, utilizando como metodologia a engenharia 

did§tica. A pesquisadora constatou que certos alunos usaram diferentes procedimentos e, notou que, 

mesmo estando no enunciado da tarefa que a t®cnica deveria ser justificada sem o uso de c§lculos, 

alguns estudantes utilizaram o M®todo de Gauss para a sua resolu­«o.  

Os estudantes dominavam a t®cnica da determina­«o do posto e seu conceito representava o 

maior n¼mero poss²vel de vetores linearmente independentes; quanto ao conceito de depend°ncia 

linear n«o ficou claro se ele foi bem compreendido, pois quando tinham de usar a no­«o de 

depend°ncia linear como meio para controlar as respostas encontradas, os estudantes n«o o faziam 

ou desenvolviam algum outro procedimento. Relata que os estudantes t°m uma no­«o de depend°ncia 

linear, por®m, encontram dificuldades para aplic§-la quando o problema proposto n«o traz este 

conceito expl²cito no enunciado.  

 Podemos destacar no trabalho de Dias (1993), como em outros citados neste cap²tulo, que os 

alunos n«o compreendem o que est«o fazendo na realidade e sim aplicam a defini­«o, as propriedades, 

mas sem de fato entender qual a raz«o de ser do objeto matem§tico independ°ncia linear, depend°ncia 

linear e posto. 

 Ao constatar a dificuldade no ensino de AL, buscaremos aprofundar estudos hist·ricos 

epistemol·gicos, sobre alguns temas dessa §rea, para desenvolver OMD, que possam favorecer a 

apreens«o dos objetos sistemas lineares, matrizes, espa­os vetorias, base e dimens«o, j§ que as 

pesquisas revelam que h§ dificuldade no ensino de AL no mundo.  

Os construtos oriundos das pesquisas citadas nesse cap²tulo, como as de Harel (1990), Wawro 

et al. (2011) com exemplos e contra exemplos, Prado (2010), Padredi (2003), Laugwitz (1974) foram 

fundamentais para a constru­«o desse trabalho de tese. 

Ventilado a dificuldade do aprendizado dessa disciplina no ensino superior, ent«o partiu-se de 

um objeto do ensino m®dio, que s«o os sistemas lineares para trabalharmos com objetos do ensino 

superior, articulando os saberes em um n²vel de complexidade crescente.  
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CAPITULO I I I ï ESTUDO HISTÓRICO EPISTEMOLÓGICO DOS OBJETOS DE ESTUDO  

 

Neste cap²tulo iniciamos com um apanhado hist·rico de alguns objetos da AL, pois tal estudo 

auxilia no entendimento da constru­«o de saberes e no desenvolvimento de conceitos matem§ticos, 

para assim entendermos as transforma­»es sofridas por algum desses objetos9, at® chegar aos dias 

atuais, j§ que hist·ria da matem§tica trabalhada de forma articulada, poder§ auxiliar o professor no 

desenvolvimento de atividades em sala. 

 

3.1 HISTÓRICO SOBRE A ÁLGEBRA LINEAR  

   

 Em nossas pr§ticas no curso superior, ministrando a disciplina AL no IFPA, no trabalho com 

objetos desta disciplina, constatamos que o enfoque dos estudos de AL e sob seu aspecto formalista 

da matem§tica, isto ®, defini­»es, conceitos, teorias, axiomas, teoremas, entre outros, e pouca ou 

nenhuma aten­«o ® dada ao aspecto hist·rico e epistemol·gico na disciplina, o qual nos permite 

descobrir a g°nese dos objetos matem§ticos, permitindo ao professor ao elaborar seu texto do saber, 

fazer rela­»es dos saberes matem§ticos com suas origens.  

A hist·ria dos objetos matem§ticos nos permite reconstruir os processos matem§ticos 

heur²sticos para mostrar, que ® um produto do racioc²nio humano no contexto sociocultural. Nesse 

sentido tal abordagem pode construir um saber, transcendendo meros processos algor²tmicos, que ® 

muito comum na AL devido seu car§ter axiom§tico. 

Nossa inten­«o ® (re) construir alguns objetos da AL, pois isso ® necess§rio no ensino de AL, 

verificando as condi­»es de como foram criados. Esta pesquisa caracterizou-se pelo estudo 

qualitativo de sistemas lineares, para mostrarmos a g°nese da AL, como uma perspectiva de 

articularmos os objetos matem§ticos. 

Nos prim·rdios a humanidade precisou-se contar, logo precisou medir. As pr§ticas de medi­«o 

eram importantes, desde que o homem se estabeleceu a partir de seu estilo de vida n¹made e come­ou 

a usar materiais de constru­«o; ocupando terras e com®rcio com seus vizinhos. Inicialmente, t²nhamos 

dist©ncia ou segmento de reta, mais tarde seria chamada de dist©ncia entre dois pontos, a qual era a 

menor dist©ncia.  

Segundo Bruter (1998), as primeiras representa­»es dos fen¹menos luminosos 

desempenharam um papel muito importante para o nascimento da Geometria. O raio luminoso era o 

mais trabalhado dos fen¹menos, sendo que Euclides desenvolveu na obra čptica, escrito na primeira 

metade do s®culo III a.C, uma teoria descritiva deste fen¹meno. Tratava os raios luminosos como 

                                                 
9 S«o os conte¼dos de Al, como sistemas, matrizes, espa­os vetoriais, combina­«o linear, LD, LI, base e dimens«o.  
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linhas retas geom®tricas. 

J§ havia ideias para se gerar o espa­o. Segundo Bruter (1998, p. 90), a partir de uma reta D e 

de um ponto O exterior a D, ® poss²vel se gerar o plano, pois este ® obtido pela rota­«o em torno de 

O de uma outra reta, de uma outra reta Dô que passa por O e se apoia da reta D. Logo uma reta D e 

um ponto exterior a ela geram um plano. Da mesma forma se tivermos duas retas Dô1 e Dô2 

concorrentes, que se intersectam em O. Fazendo as retas rodarem em torno do seu ponto de encontro 

O de modo que se apoiem sobre a mesma reta D, estas geram o plano (Figura 1). 

Caso consideremos um plano gerado por D e Dô e um ponto O exterior ao plano. As retas Dô 

passando por Oô e que se apoia em M do plano. Quando M percorre o plano Dô descreve o espa­o 

usual de tr°s dimens»es (Figura 1a) e (Figura 1b). 

Figura 1a ï Representa­«o do plano.                        Figura 1b - Representa­«o do espa­o. 

             

Fonte: Bruter (1998, p. 90).                        Fonte: Bruter (1998, p. 90). 

 

Nesta perspectiva Gauss (1777-1875) desenvolveu o processo de resolu­«o de sistemas, a 

partir de medi­»es e observa­»es de astronomia, al®m do trabalho de Nicolau Oresme intitulado 

Commensurability ou Incommensurability of the Celestial Motions [Comensurabilidade ou 

incomensurabilidade dos movimentos celestes] (tradu­«o nossa). Oresme no s®culo XIV, teve a ideia 

de representar a varia­«o de uma grandeza, que muda com o tempo por um gr§fico. 

Oresme utilizou a doutrina da incomensurabilidade celestial para refutar as ideias de 

Arist·teles, de que corpos celestes no Universo possu²am almas, isto ®, intelectos divinos que os 

guiavam ao longo das suas viagens, sendo estes respons§veis por seus movimentos. Para Oresme sua 

doutrina era que determinava um ou mais movimentos celestiais, relatando que existia um passado 

eterno e um futuro eterno.   

Por conseguinte, a Ćlgebra do s®culo XVIII aparece como aritm®tica generalizada, onde 

poder²amos resolver um problema da aritm®tica, usando letras, com isto t²nhamos uma vis«o mais 

geral, cristalizando as pr§ticas que se fazia com a aritm®tica, pois se pensava nas letras como se 

fossem n¼meros. Esta vis«o ainda est§ presente na escola b§sica no Brasil, onde a Ćlgebra como uma 

regra em um processo de generaliza­«o. £ comum observarmos o professor dizer que x.x.x.x = x4, 
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pois 10.10.10.10 = 104 (exemplo de generaliza­«o), pois como se trabalha com os n¼meros o mesmo 

se faz com as letras (USISKIN, 1995). 

 A Geometria, como ci°ncia dedutiva, criada pelos gregos n«o apresentava operacionalidade. 

A Ćlgebra veio como princ²pio unificador. No s®culo XVII a Ćlgebra estaria, razoavelmente, 

aparelhada para uma fus«o criativa com a Geometria. Segundo Arist·teles e Her·doto a Geometria 

nascera no Egito, e ganhou embasamento te·rico a partir de Euclides10 na Gr®cia, j§ que neste pais 

este objeto era provado com a raz«o. A Geometria Euclidiana Plana, proposta por Euclides em nove 

livros na obra Os Elementos, que tratava de Geometria, teve um papel fundamental neste processo 

hist·rico, pois esta era considerada verdadeira pelos matem§ticos, j§ que detinha um modelo de rigor 

l·gico. 

 Fran­ois Vi¯te (1540-1603) dirigiu sua aten­«o para os m®todos de an§lise de obras 

matem§ticas gregas dos s®culos XVI e XVII, registados em especial no Livro VII da Cole­«o 

Matem§tica de Papo. Vi¯te identificou a An§lise grega com a nova Ćlgebra, buscando apresent§-la 

de forma intelig²vel. Para isto utilizou como recurso o simbolismo, pois para escrever f·rmulas houve 

necessidade de uma nova concess«o de s²mbolos, n«o t«o simples de se compreender, mas consistente, 

reconstruindo, em termos alg®bricos, a An§lise geom®trica cl§ssica. Assim, os trabalhos de Vi¯te 

desempenharam um papel preparat·rio e impulsionador no desenvolvimento de ideias alg®bricas, que 

influenciariam futuramente matem§ticos, tamb®m franceses, como Descartes e Fermat (RAMOS, 

2013). 

3.1.1 A transgressão da Geometria Analítica  

 

O trabalho de Oresme do s®culo XIV, Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum 

[Tratado de configura­»es qualidades e movimentos] escrito, inicialmente, em latim, que abordava 

um sistema de representa­»es geom®tricas com o intuito de explicar e representar por figuras 

geom®tricas, causas de determinados fen¹menos f²sicos, isto ®, Oresme introduziu figuras 

geom®tricas para representar o comportamento das qualidades. Na obra Oresme busca uma 

abordagem qualitativa e m®trica moderna com a natureza (matematiza­«o da natureza), trazendo 

representa­»es gr§ficas inovadoras (MENDES, 2015). 

Concebera a ideia de usar coordenadas retangulares (latitude e longitude) e as figuras 

geom®tricas resultantes para distinguir entre as distribui­»es uniformes e n«o uniformes de v§rias 

quantidades, mesmo estendendo a defini­«o para incluir figuras tridimensionais. Segundo Mendes 

(2015, p. 221), Oresme procurou apresentar e explicar a ci°ncia de figurar qualidades e movimentos, 

com a inten­«o de apontar poss²veis causas dos diversos fen¹menos naturais. Na linha horizontal 

                                                 
10 Pouco se sabe sobre Euclides, pois teria vivido 300 a. C. Escrevera os Elementos, obra est§ que reunia grande parte do 

conhecimento matem§tico do seu tempo.     



 

36 

 

representava um objeto ou o tempo e nas verticais as intensidades, sendo a §rea total delimitadas pelas 

duas linhas. Com seus estudos tornou o que seria um elemento qualitativo como a velocidade em uma 

grandeza quantitativa e que podia ser medida.  

A ideia b§sica da obra ® a seguinte: no caso de um movimento uniforme, ® evidente que os 

segmentos que representam as intensidades ser§ tudo igual. Se representarmos com segmento AB um 

determinado intervalo de tempo e com AC e BC as velocidades iguais nos instantes iniciais e finais, 

teremos um ret©ngulo ABCD em que os segmentos que representam as velocidades nos diferentes 

instantes vai ser contido, ou seja, a figura representa toda a distribui­«o das intensidades na qualidade, 

isto ®, a quantidade de qualidade. No caso de movimento, representa todo o espa­o coberto de um 

dado intervalo de tempo (Figura 2). 

No caso de um movimento uniformemente acelerado, uma vez que a velocidade aumenta a 

uma taxa uniforme, a figura relevante ser§ um ©ngulo reto do tri©ngulo se o movimento come­a a 

partir de descanso (ver Figura 2).  

 

       Figura 2 - Figura utilizada para representar o movimento. Representa­«o do  

Movimento uniforme e variado. 

 

Fonte: Boccalett (2016, p. 37). 

 

Se ABC ® o tri©ngulo ret©ngulo representando o movimento uniformemente acelerado, ® 

imediata para controlar que ABFD em ret©ngulo, que representa o movimento uniforme com uma 

velocidade igual ¨ velocidade do movimento acelerado em metade da tomada tempo (segmento EG), 

tem a mesma §rea (Figura 3). 

 Figura 3 - Tratamento que Oresme dava ¨ cinem§tica. 

 

Fonte: Boccaletti (2016, p. 38). 
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Segundo Boccaletti (2016), deve-se observar que o tratamento dado por Oresme ¨ cinem§tica 

mantendo-se em um n²vel abstrato, isto ®, n«o houve de sua parte qualquer tentativa de aplica­«o a 

movimentos existentes na natureza.  

Foi com a obra Tratado sobre as configura­»es das formas e sua teoria das propor­»es, e 

fun­»es ligadas as representa­»es gr§ficas, foi que Oresme lan­ara as bases para a Geometria 

Anal²tica (daqui em diante GA). No s®culo XVII, iniciava-se uma revolu­«o cient²fica na qual os 

Elementos, j§ n«o atendiam as necessidades da ®poca, sendo assim precisava-se criar novos m®todos 

para se resolver tais problemas. 

Os problemas de Geometria Euclidiana eram resolvidos com r®gua e compasso, pelos gregos, 

que era pr§tica rotineira da ®poca. Alguns problemas apresentavam certo grau de complexidade que 

s· com r®gua e compasso n«o seria poss²vel resolv°-los, assim Descartes (1596-1650) ao ilustrar o 

alcance do m®todo filos·fico para o racioc²nio e a busca da verdade, descreveu um tratado geom®trico 

com os fundamentos, que iria se denominar de GA. Ent«o podemos dizer que o m®todo das 

coordenadas (aplica­«o da Ćlgebra ¨ Geometria), que veio ser mais tarde denominado de GA.  

Comte (1843) relatou em sua obra intitulada Trait® ®l®mentaire de g®ometrie analytique a deux 

et a trois dimensions [Tratado elementar de Geometria Anal²tica em duas e tr°s dimens»es], a 

aproxima­«o fundamental entre conceitos geom®tricos e conceitos alg®bricos, embora tendo sido 

estabelecido pela primeira vez, com intuito de melhorar a Geometria, durante s®culos, o progresso 

real durante os s®culos, era provavelmente, ainda mais favor§vel para o desenvolvimento an§lise 

matem§tica.  

Refor­ando esta ideia, Gasc·n (2002b), nos diz que as t®cnicas da GA constituem a resposta 

a algumas das limita­»es da Geometria Euclidiana, que apresentavam as t®cnicas sint®ticas para 

resolver estes problemas, genuinamente, geom®tricos propostos sem utilizar as coordenadas. 

A GA era um m®todo para resolver quest»es problem§ticas de Geometria, surgindo com o 

prop·sito de algebrizar a Geometria Euclidiana, problemas cujos instrumentos r®gua e o compasso 

n«o podiam resolver, isto ®, utilizou a §lgebra para resolver problemas geom®tricos.  

 A intens«o de Descartes foi de fazer um m®todo que trouxesse com ele a certeza das dedu­»es 

matem§ticas, partindo de saberes b§sicos e demonstrando coisas mais complexas a partir desses 

saberes. De fato, a Geometria concebida na ®poca, apenas as representa­»es por meio de figuras e 

suas dimens»es parecia pouco aplic§vel.  

Na obra de Descartes - Discours de la M®thode por Bien Conduire sa Raison et Chercher la 

V®rit® dans les Sciences (Discurso do M®todo para Bem Conduzir a Raz«o e Procurar a Verdade nas 

Ci°ncias), sua motiva­«o era a tentativa de encontrar um modelo de racioc²nio aplic§vel a todas as 

ci°ncias (MORAES e CARVALHO, 2014).  A concretiza­«o da obra vai em tr°s frentes: Dioptrique 

(ideia da Geometria da ·ptica), M®t®ors (ideia de uma Geometria dos movimentos) e Geometrie 
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(propunha uma Geometria est§tica). A ideia de Descartes (1637) era dar movimento a a Geometria 

Euclidiana a partir da Teoria das Equa­»es que aparecera com Vi¯te.    

Segundo Comte (1843) a ideia proposta por Descartes sobre a GA, era destinar, a generalizar, 

tanto quanto poss²vel, as mais poss²veis teorias geom®tricas, de acordo com sua ²ntima subordina­«o 

para modelos anal²ticos, em apresenta­«o a diferentes quest»es como de m®todos uniformes aplicados 

a todas as figuras corretamente definidas, como as da Geometria Plana. 

Revelava a sua vis«o da ci°ncia como o estudo da natureza e destacava na obra La Ge·metrie, 

no qual Descartes (1637), propunha uma aplica­«o de um m®todo geral de unifica­«o racionalista do 

saber, a aritmetiza­«o da Geometria, representando diversas figuras geom®tricas por equa­»es em x 

e em y, e a partir do Discurso do M®todo aparece as ideias de an§lise e s²ntese dentro do tratado de 

Descartes, sendo a matriz do que mais tarde seria a GA.  

Seguindo o pensamento de Oresme, Descartes marcava x em um eixo e y em outro, com um 

©ngulo fixo, com a inten­«o de representar pontos. S«o revelados os entes geom®tricos, como: pontos, 

retas e demais constru­»es geom®tricas por meio de igualdades alg®bricas.  

Descartes modificou o modo como as pessoas faziam ci°ncia, principalmente, a f²sica e a 

matem§tica. Introduziu uma nova nota­«o para a §lgebra, ainda hoje utilizada, que consiste em 

nomear as quantidades conhecidas com as primeiras letras do alfabeto (a,b,c,...) e as inc·gnitas com 

as ¼ltimas (...,x,y,z). A segunda mudan­a n«o ® nada trivial, e ® o tema de sua obra "La Geometrie" 

na qual ele usa a §lgebra para descrever figuras, atrav®s do que hoje se chama plano cartesiano. 

(ARDITO, 2012). 

As curvas, desde a antiguidade, j§ eram estudadas por matem§ticos gregos, como Apol¹nio 

de Perga (262 ï 190 a. C.) em seu livro As C¹nicas. Descartes, ent«o considerou novas classes de 

curvas constru²das por simples movimentos, referindo-se como curvas tra­adas por algum 

movimento cont²nuo gerado por certas m§quinas (KATZ, 2010, p. 552), ¨s quais ® poss²vel associar 

uma equa­«o alg®brica. Segundo Mendes (2015), Descartes estabeleceria uma alian­a entre os 

princ²pios da Geometria Euclidiana e as novas Teorias das Equa­»es, as quais serviram para descri­«o 

de uma determinada curva representativa por uma equa­«o.  

 O simbolismo alg®brico como as ferramentas de an§lise desenvolvidas por Vi¯te, foram a base 

dos trabalhos de Pierre Fermat (1601-1665). Este estudioso publica em 1679 um pequeno texto 

intitulado Introdu­«o aos Lugares Planos e S·lidos de Geometria Anal²tica. A obra tratava, por 

exemplo, das rela­»es existentes entre uma equa­«o indeterminada em duas vari§veis e o lugar 

geom®trico. Consistia de uma t®cnica que era a aplica­«o da Ćlgebra aos problemas de lugares 

geom®tricos. 

A igualdade final referida por Fermat consiste na equa­«o na sua forma mais simples, isto ®, 

depois de aplicadas as regras da arte de Vi¯te para a sua redu­«o ¨ referida forma. A igualdade final 
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cont®m todas as informa­»es necess§rias para determinar inequivocamente o lugar geom®trico 

(RAMOS, 2013).  

Com o objetivo de estabelecer a correspond°ncia com os lugares geom®tricos planos e s·lidos, 

Fermat divide a fam²lia das equa­»es indeterminadas com duas inc·gnitas at® ao 2Ü grau em sete 

subfam²lias: (I) ax = by (reta) (II) xy = b (hip®rbole) (III) A raz«o entre xĮ ° xy e yĮ ® constante (retas) 

(IV) xĮ = ay (par§bola) (V) bĮ - xĮ = yĮ (c²rculo) (VI) A raz«o entre bĮ - xĮ e yĮ ® constante (elipse)  e 

(VII) A raz«o entre bĮ + xĮ e yĮ ® constante (hip®rbole). 

Podemos dizer que Ren® Descartes e Pierre Fermat algebrizaram a Geometria, portanto a 

Ćlgebra surge como uma transgress«o da Geometria Euclidiana.   

  A Ćlgebra no s®culo XVIII se imp»e como um m®todo de fazer matem§tica, pois mostrava o 

caminho, tornando os problemas de Geometria mais f§ceis, isto ®, permitia tratar os problemas 

geom®tricos a partir dos n¼meros. A partir da² criou-se um car§ter de corpo, consagrando-se com a 

GA.  

 A AL surge como um estado avan­ado da GA, mas a mesma cria um corpo de conhecimento 

e se desprende da GA, neste momento se desenvolve a axiom§tica e deixa de ter um olhar da GA. 

Dir²amos que a AL ® uma GA sofisticada. 

 Procuraremos revelar a g°nese de alguns objetos de estudo da AL, que a partir das 

problem§ticas que trataremos e levaremos em conta na constru­«o de um modelo para de ensino de 

AL, pois estamos interessados em uma rela­«o composta do saber, professor e ensino, na medida em 

que existe a inten­«o de ensinar e outro para aprender um saber matem§tico espec²fico, isto ®, uma 

inten­«o did§tica.  

 Nas tarefas de Geometria aparece o problema de Descartes que relacionava a Geometria com 

a Ćlgebra, usando r®gua e compasso para construir as opera­»es elementares. O produto de dois 

segmentos pode ser entendido como um segmento, enquanto que na Geometria Euclidiana, o produto 

de dois segmentos ® uma superf²cie, isto ®, tem-se uma figura de natureza distinta de um segmento 

de reta, retificando a quest«o da homogeneidade das grandezas que estava presente na Geometria 

Euclidiana. Usaram as t®cnicas alg®bricas desenvolvidos por Cardano e Vi¯te e resolveram problemas 

geom®tricos cl§ssicos que n«o tinham solu­«o, desde o tempo do gregos. 

No produto de a p¹r b tomamos duas semirretas com mesma origem B e marcamos em uma 

delas o segmento unit§rio AB. Marca-se nessa mesma semi reta um segmento BD de medida a e na 

outra semi reta marcamos o segmento BC de medida b. Tra­amos um segmento de A at® C e, outro 

de D a E, segmento DE paralelo a AC. Usando a semelhan­a ou o Teorema de Tales11 conclui-se que 

BE vale ab, conforme mostra a Figura 4.  

                                                 
11 O teorema de Tales era utilizado para resolver v§rios problemas no s®culo VI a. C.   



 

40 

 

Inicialmente temos a medida dos segmentos a e b, e por conseguinte o produto de ab, ent«o  

este produto de dois segmentos, se produz uma §rea. £ necess§rio se compreender que s· tem sentido 

ab se tratarmos a partir das ideias de linhas e colunas, pois este produto acontece quando a linha se 

movimenta em uma dire­«o e a coluna em outra dire­«o (cruzamento de pontos), e todos os pontos 

ir«o formar uma superf²cie. Segundo Comte (1843), para descartes havia uma harmonia m¼tua entre 

linha e equa­«o da linha. Um ponto deslizava sobre uma linha num plano de duas coordenadas este 

se movimentava independente uma da outra, numa trajet·ria rigorosamente determinada. 

                Figura 4 - Constru­«o com r®gua e compasso feita por Descartes. 

                    

                                                       Fonte: Autor desta tese.      

 

1

BE BD

BC BA

BExBA BCxBD

BEx b x a

b x a BE

=

=

=

=

 

 Segundo Vaz (2005), embora Descartes n«o construa a divis«o propriamente ela ® feita da 

seguinte maneira: tomamos as duas semi retas e marcamos o segmento unit§rio AB. Na outra semi 

reta marcam-se os segmentos BC e BE, medindo respectivamente a e b, onde a < b. Ligando C a A 

por um segmento e depois tra­ando um segmento paralelo a este segmento partindo de E at® D 

determinamos b/a.  

Observa-se que para resolver esta tarefa Descartes algebriza a Geometria e para extrair a raiz 

quadrada constr·i um segmento unit§rio FG acrescentando na sua extremidade o segmento de medida 

K, GH, conforme Figura 5. Tem-se a semi circunfer°ncia cujo centro o ponto m®dio do segmento 

determinado pela unidade e por K. Em seguida constru²mos o tri©ngulo ret©ngulo levantando uma 

altura a partir do ponto G at® I, ponto que est§ sobre a semi circunfer°ncia do c²rculo constru²do, e 

usando a rela­«o GIĮ = GH x FG = GH, determina-se a raiz quadrada. 
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      Figura 5 - Figura constru²da por Descartes para extrair a raiz quadrada. 

 

    Fonte: Schooten (1659, p. 2). 

  

Outra rela­«o entre Geometria e Ćlgebra surge em uma tarefa de se aplicar o Teorema de 

Tales, conforme Figura 6: 

          Figura 6 - Ilustra uma aplica­«o do Teorema de Tales. 

 K(v + vô) = kv + kvô  

                                     
                                                Fonte: Adaptado de Bruter (1998, p. 94). 

  

Antecipando o estudo de espa­os vetorias, ® not·rio se verificar que tal espa­o ® constitu²do de vetores 

cujo lugar de a­«o ® um ponto. Conforme Figura 6, podemos dizer que os vetores v e vô se dizem 

homot®ticos, em rela­«o a k. Para Bruter (1998), o conjunto de vetores homot®ticos apenas ao vetor 

(for­a) v forma uma reta vetorial ou ainda, um subespa­o vetorial de dimens«o 1. 

Na Figura 6 podemos notar o Teorema de Tales, pois dado um escalar k e v e vô temos que 

k(v + vô) = kv + kvô. Se v = SAô e vô = SAò. Como vôô = v + vô = SAò, ent«o KSAò = KSA + KSAô, 

logo SBò = SB + SBô. 

" ' " "

" ' " "

SA SA SB SB SB BB
k

SB SB SA SA SA AA

+
= = = = =

+
. Sendo assim o conjunto de vetores suportados pelas 

retas vetoriais forma um espa­o vetorial.   

A partir da Figura 6, podemos tentar deduzir a equa­«o da reta, tra­ando o plano cartesiano, 

conforme Figura 7. 
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Figura 7ï Reta representada no plano cartesiano.  

 

                                                            Fonte: Alhanati (2014, p.1). 

 

 Podemos, ent«o usar o Teorema de Tales para determinar a equa­«o da reta. Pegando um ponto      

P (x,y) na reta entre os pontos A e B, podemos aplicar o teorema, determinando a equa­«o da reta, 

pela seguinte lei de correspond°ncia: Feixes de retas paralelas cortadas ou intersectadas por 

segmentos transversais formam segmentos de retas proporcionalmente correspondentes. Passa-se a 

resolver um problema de Geometria, a partir das medidas, utilizando a Ćlgebra (equa­»es E11 e E12). 
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-ç ÷
 ® poss²vel se observar que a Ćlgebra vem 

generalizar determinadas situa­»es da Geometria Euclidiana. Pensando em uma perspectiva futura a 

partir da tarefa de Tales chega-se a equa­«o da reta, ou seja, o Teorema de Tales se torna tecnologia 

12onde se busca estabelecer uma rela­«o entre x e y, a partir de dois eixos, apresentando-se como uma 

rela­«o funcional. No ensino b§sico imagina-se que esta tarefa seja rotineira e esta atividade 

deslumbra a potencialidade da t®cnica.  

Um outro objeto relevante cujas quest»es levaram ao desenvolvimento da teoria de sistemas 

lineares, que por sua vez levaram ao desenvolvimento da teoria de espa­os vetoriais ® o estudo das 

curvas alg®bricas. 

 Nas express»es alg®bricas, as curvas eram representadas por equa­»es, logo n«o eram 

desenhos e o c§lculo/an§lise (Ćlgebra: m®todo para se fazer c§lculo e GA, sendo que esta d§ a ideia 

                                                 
12 Mas tarde iremos explorar estes termos utilizados na TAD.  
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da AL). A classifica­«o de curvas dada por Descartes ® para muitos uma tentativa de estabelecer os 

limites epistemol·gicos e ontol·gicos da Geometria, determinando assim o in²cio e o fim da 

Geometria (MANCUSO, 1996). Para resolver o problema de Papus13 (Figura 8a), Descartes revelou 

que as curvas podiam ser geom®tricas, as quais seriam precisas ou mec©nicas as que n«o eram. Mais 

tarde admite que as curvas geom®tricas s«o aquelas com movimento continuo e regulado, como as 

engrenagens de uma m§quina, conforme Figura 8b: 

 

   Figura 8a - Problema de Pappus.                                                                       

     

      Fonte: Schooten (1659, p. 14).                             Fonte: Hermann (1886. p.12). 

 

 A ideia era de mover o eixo XY e todos os pontos B, D, F, formando as curvas geom®tricas, 

sendo umas geradas por constru­»es ponto a ponto e as dadas por uma equa­«o alg®brica tamb®m s«o 

consideradas geom®tricas. Nas an§lises que Descartes fez para resolver o problema de Papus, para os 

casos de 4 ou 5 linhas e para quando este problema est§ proposto para 3 ou 4 retas este resulta em 

se­»es c¹nicas. No caso do de 3 retas considera-se a terceira e a quarta retas coincidindo, chegando a 

propor­«o CB.CF = CD.CD. A generaliza­«o deste problema se d§ pela express«o ax + by + c.    

 Ren® Descartes resolveu o problema de Pappus com a aplica­«o do m®todo criado por ele, 

que consistia: nomear (dar nomes a todos os segmentos conhecidos ou n«o, sendo estes necess§rios a 

resolu­«o), equacionar (estabelece-se uma equa­«o contendo essas vari§veis) e construir (utilizando 

r®gua e compasso, como os gregos faziam para dar uma solu­«o geom®trica). Ent«o a ideia de 

Descartes era criar um discurso que tenha uma linguagem, que seja compreendido o movimento via 

conta, sendo assim usa a Algebra das equa­»es de Vi¯te.  

3.1.2 Estudo das curvas ï as primeiras noções de dependência linear 

 

    Ainda no s®culo XVII, matem§ticos realizavam estudos de interse­»es de curvas alg®bricas, 

onde o c§lculo do n¼mero de interse­»es entre duas curvas apresentava-se problem§tico. No s®culo 

XVIII estudou-se a teoria de curvas planas superiores, que eram curvas de grau superior a dois, 

                                                 
13 Dado AB, AD, EF e GH encontrar o ponto C 

                    

Figura 8b - Obten­«o de curvas geom®tricas por 
Rene Descartes.   
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estudado inicialmente por Isaac Newton (1642-1727) em seu Enumeratio Linearum Tertii Ordinis 

[Uma enumera­«o das Linhas Terceira Ordem], em 1704 e mais tarde em 1707 por James Stirling 

(1692-1770) em seu Linea Tertii Ordinis Neutonianae [Linhas de Terceira Ordem Neutoniana], que 

mostrou que uma curva alg®brica de grau n (em x e y) ® determinada por n.(n + 3)/2 pontos, como 

veremos nas proposi­»es a seguir. 

Em 1720, Maclaurin publicou dois tratados sobre curvas intitulados Geometria Org©nica e 

De Linearum Geometricarum Proprietatibus [Propriedades da Geometria Linear]. Na primeira obra 

ele estendeu os resultados dos trabalhos Newton e Stirling sobre c¹nicas, c¼bicas e curvas alg®bricas 

de grau superior.  

Segundo Melchiades da Silva (1997), neste tratado encontrava-se uma proposi­«o, 

frequentemente, conhecida como Teorema de B®zout - uma curva de ordem m corta uma curva de 

ordem n em geral em m.n pontos. As duas proposi­»es relacionadas ¨s curvas alg®bricas eram bem 

conhecidas, embora tenham sido provadas somente parcialmente at® o come­o do s®culo XVIII:  

 

(1) Duas curvas alg®bricas distintas de ordens m e n respectivamente t°m m.n pontos em 

comum. Sabe-se que estes pontos podem ser m¼ltiplos, complexos ou infinitos, mas, os 

matem§ticos da ®poca tamb®m conheciam exemplos em que estes pontos eram todos simples 

e reais. 

(2) Para determinar uma curva de ordem n s«o necess§rios e suficientes 
(n 3)

2

n +

pontos. Esta segunda proposi­«o leva a um paradoxo, pois quando n > 2, 
(n 3)

²
2

n
n

+
= , 

ent«o parece que duas curvas alg®bricas podem ter mais pontos em comum do que ® 

suficiente para determinar cada uma delas, esta segunda proposi­«o ® conhecido como 

Paradoxo de Cramer (1704 ï 1752) (BOYER, 1974, p.391).  

 

Tratando deste teorema, Maclaurin observou que uma curva de ordem n em geral ® 

determinada, como Stirling tinha indicado, por n.(n + 3)/2 pontos. Assim, uma c¹nica ® univocamente 

determinada por cinco pontos e uma c¼bica deveria ser determinada por nove pontos. Por®m, n(n + 

3)/2 pontos nem sempre determinam uma curva de ordem n, j§ que o paradoxo surge quando 3n² . 

A resposta para o paradoxo s· apareceu um s®culo depois, quando foi explicado na obra de Pl¿cher 

(1801-1868) (BOYER, 1974, p. 391). 

 Leonhard Euler (1707-1783) ao escrever a obra intitulada Uma aparente contradi­«o na 

doutrina das linhas curvas, que tem rela­«o com o paradoxo de Cramer e tamb®m est§ relacionado 

com as curvas alg®bricas, identificando a natureza do problema (DORIER, 1995). 

 Euler trouxe ¨ luz a ideia de que um sistema de equa­»es n«o tem necessariamente de ter uma 

solu­«o. Em seus trabalhos n«o havia teoria estabelecida e sim manipula­»es alg®bricas. Esse 
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matem§tico revelou que em alguns casos, a proposi­«o (2), pode n«o ser verdadeira, quando n 

equa­»es n«o s«o suficientes para determinar n inc·gnitas, dando exemplos do que hoje ® conhecido 

como sistemas indeterminados de equa­»es lineares, ou seja, s«o sistemas de equa­»es de curvas 

alg®bricas que n«o possuem solu­«o, pois uma ou mais equa­»es s«o dependentes das outras, surgindo 

neste estudo a ideia de depend°ncia linear. 

Conforme Dorier (1995), Euler ilustra esta considera­«o (proposi­«o 2) por meio da an§lise 

de uma, duas e tr°s retas e suas posi­»es relativas, analisando o caso onde duas equa­»es lineares 

com duas vari§veis tem solu­«o ¼nica, no caso de serem diferentes ou que uma n«o seja m¼ltipla da 

outra. O caso de tr°s equa­»es mostra que, al®m de uma equa­«o est§ contida na outra, pode ocorrer 

o caso em que uma esteja contida nas duas outras.  

A depend°ncia entre equa­»es encontrara-se nos trabalhos do matem§tico Leonard Euler 

(1750), denominada por Dorier (2003) como depend°ncia inclusiva14, pois era uma defini­«o 

diferente da moderna, como a que se tem agora. Portanto, a no­«o de depend°ncia linear surge do 

estudo qualitativo de sistemas lineares, defini­«o esta n«o proposta por Euler. Como exemplo temos 

o sistema de equa­»es resolvida, empiricamente, por Euler no s®culo XVIII para ilustrar tal situa­«o 

(sistema S1): 

 

         3x ï 2y = 5                                       (S1) 

         4y = 6x ï 10 

  

 Euler (1750) na obra Sur Une Contracdiction APPA ï Rente Dans La Doctrine des Lignes 

Courbes [Uma aparente contradi­«o na teoria de curvas] resolvera tal sistema pelo m®todo da 

substitui­«o e elimina­«o e observou que quando se multiplica a primeira equa­«o por 2, a segunda 

por (-1) e se soma, obt°m-se 0 = 0, pois se elimina a vari§vel x e a outra vari§vel, tamb®m ® eliminada, 

como se verifica (Sistemas S11 e S12): 

 

            3x ï 2y = 5         x (2)                                    (S11) 

            - 6x + 4y = - 10  x (-1) 

            6x ï 4y = 10                                                              (S12) 

            6x - 4y = 10 

                                                 
14   Dorier (1994) denomina a concep­«o de Euler acerca de depend°ncia linear de depend°ncia inclusiva, para destacar a 

diferen­a com as defini­»es de depend°ncia linear que se encontra atualmente nos livros did§ticos de Ćlgebra Linear, 

salientando que n«o ser§ apenas na resolu­«o de problemas que envolvem sistemas de equa­»es lineares que o aluno pode 

obter um forte significado do conceito, atributo que se sup»e indispens§vel para a sua apropria­«o. Claro, ele observa, 

embora n«o de forma sistem§tica, as rela­»es lineares entre as equa­»es, mas suas provas n«o contam com este fato. 
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Embora Euler tivesse como objetivo encontrar soluções do sistema linear pelo método da 

substituição e eliminação, de maneira implícita, acabou evidenciando a importância da dependência 

linear, entretanto Euler não definiu o que seria dependência linear entre as equações do sistema nem 

elaborou uma teoria para isso. 

Este tipo de raciocínio em equações é baseada na intuição e usa pouca teoria. Em 

consequência, o estudo de equações lineares tornou-se uma parte desta nova teoria e as ideias de Euler 

não gerou posteriores investigações. Na verdade, por quase um século, as questões relacionadas com 

os sistemas indeterminados e inconsistentes de equações lineares foram negligenciadas, enquanto é 

só através destas perguntas que pode-se abordar as noções de dependência (DORIER, 1995). 

Somando as duas equa­»es em (sistemas S11 e S12), temos 0 = 0, pois se obt°m duas equa­»es 

id°nticas, o que torna o sistema linear poss²vel e indeterminado, ou seja, com infinitas solu­»es, logo 

s«o retas paralelas e coincidentes, isto ®, uma equa­«o depende da outra, pois a equa­«o 2 do sistema 

® o dobro da primeira.                                                            

 A partir de seus estudos por um acidente, Euler (1750) se deu conta de que ao se transformar 

a primeira equa­«o esta fica igual a segunda equa­«o, isto ® s«o id°nticas. Euler pensara, tamb®m, no 

caso do sistema ter 3 equa­»es, em que uma equa­«o ® a soma do dobro das outra. Ent«o conclui que: 

Vamos ver que não é possível determinar as duas incógnitas x e y, uma vez que a eliminação 

x, o outro vai para si próprio e é obtido a mesma equação. A razão para este acidente 

inicialmente óbvio é uma vez que a segunda equação muda em 6 x ï 4y =10 é que nem a 

primeira duplicada 3x -2y = 5 que não é nenhum problema diferente. " (EULER, 1750, p. 

226, tradução nossa). 

 

 Segundo Grande (2006), Euler (1750) n«o pretendia ñenganarò o seu leitor nos seus textos 

sobre equa­»es, embora ele escondesse a semelhan­a das duas equa­»es implicitamente. Euler deixa 

claro que n«o ® o fato das equa­»es serem semelhantes que determina a depend°ncia das equa­»es, 

mas o fato que algo incomum ï um ñacidenteò ï que acontece no passo final da resolu­«o do sistema 

de equa­»es. Esse acidente ® que revela a depend°ncia das equa­»es, porque, embora haja duas 

inc·gnitas, essas equa­»es n«o determinam o valor dessas inc·gnitas. 

As coisas giravam em torno dos estudo dos sistemas, e mais tarde, a origem da Ćlgebra Linear 

® uma consequ°ncia do desejo de resolver sistemas equa­»es simult©neas de antigos problemas em 

diferentes contextos, incorporando outros objetos matem§ticos, como a depend°ncia e a 

independ°ncia linear. 

Para o caso de quatro equa­»es com quatro inc·gnitas, Euler (1750, p. 227) acrescentou que 

duas inc·gnitas podem ficar indeterminadas utilizando como exemplo o sistema de equa­»es S2 a 

seguir (sistema S2): 
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           Euler (1750, p. 227) resolve o sistema, formado pelas equa­»es (E21, E22, E23, E24) pelo m®todo 

da substitui­«o e elimina­«o, pois isola na terceira equa­«o o valor de x como segue: 

    x = - 13y + 14z - 15v - 6  

          Substituindo na segunda equa­«o: 

    2 (- 13y + 14z - 15v - 6) ï 3y + 5z ï 6v ï 20 = 0 

    -29y ï 33z ï 36v ï 32 = 0 

   

33 3 52
;

29

23 33 212

29

z v
y

z v
x

- -
=

- + +
=

 

           Ap·s determinar os valores de x e y, estes podem ser substitu²dos na primeira e na quarta 

equa­«o, que acarretar§ em duas equa­»es id°nticas, onde as inc·gnitas z e v s«o indeterminadas.          

Observa-se no sistema desenvolvido por Euler, que as equa­»es est«o contidas e inclu²das em outras.  

           Nesse aspecto, n«o significa que Euler n«o estava atento sobre a equival°ncia l·gica com a 

depend°ncia linear, mas dentro da pr§tica dele com equa­»es lineares, a concep­«o de depend°ncia 

inclusiva ® mais consistente e eficiente (GRANDE, 2006). Euler n«o mencionou as rela­»es lineares 

entre as equa­»es j§ que a E21 ï E22 = E24, por exemplo. Para Euler as equa­»es, em quest«o n«o 

significava que duas equa­»es eram id°nticas, mas cada uma era a mesma. 

            Dorier (1990) comenta que antes mesmo de considerar as combina­»es lineares de equa­»es, 

Euler n«o se preocupava com a independ°ncia linear das solu­»es, mas considerou as combina­»es 

lineares de solu­»es de uma equa­«o diferencial. Assim como D`Alembert e Lagrange, ambos 

mostram que obtemos uma solu­«o fazendo qualquer combina­«o linear. Dorier conclui que tais 

matem§ticos n«o poderiam chegar ¨ ideia de base de solu­»es.  

Ainda segundo esse pesquisador, Cauchy foi o primeiro a ter explicitado o caminho nesse 

domínio, associando a condição de dependência das soluções à condição de resolubilidade de um 

sistema exprimindo que uma solução e suas (n - 1) derivadas sucessivas tomam valores determinados.  

 Euler (1750) na vis«o de Dorier (2000) prop»e ao resolver o sistema S2 quadrado, a primeira 

rela­«o entre o n¼mero de equa­»es independentes, o tamanho do conjunto solu­«o e o n¼mero de 

par©metros para represent§-lo, o que s®culos mais tarde ver²amos a conhecer se formalmente com os 

conceitos de categoria e dualidade. 
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 O estudo de sistemas de equa­»es lineares deu uma parada em seu estudo qualitativo, pois 

eram aplicados diretamente a regra de Crammer pra resolv°-los. Ent«o, o tratamento an§logo da 

quest«o da depend°ncia em rela­«o a equa­»es e n-uplas ® poss²vel. No entanto, com a t®cnica 

envolvendo determinantes, torna-se dif²cil para fornecer uma vis«o clara e concisa de todas as 

rela­»es de invari©ncia e da dualidade envolvido nos sistemas, ainda no que diz respeito ao estudo da 

depend°ncia linear.  

Frobenius (1877) fora um dos primeiros a definir, como conhecemos hoje, as no­»es de 

depend°ncia e independ°ncia linear simultaneamente, por equa­»es e n-uplas vinculando-a com a 

ideia apresentado por Euler (1750) de uma depend°ncia inclusiva. 

Com este estudo Frobenius, em seguida, introduziu a no­«o de associado de um sistema 

[zugeordnet" or "adjungirt]. Ent«o, se um determinado sistema de equa­»es lineares ® dado, um 

sistema homog°neo ser§ um sistema associado, caso os coeficientes de suas equa­»es constituam 

uma base de solu­»es do sistema linear original. 

 

3.1.3 Sistemas lineares 

 

Apesar de j§ termos abordado a obra de Euler (1750), os sistemas lineares, faremos um 

apanhado hist·rico sobre este objeto, que foi o propulsor da AL. A Ćlgebra neste trabalho n«o ® 

tratado como um corpo de conhecimento e sim como uma pr§tica naturalizada de letras como 

n¼meros.  

O Egito detinha os documentos matem§ticos mais antigos que chegaram aos dias atuais, entre 

outros destaca-se os papiros de Rhind e de Moscou, que juntos continham 110 problemas, sendo boa 

parte deles de origem pr§tica, com quest»es sobre p«o, cerveja, e balanceamento de ra­»es para o 

gado. Alguns problemas eram resolvidos por uma equa­«o linear com uma inc·gnita, utilizando-se 

de um m®todo que, mais tarde na Europa, ficou conhecido por regra da falsa posi­«o (RIBEIRO, 

2009, p.3).  

Na antiguidade da matem§tica ocidental o estudo e aplica­»es dos sistemas de equa­»es 

lineares pouco aparecem, enquanto que no oriente, os sistemas s«o bem mais estudados e aplicados. 

H§ 4000 anos atr§s, o povo da Babil¹nia resolveria um sistema de equa­»es lineares bem simples 

2x2, ou seja, com duas inc·gnitas, como segue: 

 

Existem dois campos cuja §rea total ® de 1800 jardas quadrados. Uma produtora de gr«os, 

¨ taxa de 2/3 de um alqueire por jarda quadrada, enquanto o outro produz gr«os, ¨ taxa de 

1/2 por alqueire por jarda quadrada. Se o rendimento total ® de 1100 sacas, o que ® o 

tamanho de cada campo. (OôCONNOR; ROBERTSON, 1996, p.1)  

Na China, no registro de representa­«o por diagramas, os chineses representavam os sistemas 
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lineares 3x3 por meio de seus coeficientes escritos com banas de bambu sobre os quadros de um 

tabuleiro, descobrindo um m®todo de resolu­«o que at® hoje ® muito utilizado, que ® o m®todo de 

resolu­«o por elimina­«o. Exemplos desse procedimento encontram-se no documento Nove cap²tulos 

sobre a arte da matem§tica, provavelmente do s®culo III a.C. 

Havia nesta obra problemas do tipo e fora resolvido por um processo praticamente igual ao 

m®todo da elimina­«o gaussiana, desenvolvido por Gauss sem utilizar matrizes: 

 

Existem 3 tipos de milho. Tr°s pacotes do primeiro, dois do segundo e um do terceiro somam 

39 unidades de milho. Dois pacotes do primeiro, tr°s pacotes do segundo e um do terceiro 

somam 34 unidades. E um pacote do primeiro, dois do segundo e tr°s do terceiro somam 26 

unidades. Sabendo que os pacotes de milho do mesmo tipo cont®m a mesma quantidade de 

unidades, quantas unidades de milho cont®m um pacote de cada tipo? (OôCONNOR; 

ROBERTSON, 1996, p.1) 

Na obra j§ aparece do seguinte modo, em seguida apresenta a resolu­«o bem pr·xima da 

elimina­«o gaussiana. 

1  2    3 

2  3    2 

3  1    1 

                                                          26   34  39 

Na vis«o do escritor do pref§cio Liu Hui, incorporado no s®culo III a obra15, ao se referir ao 

M®todo de FangSheng, onde ® proposto uma situa­«o que reflete em um sistema linear de 3 equa­»es 

e 3 inc·gnitas. Tal m®todo consiste em dispor os coeficientes das inc·gnitas em linhas e colunas, e 

ap·s se operar com elas, deixando o sistema na forma triangular. Ao se efetuar a divis«o determinasse 

o valor de uma inc·gnita e por meio de substitui­«o determinasse o valor das demais, o que hoje 

equivale a resolver um sistema pelo m®todo do escalonamento.     

Com o estudo da GA e de curvas geom®tricas os sistemas lineares foram estudados de modo 

qualitativo por Euler como mostramos em sua obra datada de 1750. Para compreender o dom²nio das 

rela­»es existentes entre as equa­»es de um sistema linear criou um campo f®rtil para o 

desenvolvimento de alguns conceitos em AL, como os espa­os vetoriais, subespa­os vetoriais, 

matrizes, posto e tamb®m a no­«o de independ°ncia linear, o que torna o seu estudo imprescind²vel 

para esta pesquisa. 

A resolu­«o de sistemas de v§rias equa­»es com v§rias inc·gnitas j§ era conhecida desde os 

babil¹nios, sendo suas pr§ticas de resolu­«o por elimina­«o e substitui­«o eram utilizadas para 

resolver sistemas lineares num®ricos j§ no s®culo XVII, em sua maioria sistemas onde o n¼mero de 

                                                 
15 Nove cap²tulos sobre a arte da matem§tica 
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equa­»es era igual ao de inc·gnitas.   

Segundo Larson (2012), Gauss desenvolveu seu m®todo que levou seu nome elimina­«o de 

Gauss no contexto da astronomia, pois trabalhava para determinar informa­»es sobre a ·rbita el²ptica 

de um asteroide chamado Pallas, descoberto em 1802 por Heinrich Olbers.  

Ent«o na obra Elementis Ellipticis Palladis, Gauss (1874) pretendia determinar detalhes  

elementos el²pticos sobre a ·rbita de Pallas, escolhendo um conjunto de medi­»es de suas observa­«o, 

durante anos, o que poderia servir para determinar a excentricidade e inclina­«o da ·rbita de Pallas. 

A fim de faz°-lo Gauss usou seu conjunto de dados, juntamente com as atuais teorias da astronomia, 

para criar um sistema de equa­»es lineares com 6 inc·gnitas e 12 equa­»es (Figura 9).  

Ele precisa determinar valores para as inc·gnitas que ir«o minimizar o erro quadrado total. 

Em vez de simplesmente resolver o problema em quest«o, Gauss divaga e introduz um m®todo para 

lidar com tais sistemas de equa­»es lineares em geral, que mais tarde um outro geodesista Jordan 

(1888) na obra Handbuch der Vermessungskunde, utilizara e aperfei­oara o m®todo de redu­«o de 

sistemas lineares que levar§ seus nomes Gauss-Jordan. 

                    

           Figura 9 - Sistema de 12 equa­»es e 6 inc·gnitas   resolvido por Gauss, para determinar  a 

excentricidade e inclina­«o do, ent«o planeta Pallas. 

 

                                                           Fonte: Gauss (1957, p.100)  

 

A fim de encontrar a melhor aproxima­«o de uma solu­«o para este sistema de equa­»es, 
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Gauss desenvolveu um m®todo denominado m²nimos quadrados16 e a elimina­«o de Gauss foi 

desenvolvido como parte deste m®todo, al®m de explicar a import©ncia de considerar a solu­«o mais 

pr·ximo de sistemas. 

A astronomia estudada por Gauss e por outros e os arrozais chineses tinham algo em comum, 

pois eram capazes de articular uma parte importante do desenvolvimento e de um entendimento do 

objeto matem§tico principal de nosso estudo que ® o sistema linear. 

Prosseguindo no estudo de sistemas lineares, nos deparamos com os pouco explorados 

sistemas lineares homog°neos nas escolas de ensino b§sico e superior ser§, que iremos explorar, 

devido sua import©ncia para o estudo de espa­os vetoriais e transforma­»es lineares.  

Uma equa­«o linear homog°nea ® uma equa­«o do tipo ax + by + cz = o, onde o termo 

independente ® nulo. Por conseguinte, um sistema linear homog°neo se d§ quando todas as equa­»es 

lineares tem seus termos independentes nulos. 

O matem§tico Dodgson (1867, p. 48 e p. 51) publicou An Elementary Treatise On 

Determinants [Um tratado elementar sobre Determinantes] respectivamente, anuncia dois teoremas 

para sistemas homog°neos. S«o eles: 

i) Em um sistema homog°neo de n equa­»es a n - r inc·gnitas, cuja matriz n«o 

aumentada ® evanescente; tem uma (n - r) - upla solu­«o onde dois componentes ou menos 

n«o s«o nulos e r + 1 equa­»es s«o dependentes das restantes. Reciprocamente se o sistema 

tem uma solu­«o n«o nula, a matriz n«o aumentada ® evanescente. 

ii)  Um sistema homog°neo de n equa­»es a n + r inc·gnitas tem sempre (n + r)-upla 

solu­»es onde pelo menos dois componentes n«o s«o nulos.  

 

Dorier (1990) chama aten­«o que a express«o de uma condi­«o de depend°ncia linear de (n - 

r) vetores em um espa­o de dimens«o n. Nos dias atuais, no estudo de espa­os vetoriais este teorema 

® enunciado: assim n + r vetores de um espa­o vetorial de dimens«o n s«o sempre dependentes, 

concluindo a import©ncia que este resultado tem para o Teorema da Invari©ncia, que afirma que todas 

as bases de um espa­o vetorial de dimens«o finita possuem o mesmo n¼mero de vetores. 

Dodgson (1867) demonstra por meio da proposi­«o VIII, que em um sistema de n equa­»es 

lineares a n + r inc·gnitas, se existe n - r equa­»es cuja a matriz aumentada n«o ® evanescente, e se 

quando essas n - r equa­»es s«o acrescentadas sucessivamente cada uma das equa­»es restantes, cada 

conjunto de (n - r) + 1 equa­»es tem uma matriz aumentada evanescente, ent«o (1) o sistema ® 

compat²vel, (2) n«o tem mais que uma solu­«o e (3) as equa­»es restantes s«o dependentes das n - r 

citadas acima (DODGSON, 1867, p. 45). 

E ainda: 

                                                 
16 M²nimos quadrados significa que a solu­«o global minimiza a soma dos quadrados dos erros nos resultados de cada 

equa­«o ¼nica. 
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Em um sistema de n equa­»es a n + r inc·gnitas, se existe n - k equa­»es cuja matriz n«o 

aumentada n«o ® evanescente, e se a essa n - k equa­»es s«o acrescentadas sucessivamente 

cada uma das equa­»es restantes, e se cada conjunto assim formado de (n - k) + 1 equa­»es 

tem sua matriz aumentada evanescente17, (1) as equa­»es s«o compat²veis, (2) se tomamos 

um dos menores n«o nulos da matriz aumentada dessas n - k equa­»es as k + r inc·gnitas 

cujos coeficientes nela n«o est«o contidos, podemos atribuir valores arbitr§rios, cada uma das 

(n - k)-uplas de valores dando uma solu­«o ¼nica ao sistema, e (3) as equa­»es restantes 

dependem das ditas (n - k) equa­»es Proposi­«o X (DODGSON, 1867, p. 48). 

 

Na teoria geral dos sistemas lineares, Dodgson deixara muito o que fazer a seus sucessores, 

pois a eles caberia refinar sua formula­«o e reagrupar os casos em proposi­»es mais compactas. Em 

um artigo de duas p§ginas intitulado Sur la discuss«o des equa­»es du degr® premier Eug®ne Rouch® 

(1832-1910) de 1875, continha os resultados dele em resolver sistemas de equa­»es lineares. Era um 

crit®rio bem conhecido que diz que um sistema de equa­»es lineares tem uma solu­«o se, e somente 

se, o posto18 da matriz do sistema homog°neo associado ® igual ao posto da matriz aumentada do 

sistema.   

Rouch® (1880) lan­a uma vers«o mais completa de suas ideias, em outro artigo intitulado 

Notes sur les equations lineares publicado no Journal de l'£cole Polytechnique. A ideia de posto teria 

fortes rela­»es a idepend°ncia linear e a dimens«o do espa­o, j§ que quando uma matriz esta na forma 

reduzida e ao escalonarmos por linhas o n¼mero de linhas n«o nulas equivale ao n¼mero de linhas ou 

colunas linearmente independente da mesma, ideia esta que teve sua g°nese neste trabalho e mais 

tarde nos trabalhos de Frobenius, onde podemos dizer que atingiu sua maturidade, o qual 

comentaremos a seguir.  

A continua­«o dos trabalhos de elaborar uma teoria para os sistemas lineares, continuaram 

com os trabalhos do matem§tico alem«o Ferdinand Georg Frobenius (1849 -1917). Em seus artigos 

de 1875 e 1877 intitulado Ueber das Pfaffsche problem  e Ueber Systeme und Gewebe Algebraischen 

Flachen aparece a ideia de independ°ncia linear a partir da ambiguidade das solu­»es do sistema 

linear, que ele indica indiferentemente, atrav®s de duas palavras em alem«o unabhangig 

[independ°ncia] termo este utilizado para independ°ncia linear de equa­»es e verschieden [distinto]. 

A defini­«o dada por ele ® que as solu­»es A1(x), ..., An(x), (x = 1, ... k) s«o ditas independentes ou 

distintas, se c1A(a)(1) + ... + ckAa(k) n«o pode se anular para a = 1, ..., n sem que c1, ..., ck sejam 

                                                 
17 Se um bloco quadrado ser tal que o seu determinante desaparece, ou se um bloco oblongo ser tal que o determinante de 

cada um dos seus menores principais desaparece: em qualquer dos casos, o bloco ® dito ser evanescente (DODGSON, 

1867). 
18 Ideia introduzida por Frobenius em 1879, tamb®m em conex«o com determinantes, no artigo intitulado Ueber 

Homogene Totale Differentialg Leichungen. Posto de uma matriz ® uma caracter²stica matricial, com v§rias implica­»es 

em rela­«o ¨ independ°ncia linear e a dimens«o de um espa­o vetorial. O posto de uma matriz A ® o n¼mero de linhas 

n«o-nulas quando a mesma est§ escrita na forma reduzida escalonada por linhas. 

http://pt.wikipedia.org/wiki/1849
http://pt.wikipedia.org/wiki/1917
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todos nulos, em outros termos, quando as k f·rmulas lineares A1(x)u1 + ... + Ak(x)uk s«o 

independentes (FROBENIUS, 1877). 

Segundo Dorier (1990, 1995) esta defini­«o dada por Frobenius foi inovadora, pois 

relacionava a ideia de depend°ncia linear, desde muito tempo utilizada para as formas lineares ¨ 

utiliza­«o dos vetores de dimens«o n indicadas pelas coordenadas, como Cayley as introduziu.  

No mesmo artigo Frobenius trata dos sistemas lineares homog°neos, enunciando que um 

sistema homog°neo de m equa­»es independentes a n inc·gnitas (m > n) admite (n - m) solu­»es 

independentes e que este ® o m§ximo de solu­»es independentes que um tal sistema pode admitir; 

isto quer dizer que (n - m) + 1 solu­»es s«o sempre dependentes (FROBENIUS, 1877). Enuncia, 

tamb®m, que a solu­«o geral da equa­«o ® uma combina­«o linear qualquer destas (n - m) solu­»es 

independentes. 

O franc°s Jean le Rond dôAlembert (1717-1783) ® o primeiro a considerar que ao 

encontrarmos a solu­«o geral das equa­»es n«o homog°neas, assim chamada por ele, ® a soma de 

uma solu­«o particular e da solu­«o geral da equa­«o homog°nea correspondente. 

Melchiades da Silva (1997) comenta um relato de Dorier (1990) sobre as ideias de Frobenius, 

tal que parecia saber de todos os resultados sobre a teoria dos determinantes que ele utilizava para 

demonstrar seus resultados sobre a resolu­«o de sistemas de equa­»es lineares homog°neas. Al®m de 

utilizar o conceito de depend°ncia e independ°ncia linear de solu­»es do sistema linear homog°neo, 

consideradas como n-uplas em uma linguagem totalmente moderna em 1875.  

Frobenius (1877) enunciou que se r  equações homogêneas ar1 x1 + ar2 x2 + ... + arn xn = 0 são 

independentes, e tem S soluções independentes (b11, b12, ...b1n ) , (b21 , b22, .. b2n), ... ( bs1 , bs2 , ... bsn) 

então as r  linhas menores de ordem a são proporcionais para as complementar s linhas menores de 

ordem bò (MUIR, 1930, p.122 apud MELCHIADES DA SILVA, 1997). 

Para Frobenius (1877) o m§ximo de solu­»es independentes que um sistema homog°neo podia 

admitir, al®m de considerar o fato de que a solu­«o geral do sistema ® uma combina­«o linear qualquer 

das solu­»es independentes.  

O estudioso constituiu um n¼cleo, da no­«o de base de solu­»es de um sistema homog°neo, 

devido aos trabalhos com combina­«o linear, de independ°ncia linear de solu­»es e de n¼mero 

m§ximo de solu­»es independentes em rela­«o a um sistema homog°neo. Logo incorpora a no­«o de 

sistema associado a um determinado sistema dado, ou seja, que um sistema de equa­»es lineares 

cujos coeficientes s«o os componentes dos elementos de qualquer base de solu­»es do sistema inicial. 

No s®culo XX esta ideia ® apresentada como: em rela­«o a um espa­o de solu­»es, este sistema 

associado, representa uma base de forma linear de um espa­o ortogonal.   

Para pesquisador supracitado considerava as y equa­»es e as n-uplas como a mesma classe de 

objetos em termos de linearidade, dando um passo importante no estudo dos vetores. Define o conceito 
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de base das solu­»es e acrescenta a no­«o de sistema associado a um sistema qualquer, sendo este um 

sistema de equa­»es lineares cujos coeficientes s«o os componentes dos elementos de qualquer base de 

solu­»es de um sistema inicial. 

 

3.1.4 Determinantes 

 

Faremos um pre©mbulo sobre o objeto Determinantes, pois tem rela­«o com o 

desenvolvimento hist·rico de matrizes. Apresentaremos, inicialmente, a origem dos determinantes 

por antecederem a ideia de matrizes e para se resolver um sistema com mais de 4 linhas e quatro 

vari§veis pelo m®todos de resolu­«o por determinantes este ® da ordem de n! (n fatorial) o que torna 

o trabalho quase imposs²vel. 

A ideia de um determinante surge no Jap«o e na Europa em quase exatamente o mesmo tempo. 

Seki (1683) escreveu o Method of solving the dissimulated problems [M®todo de resolver os 

problemas dissimulados], que cont®m m®todos de matriz escritos como tabelas. Sem ter qualquer 

palavra que corresponde a determinante Seki ainda introduzido determinantes e deu m®todos gerais 

para o seu c§lculo com base em exemplos. Assim ele foi capaz de encontrar determinantes de 2 Ĭ 2, 

3 Ĭ 3, 4 Ĭ 4 e 5 Ĭ 5 matrizes e aplicou-as para a resolu­«o de equa­»es, mas n«o sistemas de equa­»es 

lineares. 

Mikami (1914) reescreve o m®todo da posi­«o dos coeficientes dispostos de forma retangular 

do manuscrito original de Seki para os casos de 2x2 e 3x3, onde as linhas pontilhadas e reais, ou as 

linhas vermelhas e pretas no manuscrito original, s«o usados para indicar os sinais que o produto dos 

elementos ligados por estes linhas, ter§ no desenvolvimento, as linhas pontilhadas correspondente ao 

positivo assinar e as linhas de reais para o sinal negativo, se todos os elementos positivos, conforme 

Figura 10.  

                                     Figura 10 ï Manuscrito de Seki. 

 

                          Fonte: Mikami (1914, p. 12). 

 

Leibniz no s®culo XVII escrevera uma carta com um novo m®todo de resolver sistemas 
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lineares utilizando apenas seus coeficientes. O tratado intitulado Introduction ¨ An§lise des Lignes 

Courbes Alg®briques [Introdu­«o a An§lise de Linhas Curvas Alg®bricas] datado de 1750 de autoria 

do fil·sofo e matem§tico Gabriel Cramer (1704-1752), revela um regra popularizada por ele, da² o 

nome da Regra de Cramer, para obter a solu­«o de um sistema quadrado como fun­«o de seus 

coeficientes, que nos dias atuais podemos chamar de determinantes. O mesmo pode se pensar para a 

elimina­«o gaussiana, que enfocaremos no MER adiante, a mesma n«o acontecera, inicialmente, com 

Carl Friedrich Gauss (1777-1855).  

Segundo OôConnor e Robertson (1996), a primeira apari­«o de um determinante na Europa 

apareceu exatamente no mesmo ano 1683. Naquele ano Leibniz escreveu a Lô H¹pital explicando que 

o sistema de equa­»es: 

       10 + 11x + 12y = 0 

       20 + 21x + 22y = 0 

       30 + 31x + 32y = 0 

Tinha como solução: 

10.21.32 + 11.22.30 + 12.20.31 = 10.22.31 + 11.20.32 + 12.21.30. Exatamente a condi­«o para que 

o coeficiente da matriz tenha determinante nulo. Leibniz mostrou, tamb®m, que o determinante 

poderia se expandir utilizando algumas colunas, m®todo este que ficou conhecido como expans«o 

de Laplace. 

Os sistemas de equa­»es lineares de at® 4 vari§veis foram resolvidos, tamb®m, pelo m®todo 

dos determinantes, em 1729 por Colin Maclaurin (1698-1746) e apresentados em sua obra datada de 

1748 intitulada Treatise of Algebra [Tratado da Ćlgebra], aparecendo, pela primeira vez, a Regra de 

Cramer.  

Segundo Mechialdes da Silva (1997), por volta de 1860, ¨ resolu­«o de sistemas lineares, que 

n«o podiam ser resolvidos por Regra de Cramer, como os n«os quadrados ou de determinante nulo 

come­a a ser estudado sistematicamente. Em 1861 o matem§tico ingl°s Smith, enuncia por meio de 

determinantes, as condi­»es para que um sistema de quatro equa­»es e duas inc·gnitas admita uma 

solu­«o. Em 1862, o italiano N. Trudi revela que em um sistema n x n, se o determinante ® nulo assim 

como os determinantes obtidos substituindo os coeficientes correspondentes ¨ uma vari§vel pelos 

termos constantes, ent«o os (n - 1) determinantes assim formados por cada uma das outras vari§veis 

s«o nulos, deduzindo a ideia de combina­«o linear. 

Sobre a Teoria dos determinantes, podemos relatar que o franc°s Etienne Bezout (1730-1783), 

sistematizou em 1764 o processo de estabelecimento dos sinais dos termos de um determinante. 

Coube a outro franc°s, Alexandre Vandermonde (1735-1796), em 1771, empreender a primeira 

abordagem da teoria dos determinantes independente do estudo dos sistemas lineares, embora 

tamb®m os usasse na resolu­«o destes sistemas. Segundo Lamim (2000), o teorema de Laplace, que 
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permite a expans«o de um determinante atrav®s dos menores de r filas escolhidas e seus respectivos 

complementos alg®bricos, foi demonstrado no ano seguinte pelo pr·prio Laplace no artigo intitulado 

Pesquisas sobre o c§lculo integral e o sistema do mundo. 

O sentido atual de determinante, surgira em 1812 em um trabalho de Cauchy. Neste artigo, 

apresentado ̈  Academia de Ci°ncias, Cauchy sumariou e simplificou o que era conhecido at® ent«o 

sobre determinantes, melhorou a nota­«o (mas a atual com duas barras verticais ladeando o quadrado 

de n¼meros s· surgiria em 1841 com Arthur Cayley) (LAMIM, 2000, p. 4). 

Voltando a Dodgson, este foi um dos primeiros a resolver os sistemas n x m, isto ®, o n¼mero 

de linhas diferente do de colunas, em sua obra An Elementary Treatise On Determinants [Um tratado 

elementar sobre Determinantes] em 1867 em Londres. Dodgson denominava de bloco quadrado para 

os determinantes com algumas linhas e muitas colunas.  

Dado um sistema de n equa­»es lineares (Equa­»es E0 e E1) e n vari§veis um determinante ® 

o resultado de uma certa combina­«o de multiplica­«o e adi­«o dos coeficientes, que permite calcular 

o valor direto das vari§veis, ou seja: 

a1x + b1y = c1                (E0) 

a2x + b2y = c2                            (E1) 

O determinante do sistema ® D= a1.b2 - a2b1 e o valor da vari§vel x ser§: 

1 2 2 1

1 2 2 1

( )
x

(a )

c b c b

e

c a c
y

-
=

D

-
=

D

  

Para representar os elementos do determinante era utilizado o s²mbolo   no qual o 

primeiro n¼mero indicava a linha e o segundo a coluna. O bloco era representado, conforme Figura 

11.                   

Figura 11 - Representa­«o do blocos  por Dodgson (1867). 

 

Fonte: Dodgson (1867, p. 8). 

 

Cada um produto afetado por + ou -, concordando com pares definidos de n¼meros, 

correspondendo para aquele produto, ser da mesma classe ou n«o: a soma destes produtos, assim 
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afetado ® denominada de  Determinante do bloco (DODGSON, 1867). O pesquisador nos repassa a 

ideia que ® a regra de Sarrus. 

 

O parentesco entre sistemas de equa­»es lineares num®ricas e diferenciais pode ser 

distinguido por matem§ticos da ®poca, tanto ® verdade que os dois dom²nios estiveram muito 

em moda nos s®culos XVIII e XIX. As aproxima­»es ficaram, no entanto, limitadas ao 

emprego, pelos dois dom²nios, dos determinantes. Estes jogaram papel de interface em uma 

dial®tica que permitiu fazer progredir as duas teorias em paralelo sem que tivessem realmente 

comunica­«o diretaò (DORIER, 1990, p. 26). 

 

Segundo Dorier (1995) no estudo da teoria das equa­»es lineares em conjunto com a teoria de 

determinantes representa o contexto em que os primeiros conceitos te·ricos (depend°ncia, posto e 

dualidade) relacionadas com a teoria do espa­o vetorial foram criadas e aplicadas em dimens«o finita. 

Entre 1750 e o in²cio do s®culo 20, foram os determinantes permanecem em todos os problemas, tanto 

pr§tico quanto te·ricos, envolvendo linearidade, exceto em alguns trabalhos relacionados ¨ 

Geometria.  

Esse fato teve uma influ°ncia sobre o natureza dos conceitos, mesmo se o papel de 

determinantes foi minimizada pela abordagem axiom§tica. Em particular, o conceito de rank 

(categoria) na teoria axiom§tica de espa­os vetoriais ® insepar§vel do conceito de dimens«o, que ® 

uma s²ntese das rela­»es entre os conceitos de geradores e depend°ncia, geralmente introduzido antes 

que a ideia da dualidade.  

Outro conceito que esta associado a ideia de determinantes ® a equa­«o caracter²stica da matriz 

quadrada, onde uma determinada matriz M ® definida por |M ï xI| = 0, onde |M ï xI| ® o determinante 

da matriz M ï xI e I ® a matriz unidade.  

Se M = 
a c

c d

å õ
æ ö
ç ÷

, ent«o a equa­«o caracter²stica xĮ - (a + d)x +(ad - bc) = 0 (CAYLEY, 1858). 

As ra²zes dessa equa­«o s«o as ra²zes caracter²sticas (autovalores) da matriz.  

Os determinantes deram algumas no­»es para a Teoria de Matrizes, como ® o caso da matriz 

similar, j§ que duas matrizes A e B, s«o ditas similares se existe uma n«o singular X tal que B = X-

1.A.X.   

3.1.5 Matrizes 

 

Com a necessidade de estudar a natureza do contato entre duas c¹nicas apresenta as matrizes 

a partir da ideia de determinantes, aparecem na obra de Sylvester (1850) intitulada Additions to the 

articles on a new class of theorems, and On pascalôs Theorems onde, logo, utiliza o termo matriz para 

generalizar um resultado sobre o n¼mero de determinantes pertencentes a um sistema de menores 
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considerando matrizes retangulares.  

Para refor­ar esta ideia trazemos a an§lise feita por Brechenmacher (2006, p, 16), que a ideia 

de matrizes proposta por Sylvester vem de uma praxeologia, que visava a uma pr§tica espec²fica que 

articula a extra­«o de menores a uma decomposi­«o polinomial para resolver o problema colocado 

pela exist°ncia de ra²zes m¼ltiplas. 

Para Sylvester (1850) o problema da tipos de intersec­»es c·nicas pode resultar em um 

trabalho sobre os desafios colocados pelas multiplicidades do valor pr·prio de uma matriz. Os 

diferentes tipos de intersec­»es das c·nicas permite representar em uma estrutura geom®trica diversas 

decomposi­»es do polin¹mio caracter²stico ou minimal das diferentes formas can¹nicas associadas. 

Esse objeto matem§tico aparece, tamb®m, no trabalho publicado por Cayley (1858) intitulado 

A memoir on the theory of matrices [A mem·ria na teoria de matrizes], apesar de j§ conhecer o 

trabalho de Sylvester, considera nesta obra, somente matrizes quadradas e retangulares como mostra 

a Figura 12:   

                               Figura 12 - Matriz revelada na obra de Cayley. 

 

     Fonte: Cayley (1858, p. 17). 

 

Compreendemos que Cayley (1858) introduziu uma nota­«o para matrizes, como uma pr§tica 

para representar sistemas lineares e formas quadr§ticas, al®m de definir matriz como um conjunto de 

quantidade organizadas em forma de quadrado. Cayley (1858) relata na obra que Eu certamente n«o 

consegui a nota­«o de matrizes em algum caminho atrav®s dos quat®rnios, foi diretamente por meio 

dos determinantes ou como um conveniente caminho da express«o da equa­«o: 

 

xô = ax + by 

yô = cx + dy 

Introduzindo assim as matrizes: 

                                                                
a b

c d

å õ
æ ö
ç ÷

 

 Esta no­«o de matriz surge naturalmente a partir de uma de uma abrevia­«o (nota­«o 

abreviada) de um sistema de equa­»es lineares, como segue no sistema a seguir (n«o apresentava as 

chaves):  
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x = ax + by + cz 

x = aôx + bôy + côz 

z = aôôx + bôôy + côôz 

Este pode ser representado da seguinte forma (CAYLEY, 1858, p 17): 

                            

Figura 13 - Representa­«o do sistema linear feita por Cayley. 

 

       Fonte: Cayley (1858, p.17). 

Veremos que a adi­«o com matrizes tens suas origens, como revela Cayley (1858), tamb®m 

no estudo qualitativo de sistemas lineares ® similar a adi­«o de quantidades alg®bricas ordinarias, 

enquanto que a multiplica­«o (ou composi­«o) h§ uma peculiaridade que matrizes n«o s«o em geral 

convers²veis.  

A teoria de matrizes desenvolvida na obra de Cayley ® feito para matrizes de grau 3, mas vale 

para qualquer grau. A matriz pode ser representado por um funcional linear, como 

segue: 

        

E ainda:   

    Figura 14 - Representa­«o do sistema na forma de matriz. 

 

   Fonte: Cayley (1858, p. 18). 

A partir dai podemos apresentar diversas matrizes, como seguem as Figuras 15 e 16: 

                       Figura 15- Matriz zero e matriz identidade denomidadas por Cayley. 

 

                                                                                  Fonte: Cayley (1858, p. 18). 

                                   (S0) 
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A adi­«o matricial fora revelado, junto com as propriedades, como matriz oposta e a 

propriedade associativa da soma matricial, por Cayley (1858) em sua obra, Figura 16. 

Figura 16 ï Soma de duas matrizes apresentadas por Cayley. 

 

Fonte: Cayley (1858, p. 19). 

 

O produto de uma matriz por escalar (regra) fora apresentado do seguinte modo a partir de 

uma dada equa­«o: 

 

    Figura 17- Regra do produto de uma matriz por um escalar. 

 

 

                                                   Fonte: Cayley (1858, p. 36). 

 

O produto de matrizes ® apresentado como segue na Figura 18: 

Esta obra de Cayley (1858) tamb®m expirou muito nosso MER, no que diz respeito ao 

estudo de matrizes a partir do estudo qualitativo dos sistemas lineares. 
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Figura 18 - Exemplo de multiplica­«o matricial revelado por Cayley. 

 

E dai substituindo pela matriz: 

Obtem-se: 

         

     

 

Fonte: Cayley (1858, p.19 e 36). 

 

A opera­«o de multiplica­«o (ou composi­«o) por duas matrizes, de um modo geral n«o ® 

comutativa. O tratamento dado a matriz inversa (ou matriz rec²proca) era: dado uma matriz A calcule 

sua inversa, ent«o a matriz A x A-1 = I, onde A-1 ® a inversa de A e I a matriz identidade na mesma 

ordem das demais. Seu trabalho lidando com multiplica­«o matricial culminou em seu teorema, 

Teorema de Cayley-Hamilton19, que diz que o polin¹mio m²nimo de uma matriz divide seu polin¹mio 

caracter²stico . Podemos evidenciar na obra de Cayley (1855) a g°nese da ideia da 

matriz de identidade, bem como o inverso de uma matriz quadrada, assim como o produto de uma 

matriz por sua inversa obtem-se a matriz identidade. 

                                                 
19 Teorema (Cayley-Hamilton). Sejam V um K-espa­o vetorial de dimens«o finita n e T Ḋ V Ÿ V linear e p(ɚ) o 

polin¹mio caracter²stico de T. Ent«o, p(T) = 0. 
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Ainda no s®culo XIX Gauss introduz um procedimento usado para resolver sistemas de 

equa­»es lineares. Seu trabalho que ficou conhecido como m®todo da eliminass«o gaussiana tratou, 

principalmente, com as equa­»es lineares e trazia a ideia de matrizes ou suas nota­»es. Sua atividade 

matem§tica lidava com com equa­»es, contendo diversos n¼meros e vari§veis, bem como as obras 

tradicionais de Euler e Cramer.  Jeff Christensen (2012) comenta que este m®todo utiliza os conceitos 

de combina­«o, troca ou multiplica­«o de linhas entre si, a fim de eliminar vari§veis de certas 

equa­»es. Depois de determinadas as vari§veis ® necess§rio se substituir o valor das mesmas na 

equa­«o para se encontrar as vari§veis desconhecidas restantes.    

No final do s®culo XIX as matrizes estavam, fortemente, ligadas com a F²sica e por sua vez 

os matem§ticos, deram mais aten­«o aos vetores, por serem elementos matem§ticos b§sicos. O 

interesse pela AL mostrou-se a partir desenvolvimento de computadores, pois era poss²vel se resolver 

uma enorme matriz nxn, j§ que por meio destes poderiamos, rapidamente e com uma boa precis«o 

resolver estes sistemas de AL. Portanto, com o avan­o da tecnologia, utilizando os m®todos de Cayley, 

Gauss e Euler a AL avan­ou mais rapidamente e com maior eficacia. Independentemente da 

tecnologia embora elimina­«o de Gauss ainda prova ser o melhor modo conhecido para resolver um 

sistema de equa­»es lineares (TUCKER, 1993). 

Em nossa proposta de modelo epistemol·gico utilizaremos a obra de Cayley, pois diversas 

tarefas perpassam pelo estudo de matrizes, a partir da ideia de sistemas lineares, j§ que tratamos esse 

objeto como fundamental em AL. 

 

3.1.6 Vetores 

 

Dado a import©ncia dos vetores em nossa proposta faremos um estudo hist·rico para 

compreender a epistemologia desse objeto.  

Desde a Gr®cia antiga os gregos j§ utilizavam a Regra do paralelogramo ï (Paralelogramo 

de velocidades) associados a problemas f²sicos, como for­a, por exemplo e que tinham uma base na 

Geometria para lhes auxiliar na solu­«o de problemas de ordem da f²sica. O paralelogramo de 

velocidades, que ® uma representa­«o geom®trica para a adi­«o de vetores, j§ era utilizado desde a 

Idade M®dia.  

Mºbius (1827) no estudo sobre a no­«o de segmento de linha orientado, em sua obra 

Barycentrishe Calcul [C§culo do baricentro] criou um sistema geom®trico com apar°ncia vetorial, 

revelando que um segmento ® a diferen­a entre dois pontos. Dai AB + BA = 0 ou AB = - BA. 

A no­«o de adi­«o de vetores j§ era utilizada, em muito outros contextos da seguinte forma: 

se A, por exemplo ® um ponto, ent«o 
a

A
b

å õ
=æ ö
ç ÷
e 

'

'

a
B

b

å õ
=æ ö
ç ÷
. Fazendo o ponto A + B ® igual a 
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'

'

a a
A B

b b

+å õ
+ =æ ö

+ç ÷
, que geometricamente seria a diagonal do paralelogramo (regra do paralelogramo), 

al®m de trabalhar com produto de segmentos. Em sua Teoria Central do Baricentro Mºbius (1827) j§ 

utilizava o que conhecemos como combina­«o linear.  

Segundo Dieudonn® (1990), a regra do paralelogramo servia para se determinar a velocidade 

de um ponto animado por um movimento dito composto de outros dois, como a descri­«o da espiral 

de Arquimedes, sendo a velocidade representada por um vetor, ou seja, um segmento de reta dirigido 

no sentido do movimento seguindo a tangente ¨ trajet·ria e de comprimento proporcional ¨ medida 

da velocidade.  

Crowe (1994, p.52-53) ao comentar a obra o trabalho Calcolo delle Equipollenze  de Giusto 

Bellavitis (1833), afirma que se aproxima de um estilo mais euclidiano sobre vetores: 

 

1Ü Uma linha reta designada usualmente por duas letras ® entendida como tomada a partir da 

primeira letra at® a segunda, assim AB e BA n«o podem ser considerados a mesma entidade, 

mas como duas quantidades iguais com sinais opostos. 

2Ü Duas linhas retas s«o chamadas equipolentes se elas s«o iguais, paralelas e dirigidas no 

mesmo sentido. 

3Ü Se duas ou mais linhas retas s«o relatadas de tal forma que a segunda extremidade de cada 

linha coincide com a primeira da seguinte, ent«o a linha, que juntamente com estas forma um 

pol²gono (regular ou irregular), e que ® tra­ada a partir da primeira extremidade da primeira 

linha até a segunda da última, é chamada soma equipolente (composta equipolente). Esta é 

representada pelo sinal ~ interposto entre as linhas combinadas, e o sinal indica a 

equipolência. Assim temos 

AB + BC ~ AC, 

AB + BC + CD ~ AD, etc. 

Tais equipolências continuam verdadeiras quando substituídas pelas suas linhas ou por linhas 

respectivamente equipolentes a elas ... 

5º Em equipolências, como em equações, uma linha pode ser transferida de um lado para 

outro, desde que o sinal seja trocado ... 

6º A equipolência AB n×CD, sendo n um número positivo, indica que AB é paralelo a e tem 

mesma direção [sentido] da linha CD, e que seus comprimentos têm uma relação dada pela 

equação AB = n×CD. 

Vamos nos restringir, agora, à linhas situadas no plano. A inclinação da linha AB é o ângulo 

HAB, que este forma com a horizontal AH traçada da esquerda para a direita, qualificando 

positivo os ângulos medidos da direita para cima e de 0º a 360º ... 

O ângulo ou inclinação de CD sobre AB é igual à inclinação de CD menos 

a de AB. 

A equipolência AB~ CD×EF ÷ GH não requer somente os comprimentos de AB, BC, etc., 

mas também a verificação da equação em que a equipolência é trocada pela conversão do 

sinal de equipolência em um sinal de igualdade como segue: 

inc.AB = inc.CD + inc.EF ī inc.GH ... 

A linha equipolente a 1 é considerada como horizontal, ou seja, não possui inclinação ... 

6. Teorema Fundamental: Em equipolências, termos são transpostos, substituídos, somados, 

subtraídos, multiplicados, divididos, etc., ou seja, todas as operações que são executadas 

poderiam ser legitimadas se elas fossem tratadas como equações, e as equipolências 

resultantes são sempre exatas. ... 

 

Bellavitis n«o generalizava o produto de segmentos de linha dirigidos para o espa­o. Esta 

generaliza­«o deveria ser alcan­ado pelos irlandeses matem§tico, Sir William Rowan Hamilton 

(DORIER, 1997). A motiva­«o de Hamilton (1866) na obra intitulada Elements of Quaternions  em 
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generalizar veio das similaridades geom®tricas entre os complexos e vetores no plano no espa­o 

tridimensional. 

Na obra Hamilton (1866) trabalha com concep­«o de vetores, opera­»es com vetores, 

coeficientes do vetor, equa­»es lineares e vetores, express»es com vetor e equa­»es para curvas em 

um dado plano, aplica­»es de vetores no espa­o, baricentro de sistema de pontos, diferencial de 

vetores, quat®rnions considerando como quociente de vetores, envolvendo rela­«o angular, igualdade 

de quat®rnios, versor de um quat®rnions, opera­»es entre quat®rnions, quat®rnions coplanares, e 

aplica­«o dos quat®rnions dividido em 3 livros. O livro apresenta o estudo no RĮ e depois no Rį, com 

muitos registros geom®tricos e alg®bricos. Nesta obra a decomposição de um quatérnions era 

representado como q = Sq + Vq = Vq + Sg Hamilton (1866), e em seguida tratava de mostrar as 

propriedades.   

Segundo T§boas (2010), o pesquisador Bellavitis (1833) construiu uma estrutura que levou 

em considera­«o o produto de vetores no espa­o, ideia esta associado ao produto de n¼meros 

complexos vistos em suas formas trigonom®tricas. Esta ® a g°nese dos quat®rnius generalizada por 

Hamilton, conforme (DORIER, 1995). Era poss²vel se multiplicar em tr°s dimens»es (multiplica­«o 

que leva em conta o produto vetorial e o escalar), onde se levaria em considera­«o a raz«o dos 

comprimentos e a rota­«o entre a dire­«o dos vetores, conforme Figura 19. 

 

Figura 19 ï Vetores no RĮ - regra do paralelogramo. 

 

Fonte: Hamilton (1866, p. 2). 

 

 Na Figura 20 a atividade matem§tica proposta por Hamilton ao trabalhar com a ideia de 

Mºbius, com rela­«o ao problema do baricentro do tri©ngulo. 
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Figura 20ï Ponto do tri©ngulo com corda de inflex«o. 

 

Fonte: Hamilton (1866, p.42 ). 

Apresenta em seguida a equa­«o linear entre 4 vetores 0a b c da b g z+ + + =, j§ que foi o 

primeiro trabalho a propor se trabalhar no Rn (Figura 21).  

Figura 21ïEqua­«o linear entre 4 vetores 0a b c da b g z+ + + = 

 

Fonte: Hamilton (1866, p. 50). 

Uma primeira ideia de rota­»es e quat®rnius apresentadas por Hamilton -representa­«o de 3 

versores no R3 (Figura 22). Um vetor unit§rio ou versor num espa­o vetorial normalizado ® um vetor, 

mais comumente um vetor espacial, cujo comprimento ® 1. O vetor normalizado aqui ® sin¹nimo do 

vetor unit§rio.  

Figura 22- Rota­»es e quat®rnius apresentadas por Hamilton -representa­«o de 3 versores no Rį.

 

                                            Fonte: Hamilton (1866, p. 157). 
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Para o pesquisador os n¼meros complexos podiam ser vistos como pontos em um plano e que 

poderiam ser adicionados e multiplicados juntos usando certas opera­»es geom®tricas. Ent«o, 

procurou encontrar uma maneira de fazer o mesmo para pontos no espa­o, sendo representados por 

suas coordenadas, que s«o triplos de n¼meros. As opera­»es pareciam ·bvias, mas a multiplica­«o 

lhe criou um problema inicial.  Enquanto ele n«o podia "multiplicar triplos", ele viu uma maneira de 

faz°-lo por qu§druplos. Usando tr°s dos n¼meros no quadruplo como os pontos de uma coordenada 

no espa­o, Hamilton poderia representar pontos no espa­o por seu sistema novo dos n¼meros (Figura 

23).   

Figura 23- F·rmula b§sica para o c§lculo dos quat®rnions. 

 

Fonte: Hamilton (1866, p. 160).  

 

Comenta Mechialdes da Silva (1997), que Hamilton trabalhava com complexos na forma a + 

bi e na forma a + bi + cj e que sua problem§tica estava no produto de n-uplas onde se tinha n > 2. 

Observou que esta dificuldade terminara quando usava qu§druplas e sem usar a propriedade 

comutativa para esta opera­«o. Ent«o passou a escrever a + bi + cj + dk (todo quat®rnion pode ser 

reduzido a forma quadrinormal) (HAMILTON, 1866). A teoria dos vetores foi a parte mais explorada 

do c§lculo dos quat®rnions, que era apresentado, inicialmente, com um olhar geom®trico e mais tarde com 

um olhar mais abstrato, contribuindo para elabora­«o do conceito de vetor.  

Os n¼meros complexos tinham sido assimilados sobre um c§lculo de pontos do plano. Ent«o havia 

uma quest«o: Haveria um c§lculo an§logo para os pontos no espa­o? Hamilton estudava os complexos 

considerando-os como pares 
a

b

å õ
æ ö
ç ÷
de n¼meros reais, e por conseguinte para trios 

a

b

c

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

, trabalhando com 

a soma e a adi­«o destes trios, verificando as propriedades associativa, comutativa e distributiva em 

rela­«o a adi­«o, portanto a Ćlgebra deve ter uma lei aritm®tica em sua fundamenta­«o. 
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Passou a escrever 

a

b

c

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

 = a.1+ b.i + c.j, onde 1 = 

1

0

0

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

, i = 

0

1

0

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

e j=

0

0

1

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

, como sendo 3 vetores 

unit§rios sobre eixos retangulares no espa­o. Portanto, os quaternions s«o n¼meros alg®bricos que 

permitem uma representa­«o geom®trica no espa­o. 

Segundo Dieudonn® (1990) o trabalho de Hamilton consistia em associar os trios aos 

comprimentos (a + bi +cj) (x + yi =zj) = A + Bi + Cj, de modo que (aĮ + vĮ + cĮ) (xĮ + yĮ + z2) = AĮ + 

BĮ + CĮ (lei dos m·dulos). Concluindo que: 

i) Deve-se multiplicar o quartetos a + bi + cj + dk e n«o trios; 

ii)  Abandona-se a comutatividade da multiplica­«o, conservando-se a associatividade e a 

distributividade, em rela­«o a adi­«o: 

            Ij = -ji = k deduzindo ¨s regras: 

      ki = i(ij) = (iĮ)j = -j; ki = (ij)i = - (ji)i = - j(iĮ) = j; jk = j(ij) = -j(ji) = -(jĮ)i = i; kj = (ij)j = i (jĮ) = -i 

Assim (aĮ + bĮ + cĮ + dĮ) (xĮ + yĮ + zĮ + tĮ) = (ax ï by ï cz -dt)Į + (ay +bx + ct -dz)Į + (az ï bt 

+ cx + dy)Į + (at + bz ï cy + dt)Į .  Um vetor no Rį tem tr°s componentes especiais, logo pode ser escrito 

na forma quadrinormal u x j ka b g= + + em que se pode trabalhar com a adi­«o e dois produtos 

[internos (escalar) e externos (vetorial)]. Podemos interpretar os quat®rnius de Hamilton como um 

vetor no espa­o tridimensional, portanto no Rį.  

Dorier (1995) ressalta que o avan­o do estudo dos quat®rnions, os quais s«o n¼meros 

alg®bricos que permitem uma representa­«o geom®trica no espa­o, onde a multiplica­«o representa, 

ao mesmo tempo, o produto escalar e o produto vetorial, influenciando sobre o desenvolvimento da 

an§lise vetorial. Segundo o pesquisador a Ćlgebra dos quat®rnions teve uma forte influ°ncia no 

desenvolvimento da Al, logo utilizaremos ideias de Hamilton e Mºbius na constru­«o do MER. 

 

3.1.7 Espaços vetoriais 

 

Segundo Dorier (1995) o conceito de rank (posto) na teoria axiom§tica de espa­os vetoriais ® 

insepar§vel do conceito de dimens«o, que ® uma s²ntese das rela­»es entre os conceitos de geradores 

e depend°ncia. Ainda assim, o conceito de posto ® importante em muitos problemas de AL, e o 

significado que adquiriu ao longo de quase dois s®culos, durante os quais os determinantes eram o 

seu apoio.  

O in²cio desta jornada hist·rica se dera com Descartes e Fermat, por volta de 1630, como j§ 

descrevemos no in²cio deste cap²tulo. Leibniz em 1679 pensou inicialmente sobre uma Ćlgebra 

Universal, que estivesse de acordo direto com a Geometria, isto ®, uma Ćlgebra Geom®trica, sendo 

assim submetida a uma organiza­«o axiom§tica da Geometria. Os conceitos de n¼meros reais e a 
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Ćlgebra Geom®trica foram criados por Grassmann em meados do s®culo XIX.  

Na obra Die Lineale Ausdehnungslehre, ein never Zweig der Mathematik dargestellt und durch 

Anwendungen auf die ¿brigen Zweige der Mathematik, wie auch auf die Statik, Mecanik, die lehre vom 

Magnetismus und die krystallonomie erlªutert ou simplesmente, Ausdehnungslehre ou ainda (Teoria da 

Extens«o) publicada por Grassmann (1844), distingia a AL como uma teoria formal independente de 

alguma interpreta­«o, a partir de sua apliaca­«o na Geometria, isto ®, Grassmann criou uma 

Geometria abstrata e mais geral.  

Na primeira edi­«o da obra do pesquisador a Ćlgebra esta misturada com interpreta­»es 

geom®tricas. Em 1862 na segunda vers«o da obra initulada Die Ausdehnungslehe lebre, Vollstªndig 

und in Strenger Form bearbeitet, j§ havia um estilo moderno de todo desenvolvimento da teoria 

matem§tica que precede estas aplica­»es. Podemos dizer que Grassmann ao manipular conceitos de 

an§lise vetorial, foi o precursor da AL moderna. 

A AL adquire uma car§ter mais axiom§tico com o surgimento dos espa­os vetoriais. A teoria 

da Extens«o de Grassmann (1844), pode ser considerado como uma primeira teoria formal da AL de 

dimens«o finita, d®cadas ¨ frente de todos os outros tais desenvolvimentos, isto ®, apenas apreciadas 

no entanto por volta de 1920 por Cartan que utilizava o produto externo para criar uma Ćlgebra 

Externa, e assim fundamentando da Ćlgebra Multilinear. A teoria da Extens«o ® baseada na intui­«o 

geom®trica, tomando uma posi­«o formalista. O pesquisador antecipa muitos resultados na AL, os 

quais s· s«o descobertos quase um s®culo mais tarde e que clarifica o papel desempenhado pela 

Geometria e Ćlgebra no desenvolvimento de AL. 

No desenvolvimento da AL Grassmann (1844) tratou em sua obra com as propriedades dos 

vetores, que [ab] = [ ] [ ]ag bg- , aparecendo a ideia alg®brica do vetor nulo como 

[ ] [ ] [ ]aa ag ag= - . A propriedade a ~(b ~c) = (a~b)~c, a~b = b~c e a~(b + c) = (a~b)+(a~c) s«o 

trabalhadas na obra. Assim como o produto por escalares [ ] [ ]ab g a bg= . 

Todo vetor de um sistema de m-ésima ordem pode ser escrito como a soma de m vetores, que 

pertencem às m maneiras independentes dadas de mudança do sistema. Essa forma de expressão é 

única (CROWE, 1967, p. 69)  

Atualmente esta afirma­«o pode ser entendida como sendo o seguinte teorema: todo vetor de 

um espa­o vetorial pode ser escrito de maneira ¼nica como combina­«o linear dos vetores de uma 

base. Resultado este que pode ser tomado nos dias atuais como defini­«o de base (MECHIALDES 

DA SILVA, 1997). 

O estudioso Grassmann (1862) definiu a multiplica­«o de um vetor por uma matriz como uma 

combina­«o linear das colunas desta matriz. Desenvolveu classes de §lgebra de muito maior 

generalidade. Em vez de considerar apenas qu§druplas ordenadas de n¼meros reais, ele considerou n-
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uplas ordenadas de n¼meros reais, pois objetivava criar uma Geometria em uma teoria mais abstrata e 

mais geral (MECHIALDES DA SILVA, 1997). 

O pesquisador inicia com uma cole­«o de unidades que chamara de e1, e2, e3, ...., definindo 

um espa­o linear livre o qual generalizou, ou seja, considerou a combina­«o linear В‌ὭὩὭ, onde Ŭi 

era um n¼mero real, definindo assim adi­«o e multiplica­«o por n¼meros reais, al®m de formalizar as 

grandezas extensivas e provar das propriedades do espa­o linear para estas opera­»es, como segue: 

В‌ὭὩὭ В‍ὭὩὭВ‌Ὥ ‍Ὥ ὩὭ  e  ‌В‌Ὥ ὩὭ  В‌‌ὭὩὭ   

Al®m da no­«o de unidade uma outra ideia revelada por Grassmann foi a de grandeza 

extensiva desenvolvida, na qual uma grandeza W pode ser deriv§vel a partir de outras a, b, c, d, e, ... 

por meio de n¼meros , , , ,...a b c d, ent«o W = aa+bb+cc+dd+..... Segundo Dorier (1995), 

Grassmann se preocupava com a escolha restrita de usar a multiplica­«o por um escalar, e portanto, 

qualquer combina­«o linear, al®m de gerar um modelo rico para a linearidade, provando a mais 

elementar propriedade do espa­o vetorial de dimens«o finita. 

Grassmann (1862) enuncia a defini­«o de espa­os vetoriais, como pre©mbulo para a 

conceitua­«o de Transforma­«o Linear com base na defini­«o de fun­«o, estabelecendo a no­«o de 

linearidade como objetos pertencentes ao espa­o (HERNĆNDEZ, 2011, p. 85). Em particular, os 

objetos s«o dadas a priori e definidos atrav®s de opera­»es, que est§ mais perto de apresenta­»es 

modernas: Dado um sistema de unidades de M (ou seja, m linear magnitudes independentes), 

Grassmann definiu um sistema de ordem m como o sistema de todas as combina­»es lineares das 

unidades. Em seguida, ele definiu as opera­»es por um n¼mero como propriedades fundamentais. 

Assim define Grassmann (1862): Um espa­o vetorial V ® um conjunto de objetos, 

denominados vetores, junto com as opera­»es chamadas soma e multiplica­«o por escalar, que 

satisfazem os onze axiomas enumerados a seguir em uma linguagem atual, pois por exemplo no 

axioma (2) o autor escrevera a ^ (b + c) = a ^ b + a ^ c (p.49), ou ainda (7) (A + A1) ^ b = A ^ b + A1 

^ b (p. 52): 

(1) a + b = b + a                        (6) ( )abg a bg=  

(2) a + (b + c) = (a + b) + c       (7) (a + b) g = a g + b g 

(3) a + b - b = a                         (8) a( ) a aa b a b+ = +  

(4) a - b + b = a ....                    (9) a.1 = a 

(5) ab= ba                        (10) 0ab= , 0 0se oua b= = 

(11)  
1

/ .a ab
b

= , se 0b¸ (GRASSMANN, 1862, p. 52). 

Os elementos de um espa­o vetorial s«o chamados de vetores e os elementos do corpo s«o 

chamados de escalares. 

Esta axiomatiza­«o pode ser vista com a primeira da AL. Segundo Mechialdes da Silva (1997) 
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a ideia de vetor, na vers«o de 1862 foi revelada como sendo um segmento de linha reta com comprimento 

e dire­»es fixados. Focando as propriedades os vetores s«o adicionados de maneira usual; a subtra­«o ® 

simplesmente a adi­«o do negativo, isto ®, o vetor de mesmo comprimento e dire­«o oposta; Vetores s«o 

tamb®m exemplos de grandezas extensivas.   

Na primeira edi­«o do Ausdenhungslehre j§ apresentava as defini­»es de no­»es de 

subespa­o, base, dimens«o e proje­«o de elementos para subespa­os, al®m de realizar um estudo de 

mudan­a de base definindo a transforma­«o elementar de base (produto elementar ® toda 

transforma­«o linear invert²vel) e provou-se a identidade dim (V + W) = dim V + dim W ï dim (V 

W᷊), o qual mostra que a soma da dimens«o ® a intersec­«o de dois subespa­os.  

Depend°ncia linear e dimens«o eram conceitos centrais na proposta da Teoria implementada 

por Grassmann, al®m de apresentar uma ideia moderna sobre espa­os vetoriais, como veremos 

adiante.  

Na obra Sur les diferentes genres de multiplication Grassmann (1855) prova a propriedade 

distributiva, como sendo o produto de elementos de um espa­o linear, Onde eiej s«o combina­»es 

lineares do ei, ent«o: (В‌ὭὩὭ В‍ὮὩὮВ‌Ὥ‍ὮὩὭὩὮȢ 

Segundo Sander (1979), Grassmann enviara a primeira vers«o de seu Ausdenhungslehre a 

Cauchy, que n«o o respondeu logo, mas depois de 6 anos publica o texto Comptes Rendus [Presta­«o 

de contas] (tradu­«o nossa). Grassmann ao ler o texto de Cauchy relata que Cauchy provou as mesmas 

coisas, isto ®, os mesmos resultados aos quais  j§ havia publicada em 1844, inclusive com aplica­»es 

na an§lise alg®brica, na Geometria e em diversos ramos da f²sica.  

Como consequ°ncia do produto linear eiej = ejei ou ainda eiej = - eiej ao estender a ideia da 

associatividade mostra que e1e2e3 = -e1e2e3 para um espa­o tridimensional. Ent«o, somente, uma 

independ°ncia simples unit§ria de e1e2e3 e a independ°ncia das tr°s unidades e1e2 e e2e3 j§ que ɝ1e1e2 

+ ɝ2e2e3 + ɝ3e3e1 = 0, implica quando se multiplica por e3 que ɝ1e1e2e3 daqui ɝ1 = 0 e similarmente ɝ2 

= ɝ3 = 0, multiplica­«o esta denominada nos dias atuais de multiplica­«o exterior. Como resultado 

deste trabalho temos que a forma como postulamos hoje em dia no que diz respeito a independ°ncia 

linear, quando os escalares da equa­«o tem que ser nulos e que s· tenha esta solu­«o.  

Nas (p. 71 e 72) da obra de Grassmann (1844) podemos encontrar o sistema S3 a seguir: 

 

Podemos introduzir as unidades independentes e(1), e(2), ...., e(n), logo: 
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E tamb®m ba2a3....an = x1a1a2....an, se a1a2.....an ̧ 0, ent«o temos a ¼nica solu­«o. Logo 

2 3 4 5 6
1

1 2 3 4 5 6

....

....

n

n

ba a a a a a
x

a a a a a a a
= , assim para x2, x3, ... Associando a ideia de determinantes Sander (1979) 

comenta que para se obter x1, x2, ....xn n«o podemos ter divis«o por zero, logo introduzindo-se o 

determinante da matriz 
(i)( )ja por cada 

(i) (i)

1( )pora btemos a g°nese a chamada Regra de Cramer.   

Peano (1888) publica em sua obra intitulada Calcolo geom®trico [C§lculo geom®trico], 

segundo Ausdenhungslehre de Grassmann  a primeira defini­«o axiom§tica de espa­os vetoriais, 

sendo chamada de sistema linear, mas a defini­«o de espa­o vetorial foi introduzido na matem§tica 

e ficou amplamente conhecido por volta de 1920, quando Hermann Weyl publica em Berlin sua obra 

Zeit und Materie [Tempo e mat®ria] entre outros, os quais publicaram a defini­«o formal sobre os 

sistemas lineares de Peano, que em sua obra denominou de vetores coletores lineares, apesar de 

Grasmman (1862) n«o ter apresentado ou melhor n«o ter colocado em uma linguagem acess²vel.  

De acordo com Dorier (1995) apesar de sua importante contribui­«o para a teoria do espa­o 

axiom§tico vetor, admite que Peano, Burali-Forti, e Marcolongo, foram menos preciso do que 

Grassmann, como por exemplo, com rela­«o ao conceito de dimens«o. O conceito de base, 

apresentado por eles, antes do de dimens«o, ® o n¼mero m§ximo de vetores independentes no espa­o. 

Isto foi suficiente para provar que qualquer conjunto de n vetores independentes de um espa­o n-

dimensional, representa um sistema de geradores e, portanto, uma base. 

Peano j§ apresentava as propriedades com vetores, que apresentarei no quadro a seguir, como 

segue (PEANO, 1888, p. 75), onde o s²mbolorepresenta a rota­«o de U de um ©ngulo reto 

positivo (Figura 24):     

                           Figura 24 - Propriedades do vetor de Peano. 

 

                                            Fonte: Peano (1888, p. 75). 
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Na obra de (Peano, 1888, p. 98) ® poss²vel verificar o que chamamos hoje de produto interno, 

o qual foi representado da seguinte forma:  

 Sendo U = xI + yJ + zk e V = xôI + yôJ + zôK  

Ent«o o bivetor (termo usado por Peano) UV se dava por: 

UV = (yzô ï yôz)JK + (zxô ï zôx)KI + (xyô ï xôy)IJ 

Segue um bivetor u escrito na forma: 

u = vJK + wKI +hIJ, onde v, w e h s«o as coordenadas do bivetor u. Sendo assim, as 

coordenadas do bivetor UV em fun­«o das coordenadas dos seus fatores fica, ou seja, o vetor 

U e o bivetor u fica na forma: 

                       Uu = (xv + yw + zh)IJK 

Caso x,y,z,xô,yô,zô,xôô,yôô,zôô sejasm as coordenadas dos vetores U, V e W, logo: 

                              UVW = ' ' '

'' '' ''

x y z

x y z IJK

x y z

 

 Peano realizou um estudo sobre um sistema de opera­»es aplicados a entes geom®tricos, de 

um modo semelhante ao que a §lgebra realiza com os n¼meros. Esta atividade matem§tica era 

apresentada de maneira formal, por meio de combina­»es lineares. Na obra Calcolo Geom®trico de 

1888, Peano apresenta um objeto matem§tico que chamara de Sistema Linear. Segundo Mechialdes 

da Silva (1997) este sistema consistia de quantidades munidas de opera­»es de adi­«o de vetores e 

multiplica­«o por escalar. Tal objeto apresenta uma defini­«o bem pr·xima da defini­«o de espa­o 

vetorial dos dias atuais. Define dimens«o como sendo o n¼mero m§ximo de quantidades linearmente 

independentes em um sistema, al®m de trabalhar com mudan­a de base.      

Peano (1888) define sistemas lineares como algo bem pr·ximo do que entende hoje por 

espa­os vetoriais, como segue: 

H§ alguns sistemas de entes sobre os quais podemos definir, onde (Æ) indica conjun­«o e (<) 

uma implica­«o: 

i) Dados dois entes a e b do sistema, ent«o a proposi­«o a = b, que expressa uma 

condi­«o entre eles, satisfeita por pares de entes em que s«o v§lidas as equa­»es l·gicas: 

(a=b) = (b=a), (a=b) Æ (b=c) < (a=c) 

ii)  Definiu a + b que tem que satisfazer a condi­«o: 

(a=b) < (a+c=b+c), a+b = b+a, a+(b+c) = (a+b)+c   

iii)  Sendo a do sistema e m 
*Z+Í , onde ma ® a soma de m entes iguais a a, ent«o: 

(a=b) < (ma=mb);  m(a+b) = ma + mb; (m+n)a = ma + na; (mn)a = m(na); 1a = a 

iv) E por fim 0a=0, isto ®, o produto de 0 por a ® 0 (zero), assim como, a ï a = 0 ou a + 0 

= a (PEANO, 1888, p.142). 
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Segundo Dorier (1995), as tentativas de se criar um estudo sobre uma an§lise geom®trica foi 

pelo desejo de uma Geometria livre da invas«o externa da aritm®tica ou como uma tentativa de 

importar alguns aspectos da Ćlgebra na Geometria. Em qualquer caso, a partir da descoberta de um 

m®todo anal²tico, a nova rela­«o entre êlgebra e Geometria, permitiu a evolu­«o destes dois campos 

da matem§tica, estes ligadas em um processo dial®tico. Neste sentido, a utiliza­«o do m®todo anal²tico 

em Geometria gerou a maioria das ferramentas relacionados a §lgebra de matrizes, atrav®s do estudo 

das substitui­»es lineares (isto ®, mudan­a de coordenadas). 

Ap·s Peano destaca-se a obra de Pincherle (1901), enfatizou espa­os lineares de fun­»es e 

operadores lineares sobre estas. Publicou um livro intitulado Le operazioni distributive e le loro 

applicazioni all'analisi [As opera­»es de distribui­«o e suas aplica­»es ¨ an§lise], sobre esses 

operadores, sendo denominados de espa­o linear. Um exemplo mais intrigante do Pincherle de um 

espa­o linear, era o conjunto de fun­»es anal²ticas, que ele considerava como um espa­o com 

dimens«o infinita. 

Burali-Forti (1897) assistente de Peano, em um livro sobre Geometria Diferencial, intitulado 

Introducci·n ¨ la g®om®trie diff®rentielle, que ® o estudo do C§lculo diferencial ¨ Geometria, 

juntamente com o italiano Marcolongo. Na introdu­«o do livro, que faz uma diferen­a significativa 

em rela­«o a obra de Peano, no que diz respeito a apresenta­«o axiom§tica de sistemas lineares. 

Investigou as aplica­»es de c§lculo vetorial em uma ampla variedade de campos ï desde 

Projetiva e Geometria Diferencial para a mec©nica do cont²nuo, a partir ·ptica para Lorentz 

transforma­»es e hidrodin©mica, introduziu a no­«o fundamental da derivada de um vetor tal como 

comparado com um ponto, o que lhe permitiu unificar e consideravelmente simplificar os 

fundamentos da an§lise vetorial.  

O pesquisador Burali-Forti (1897) estudava o vetor de campo, o qual ® uma fun­«o de uma 

variedade para a uni«o (feixe tangente), disjunta dos seus espa­os tangentes, de tal modo que em cada 

ponto, o valor ® um membro do espa­o tangente neste ponto. Essa rela­«o foi chamada uma sec­«o 

de fibra. Um campo de vetores ® diferenci§vel se para cada fun­«o diferenci§vel, a aplica­«o do 

campo em cada ponto produz uma fun­«o diferenci§vel, ent«o os campos vetoriais pode ser percebido 

como equa­»es diferenciais independente do tempo. Uma fun­«o diferenci§vel a variedade real ® uma 

curva da variedade. Isto define uma fun­«o do valor real para os espa­os tangentes: a velocidade da 

curva em cada um dos pontos que constitui.  

Sendo assim, uma curva foi tomada como uma solu­«o do campo de vetores se, para cada 

ponto, a velocidade da curva fosse ® igual ao campo de vetores naquele ponto; diz-se que a curva ® 

um caminho completo do campo vetorial.   

Na §rea de an§lise funcional, os espa­os funcionais de dimens«o infinita incont§vel, nessa 
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perspectiva, surge em 1920 os Espa­os de Banach 20(estrutura de base), que foi um passo importante 

ainda para o processo de axiomatiza­«o. Banach (1932) publicou Th®orie des Operadores de 

Lin®aires [Teoria dos Operadores Lineares], apresentando, segundo Dorier (1995) a maioria dos 

resultados da an§lise funcional e de dimens«o infinita da AL. Este texto, e a publica­«o quase 

Simult©nea da primeira edi­«o de Van der Waerden (1930), marcou dois eventos que foram seriam 

essenciais para unificar uma teoria axiom§tica espa­os vetoriais de dimens«o finita ou infinita 

(DORIER, 1995). 

O pesquisador alem«o Waerden (1930) tinha um poder de s²ntese e estilo simples de escrever 

ajustando textos matem§ticos como, os Espa­os de Banach ¨ Teoria Topologica do Grupo, sendo um 

pesquisador influente em Ćlgebra do s®culo XX. O pesquisador comenta que suas pesquisas em 

An§lise se deram a partir do m®todo axiom§tico de Hilbert. Em sua obra ® poss²vel se verificar no 

primeiro cap²tulo enfoca o trabalho com espa­os vetoriais. 

Muitas contribui­»es de Ćlgebra Moderna a linearidade vieram com as contribui­«o de 

Steinitz (1910) na obra Algebraische Theorie der Kºrper onde prova um gerador minimal, al®m de 

definir claramente a depend°ncia linear sobre um campo R e uma extens«o finita de ordem n.   

Com rela­«o a Ćlgebra Moderna, ainda sobre sua contribui­«o na axiomatiza­«o de espa­o 

vetorial, a Teoria das Equa­»es este estudo se torna fundamental, e ai a Teoria dos Determinantes 

sendo ainda menos importante neste processo.  

Apareceram estudos com dimens«o infinita, como as obras de Wronski e Cauchy no in²cio do 

s®culo XIX permitem estabelecer uma base te·rica para sistemas de equa­»es diferenciais lineares 

para o final do s®culo. As equa­»es integrais tamb®m eram uma fonte de problemas de dimensionais 

lineares infinitas.  

Segundo Dorier (1995) o matem§tico Riesz (1910) foi primeiro a definir um subespac­o 

vetorial de fun­»es, como conhecemos hoje. A Teor²a dos operadores compactos de Riesz, tratam da 

topologia e a natureza dos problemas permitiram Riesz desenvolver uma interpreta­«o geom®trica da 

dist©ncia euclidiana num espa­o com um n¼mero infinito de coordenadas, tra­ando assim um paralelo 

com a dualidade GA e a Sint®tica.  

Assim h§ uma converg°ncia de ideias de Ćlgebra, Geometria, An§lise e Topologia. Mas a 

formaliza­«o diz respeito ¨ estrutura topol·gica, considerando que a estrutura alg®brica permanece 

impl²cita. A defini­«o axiom§tica do espa­o vetorial foi dada em especial por Banach (1920), com a 

cria­«o de teoria na dimens«o infinita, permitindo, por analogia, refazer a dimens«o finita dar-lhe uma 

base mais formal.  

Segundo Moore (1995), outro pesquisador que focou a Ćlgebra Moderna, mas 

                                                 
20 Um espa­o normado X ® chamado de Espa­o de Banach se toda sequ°ncia de Cauchy em X converge (PELLEGRINI, 

2015, p. 1).  
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especificamente, sobre a Teoria de An®is fora Dedekind, apresentando o conceito geral de um m·dulo 

sobre um anel, para campos de n¼meros alg®bricos. Dedekind usou a ideia de uma base para uma 

extens«o de campo alg®brica. Para esse autor o pesquisador Noether, foi quem introduziu a no­«o 

geral de Anel e desenvolveu um geral Teoria dos Ideais (finitamente gerados).  

Birkhoff e Mac Lane (1941, p 170) publicam na obra Survey of Modern Algebra, uma 

abordagem axiom§tica de espa­os vetoriais, que s«o evocados a partir da Ćlgebra Moderna. Um 

espa­o vetorial V sobre um campo F foi dito ser um conjunto V com um opera­«o + que ® um grupo 

abeliano e que satisfa­a as seguintes quatro axiomas, ou leis da Ćlgebra Vetorial: 

(V1) a (x + y) = ax + ay                                                 (V6) c (a1, a2) = (ca1, ca2)           

(V2) (a + b) x = ax + bx                                      (V7) a b b a+ = + 

(V3) (ab) x = a (bx)                                                         (V8)( ) ( )a b g a b g+ + = + + 

(V4) l.x = x                                      (V9) c( ) (c )ca b a b+ = +  

(V5) (a1 + a2) + (b1 + b2) = (a1 + b1, a2 + b2) (V10) 1. Ŭ = Ŭ (BIRKHOFF; MAC LANE, 1941, 

p. 170).   

O processo de axiomatiza­«o dos espa­os vetoriais perpassa pela adi­«o de vetores (regra do 

paralelogramo), estudo qualitativo de sistemas lineares, com Euler, estudo de Grassmann e Peano, 

Hamilton, com seus quat®rnios. Meados do s®culo XIX, provocaram uma mudan­a fundamental na 

natureza da Ćlgebra em geral, o que contribuiu para o desenvolvimento de uma estrutura alg®brica 

consistente para a teoria da linearidade, com a investiga­«o das opera­»es de n-tuplas e em matrizes. 

Com os estudos dos sistemas lineares, o estudo dos determinantes foi menos explorado. 

A Ćlgebra Moderna, o estudo de Topologia e An§lise, no estudo de s®ries foi poss²vel se 

trabalhar com dimens»es infinitas, junto com a Teoria de Grupos e Extens«o, sendo o trabalho de 

Banach fundamental, segundo Dorier (1995) de extrema import©ncia, pois unificou a teoria 

axiom§ticas dos espa­os vetoriais de dimens«o finita e infinita.    

Os construtos desse cap²tulo para a elabora­«o de nossa proposta de MER, iniciaram em 

relacionar a Ćlgebra com Geometria Euclidiana a partir do Teorema de Tales, surgindo as equa­»es. 

As ideias Descartes e Fermat nos fizeram pensar em tarefas de Geometria Anal²tica, como a equa­«o 

da reta a partir do plano cartesiano e o estudo de equa­»es a partir de curvas. Gauss trouxe as tarefas 

com escalonamento de sistemas lineares.  

Euler nos fez pensar em tarefas que envolvia o estudo qualitativo de sistemas lineares. Rouch®, 

Peano, Grassmann e Birkhoff e Mac Lane o estudo dos espa­os vetoriais. Frobenius o estudo de 

sistemas lineares homog°neos. Cayley nos inspirou em revelar a g°nese das matrizes e assim 

propomos tarefas que evocassem a necessidade de se abreviar os sistemas lineares. 

DËAlembert nos fez elaborar tarefas onde pod²amos desmembrar a solu­«o geral do sistema 

linear em solu­«o particular mais a solu­«o do homog°neo associado. Tais pesquisadores foram 
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fundamentais para a constru­«o de nosso modelo, pois esses pesquisadores trabalharam na 

perspectiva de sistemas lineares como ideia gestora dos objetos da AL e nos baseamos em suas 

pesquisas para a constru­«o da proposta de modelo epistemol·gico. 

Esse estudo nos permitiu estruturar uma proposta de uma OMD sobre o ensino de AL para o 

curso de Licenciatura em Matem§tica do IFPA, em conex«o com o estudo de sistemas lineares, e em 

conson©ncia com as notas de aula de Guerra (2014), conforme (ANEXOS B, C, D, E, F, G, H, I, J), 

que nos deram um norte na constru­«o do modelo, pois vimos o alcance da t®cnica referente ao estudo 

dos sistemas lineares perpassa por toda a AL.  

A formaliza­«o foi necess§ria, no processo de institucionaliza­«o do saber, mas a ideia foi 

trabalhar o modelo articulando apenas os objetos que vivem na escola, como propomos no pr·ximo 

cap²tulo. 

Nossa inten­«o foi tornar o ensino desta disciplina menos abstrato, j§ que Dorier (1995) revela 

que o formalismo causa dificuldade na aprendizagem. Estudamos os espa­os de dimens«o finita, para 

que possa futuramente, possamos generalizar para os de dimens«o infinita, com a utiliza­«o de 

registros geom®tricos como motiva­«o para o estudo at® o Rį. 
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CAPÍTULO IV  ï PROPOSTA DE UM MODELO EPISTEMOLÓGICO DE REFERÊNCIA  

(MER)  

 

Nossa reflex«o ao n²vel epistemol·gico ocorre por meio de uma dial®tica entre as nossas 

investiga­»es sobre o ensino e a hist·ria. A epistemologia aparece como um termo que ligar§ as obras 

hist·ricas ao trabalho docente. Logo a epistemologia tem um papel transversal, no sentido de interagir 

com a did§tica e a hist·ria da matem§tica.   

 

4.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS SOBRE A PROPOSTA DO MER  

Mendes (2015) prop»e que devemos construir um ambiente investigat·rio, em que o professor 

possa possibilitar aos estudantes o desenvolvimento de habilidades matem§ticas para 

(re)descontextualizar e (re) despersonalizar o seu conhecimento. 

Bosh e Gasc·n (2001) alertam que no enfoque epistemol·gico em Did§tica das Matem§ticas 

as pr§ticas docentes do professor de matem§tica tem aparecido muito tarde, ao menos de um modo 

mais expl²cito. O objeto prim§rio de investiga­«o da Did§tica das Matem§ticas ® a atividade 

matem§tica escolar. Chevallard (1991) prop»e por meio da Teoria da transposi­«o Did§tica (TTD) 

que n«o ® poss²vel interpretar adequadamente a atividade matem§tica escolar sem levar em conta os 

fen¹menos relacionados com a reconstru­«o escolar das matem§ticas que tem sua origem na pr·pria 

institui­«o de produ­«o do saber matem§tico. Tal atividade se integra a uma problem§tica muito mais 

ampla, que s«o as atividades matem§ticas institucionais.  

Para se ter acesso ao conhecimento cient²fico n«o ® feito sem um ambiente did§tico, sem a 

inten­«o de ensinar. £ por isso que n·s colocamos o nosso prop·sito em uma rela­«o constante entre 

a refer°ncia epistemol·gica e a observa­«o did§tica. Para n·s, a epistemologia ® uma ferramenta 

consistente na did§tica, uma vez que fornece elementos determinantes de compreens«o relativos ¨ 

constru­«o do saber, permitindo, especialmente, a questionar a especificidade destes saberes 

cient²ficos na sua rela­«o com outros saberes. 

A Teoria que alicer­a nosso estudo ® a Teoria Antropol·gica do Did§tico (TAD), e que segundo 

Chevallard, estuda o homem frente ao saber matem§tico, diante de situa­»es matem§ticas. Chevallard 

(1999, p.1) assinala uma raz«o para a utiliza­«o do termo antropol·gico ® porque a TAD situa a 

atividade matem§tica e, em consequ°ncia, o estudo da matem§tica no ©mbito do conjunto de 

atividades humanas e de institui­»es sociais. 

Chevallard (1999) entende que um objeto existe se um sujeito ou uma institui­«o o reconhece, 

que ® o que acontece com nosso objeto de estudo, espa­os vetoriais. Logo tem que haver um 

conhecimento e um saber reconhecido como forma de organiza­«o desse conhecimento, ou seja, a 
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exist°ncia de um objeto depende do reconhecimento e do relacionamento de pelo menos uma pessoa 

ou institui­«o com esse objeto. 

Um pesquisador da did§tica da matem§tica, que ser§ uma pessoa denotada por ɝ ï o 

pesquisador ou o pesquisador iniciante em did§tica da matem§tica, que explorar§ as condi­»es e 

restri­»es para o engajamento de ɝ em uma atividade que poder§ ser chamada de pesquisa em did§tica 

da matem§tica, conforme ideias proposta por Chevallard e Artaud (2014). Assim usaremos nosso 

local de trabalho, a sala de aula como um laborat·rio para o estudo da engenharia did§tica, 

experimentando as situa­»es did§ticas que ele elabora, no nosso estudo busca configurar em um  

MER.  

Nossa proposta de MER visa construir um sistema de tarefas, que articulem pr§ticas, que 

aparecem e procuram dar uma articula­«o entre objetos do ensino m®dio e a AL. Na instru­«o de AL 

no Brasil e em outros pa²ses, predominantemente os alunos em primeiro lugar aprendem matrizes, 

opera­»es e solu­«o de sistemas lineares e sem grandes dificuldades em faz°-lo. No entanto, os alunos 

t°m dificuldades, quanto aos conceitos como subespa­o, espa­o, o espa­o gerado. Por isto Carlson 

(1993), Dorier (1998), Harel (1989), que apresentam como alternativa a articula­«o entre conceitos 

antigos com novos, e partindo dessas ideias ® que fundamentaremos nossa proposta, partido do 

princ²pio de os sistemas lineares ® a base da AL. 

Um processo de reconstru­«o e articula­«o de uma OM deve conter tarefas em n²veis de 

complexidade crescente, que partem das raz«o de ser que ir«o motivar o estudo, quest»es que podem 

ser (matem§ticas o extra matem§ticas) cujo estudo provoca a emerg°ncia de t®cnicas e necessidades 

tecnol·gicas, que por sua vez permitem construir novas t®cnicas que ir«o resolver novos tipos de 

tarefas mais amplos e completos, que mediante esta articula­«o aparecem novas praxeologias, que 

atuar«o como modelos (BON, 2011). 

Descartes (1637) publica Discours de la Methode [Discurso do M®todo], onde trazia a ideia 

de que para aceitar alguma coisa como verdadeira precisamos conhece-la evidentemente como tal; 

dividir cada uma das dificuldades que examinasse em tantas parcelas quantas fosse poss²vel e 

necess§rio para melhor resolv°-las; dispor as ideias do pensamento de modo a come­ar pelos 

exemplos mais simples at® os mais complexos. Devemos reescrever o saber de modo a torn§-lo 

compreens²vel, e que este possa ser seguido por outros quando lerem nossas obras. 

Neste subcap²tulo apresentamos uma poss²vel reconstru­«o racional Lakatos (1971), da 

Organiza­«o Matem§tica e Did§tica (OMD), no que diz respeito ao ensino de Ćlgebra Linear (AL) 

no curso de gradua­«o de Licenciatura em Matem§tica, que ir§ nos servir de um Modelo 

Epistemol·gica Refer°ncia 21(MER), que foi traduzido por um sistema de tarefas, para o an§lises de 

                                                 
21 A ideia de refer°ncia n«o se d§ em ser modelo internacional de ensino, mas um modelo para os autores deste trabalho 

de tese para se ensinar AL, isto ®, um entendimento m²nimo sobre os tipo de tarefas necess§rios para ensinar AL.     
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livros did§ticos e textos do saber de professores de AL do Instituto Federal do Par§ (IFPA), al®m da 

realiza­«o de um Percurso de Estudo e Pesquisa (PER) que ocorreu no IFPA.  

Quando falamos de modelos epistemol·gicos n«o estamos nos referindo a alguma coisa 

abstrata, mas que se concretiza, nas pr§ticas dos professores de matem§tica. Gasc·n (2001), afirma 

que: para come­ar a descrever e explicar a pr§tica profissional do professor de matem§tica em sala 

de aula, podemos nos situar em diferentes perspectivas te·ricas, verdadeiros modelos determinam 

como a matem§tica escolar esta estruturada. Contudo, alguns destes modelos, que por mais remotos 

que sejam ainda hoje est«o presentes na praxeologia espont©nea de muitos professores de matem§tica 

e, consequentemente nas suas pr§ticas docentes n«o refletidas nem criticadas por eles. Segundo Bosh 

e Gasc·n (2001), uma praxeologia ® dita espont©nea, quando as tarefas did§ticas geradas n«o est«o 

organizadas, podendo at® serem improvisadas, logo o discurso que justifica aquele saber esta pouco 

sistematizado, apresentando-se de forma atomizada, al®m de que sua incid°ncia sobre a pr§tica 

did§tica, relativamente espor§dica.  

O MER est§ relacionado a como compreendemos um determinado objeto matem§tico, assim 

os modelos se estabelecem em reflex»es te·ricas e se concretizam e por sua vez se cristalizam nas 

pr§ticas. Mas ser§ que as pr§ticas alicer­adas nos modelos mais difundidos em ©mbito escolar 

dominantes, s«o suficientes para favorecer a apreens«o dos objetos estudados em Matem§tica? 

 Na perspectiva da Did§tica da Matem§tica h§ necessidade de se ter um entendimento m²nimo 

sobre um ou mais objetos matem§ticos, ent«o h§ a necessidade da concess«o de um MER para 

contrastar o modelo dominante e conceber uma OMD fundamentadas na raz«o de ser dos objetos em 

estudo e de sua articula­«o em n²vel de complexidade crescente. 

N·s compreendemos as coisas de um modo e as coisas em uma determinada institui­«o s«o 

apresentadas, dir²amos ensinadas, de um outro modo, no nosso caso a AL, de modo a usar menos 

formalismo. A ideia n«o ® retirar o formalismo, mas este ser§ institucionalizado pelo professor, mas 

o modelo vai em um vi®s mais pr§tico, pois a proposta ® ensinar AL utilizando objetos matem§ticos 

do ensino m®dio. 

Inicialmente, para fazermos uma an§lise de uma OMD sobre um dado saber, no caso os 

espa­os vetoriais, precisamos dizer o que entendemos sobre esse objeto explicitamente e 

objetivamente, e a partir de nossa compreens«o passamos ent«o a contrastar com nosso modelo. 

Nosso MER fora elaborado a partir de uma compreens«o te·rica, alicer­ada na TAD, que trata 

que todo saber tem que ser organizado e que este ® pr§tico, logo o saber, segundo a TAD, ® algo que 

se manifesta, incerto n«o palp§vel, que ® a pr·pria pr§tica, isto inclui os saberes pr§ticos, que s«o as 

pr§ticas propriamente ditas e como s«o organizadas essas pr§ticas, a partir da compreens«o que 

temos sobre estas, assim logo nosso MER constru²do nesta tese ® um modelo baseado nessa 

compreens«o que a TAD nos dar. 
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Para que o saber ganhe este status de saber tem que ser algo que possa ser reproduzido por 

outro, no sentido de como n·s agimos, tornando-o coletivo, pois ® algo que precisa ser compartilhado. 

Quando dizemos que o saber ® incerto, n«o quer dizer que seja errado e sim traz a ideia de que hoje ® 

aceito e num futuro pode n«o ser mais aceito, ou seja esta compreens«o pode ser de um jeito hoje e 

num amanh« pode n«o ser mais, pois pode se tornar limitada, ai ® necess§rio se construir uma outra 

compreens«o.  

Nossa rela­«o com o objeto espa­os vetoriais foi por meio de livros de AL, mas quando fomos 

ensinar esse objeto nos perguntamos como devemos ensinar esse objeto? Ou seja, falar sobre o objeto, 

isto ®, esta no ato de ensinar, falar sobre essas pr§ticas ou parte delas para que algu®m se aproprie 

dessas. Para refletirmos essa pr§tica, devemos reconstruir o saber racionalmente, e para isso 

deveremos pensar em como iremos construir um discurso sobre essas pr§ticas, da² a ideia da 

constru­«o do MER, sendo que as pr§ticas devam ser compreens²veis e articuladas, mas n«o que tenha 

uma sequ°ncia, dir²amos linear, no sentido de pronta e determinada, mas sim que fa­a sentido.  

Nosso MER funciona como um esquema de a­«o, de percep­«o (jeito de pensar) e de reflex«o, 

sobre as pr§ticas n«o institu²das, pois n«o s«o tidas como objetos de estudo, ou ainda, se apresentam 

desarticuladas de outras pr§ticas. 

Um saber diz respeito a uma organiza­«o praxeol·gica particular que lhe permite funcionar 

como uma m§quina de produ­«o de conhecimento. A Did§tica da Matem§tica, vista no campo da 

antropologia do conhecimento (ou antropologia cognitiva), considera que tudo ® objeto, identificando 

diferentes tipos de objetos particulares: as institui­»es, os indiv²duos e as posi­»es que os indiv²duos 

ocupam nas institui­»es, tomando os indiv²duos como sujeitos das institui­»es (ALMOULOAD, 

p.10, 2015). 

Chevallard (1991) d§ indicativos das ideias que compor«o a TAD. O car§ter social da 

matem§tica ® apontado pelo autor de duas formas: a matem§tica cristalizada (ou ñmortaò) e a 

matem§tica viva (CHEVALLARD, 1991). A matem§tica cristalizada, na compreens«o de Chevallard 

(1991), ® a matem§tica consumida no processo social de produ­«o de objetos materiais e de pr§ticas 

sociais. Entenda-se o sentido de ñmortaò, associado ¨ ideia de n«o se ter possiblidade de compreens«o 

ampliada do saber por parte de quem o usa. Por exemplo, um pedreiro com pouca escolaridade, que 

aprendeu a usar as medidas diversas que sua profiss«o exige, apenas observando outro medir com 

instrumentos padronizados de medi­«o, ele n«o ter§ a compreens«o da matem§tica das grandezas que 

o engenheiro adquiri na sua forma­«o acad°mica. Matem§tica essa que d§ vida ¨ pr§tica social do 

pedreiro, em outro n²vel do saber. Al®m disso, 

Em outros termos, matem§ticos e engenheiros de todos os tipos, trabalham para construir um 

mundo de objetos e pr§ticas sociais repletas de matem§tica (cristalizadas) de tal forma que o 

uso desses objetos e a realiza­«o dessas pr§ticas n«o necessitem a manipula­«o efetiva da 

matem§tica (viva) pelo usu§rio ou pelo operador (CHEVALLARD, 1991a, p. 1). 
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 Nossas an§lises se pautar«o na (TAD), concebida por Yves Chevallard (1992), essa teoria nos 

fornecer§ os subs²dios para analisar as obras selecionadas em nossa pesquisa, a partir das no­»es 

praxeol·gicas: tarefas, tipos e g°neros de tarefas, tecnologias e teorias. 

A teoria base epistemol·gica desta pesquisa, a TAD visa descrever as pr§ticas humanas que 

se desenvolvem em diversas institui­»es em termos, relativamente, gen®ricos com o intuito de se 

evitar introduzir distin­»es culturais pouco fundamentadas. Na TAD se postula que toda a atividade 

humana pode ser descrita em termos de praxeologias. No caso da atividade ser de estudo, ent«o esta 

praxeologia pode ser denominada de estudo ou did§tica.  

O objeto de investiga­«o da TAD consiste na an§lise da atividade matem§tica, incluindo a 

escolar, e suas rela­»es humanas enquadradas em determinadas institui­»es sociais22. Chevallard 

(1999) coloca a TAD como uma teoria, que possui um m®todo de an§lise para OM existente no 

interior de uma determinada institui­«o de ensino. No artigo ñConcepts fondamentaux de la 

Didactique: perspectives apport®es par um approche anthropologique. In: Recherchesen Didactique 

d°s Math®matiquesò (CHEVALLARD, 1992) relata que a TAD representa uma base para a an§lise 

dos livros did§ticos, al®m do potencial anal²tico em descrever o caminho percorrido pelos saberes 

escolares, fornecendo uma boa vis«o de suas especificidades.   

Chevallard (1996) apresenta tr°s elementos primitivos da TAD: os objetos O, as pessoas X e 

as institui­»es I, ou seja, as I s«o o modo de fazer e de pensar. O objeto O tomar§ uma posi­«o 

privilegiada em rela­«o aos outros elementos, em virtude do mesmo ser o material base da constru­«o 

te·rica. O objeto passa a existir no momento em que for reconhecido como existente por pelo menos 

uma pessoa X ou institui­«o I. A rela­«o pessoal de X com O, que ser§ denotada por R(X, O), e a 

rela­«o institucional de I com O por R(I, O), e se d§ no seio de I. Assim, estas rela­»es s«o pr§ticas 

sociais com o objeto.  

Consideraremos as obras de AL utilizadas no IFPA como representante da Institui­«o I 

analisadas em um tempo t. O objeto O de estudo ser§ representado pelos conte¼dos sistemas lineares 

at® o estudo dos Espa­os Vetoriais.  

Segundo Chevallard (1999), toda atividade humana regularmente realizada pode descrever-se 

com um modelo m²nimo (pr§ticas), que se resume aqui com a palavra praxeologia. A TAD o ensino 

da matem§tica em qualquer institui­«o I ® descrito em termos de praxeologias de ensino, ou seja, a 

a­«o do sujeito. O saber matemático, enquanto forma particular do conhecimento é fruto da ação 

humana institucional, e é algo que se produz, se utiliza, se ensina ou, de uma forma geral, que transita 

nas instituições I .  

                                                 
22 Para Chevallard, Bosch e Gasc·n (2001) nesse sentido, tanto o conhecimento como as atividades matem§ticas s«o 

constru­»es sociais que se realizam em institui­»es, em comunidades, seguindo determinados contratos institucionais.  
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A palavra praxeologia ® formada por dois termos gregos, pr§xis e logos, que significam, 

respectivamente, pr§tica e raz«o e remete ao fato de que, no interior de uma institui­«o I, a pr§tica 

est§ acompanhada de um discurso, ou seja, de um logos que a justifica, que lhe d§ raz«o, que se 

constroem em um processo dial®tico. Na raiz da no­«o de praxeologia, encontram-se as no­»es de 

tarefas e de tipos de tarefas.  

Refor­ando, Chevallard (1999) prop»e um modelo epistemol·gico geral da matem§tica, que 

descreve o saber matem§tico em termos de organiza­»es ou praxeologias matem§ticas institucionais. 

Nesta perspectiva o saber surge em dois n²veis: o n²vel da pr§xis, que se refere a pr§tica realizada e o 

n²vel do logos, que cont®m o discurso matem§tico racional, que ser§ utilizado para interpretar, dar 

sentido e desenvolver a pr§tica matem§tica. A jun­«o desses dois n²veis fora denominado de 

praxeologia.  

As praxeologias n«o aparecem ao acaso, de uma hora para outra e por sua vez n«o est«o 

acabadas, pois se ® o resultado de um processo continuo e complexo ao longo do tempo, cuja din©mica 

de funcionamento existe certas rela­»es invariantes, sendo poss²vel modelar. Temos, ent«o o dito 

processo de constru­«o matem§tica (processo de estudo) e o resultado da constru­«o da praxeologia 

matem§tica. 

O saber matem§tico aparece organizado em dois n²veis, sendo que o primeiro n²vel se remete 

a pr§tica realizada pelo professor, que denomina-se saber-fazer. Neste n²vel a atividade matem§tica 

esta mais relacionado aos tipos de problemas ou tarefas as quais se estudam e as t®cnicas constru²das 

para abord§-las.  

Em uma organiza­«o praxeol·gica, identificamos: tarefas, t®cnicas, tecnologias e teorias. Na 

ess°ncia da no­«o de praxeologia se encontra as no­»es de tarefas e de tipos de tarefas, denotadas, 

respectivamente, por t e T. Quando uma tarefa t que faz parte de um tipo de tarefa T, dizemos que t 

 ɴT (t pertence a T).  

Chevallard (1997) visou conectar duas teorias, isto ®, a TAD e a TTD com a de Guy Borsseau 

a Teoria das Situa­»es Did§ticas (TSD). Nesse artigo o autor apresentou o sistema did§tico                      

S (x ; y; ̈), no qual x representa os estudantes (alunos), y ® o diretor de estudos (professor) e o 

s²mbolo ¨ designa o jogo (aposta) did§tica, o saber estudado (CHEVALLARD, 1997). Nesta tese, o 

¨ est§ associado ao estudo de elementos da AL. Al®m disso, em outra sess«o do artigo, o autor exp»e 

o cerne de TAD, as organiza­»es praxeol·gicas. Temos as tarefas t do tipo T (t  ɸT) e para solucionar 

as tarefas t  ɸT, deve-se ter uma t®cnica   (uma modo de fazer/resolver t). Da jun­«o do tipo de tarefas 

T com a t®cnica  , temos o bloco [T / ], denominado de bloco do saber-fazer ou da pr§xis 

(CHEVALLARD, 1997, 1998, 1999).  

Refor­ando esta ideia, Andrade (2012) postulou sobre a no­«o de Tarefas Fundamentais com 
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a inten­«o de articular e justificar outras tarefas a partir dessas. De acordo com Andrade (2012, p. 

19): 

Em termos praxeológicos, podemos entender a Tarefa (t), que está sempre relacionada a um 

Tipo de tarefas (T), como toda ação singular, particular, específica de um fazer que se 

expressa por um verbo, como: arrumar a sala; organizar a gaveta; encontrar a fração reduzida; 

fatorar o polinômio; simplificar a expressão algébrica; encontrar a equação da reta tangente 

à curva no ponto P; dividir um número por outro etc.  

J§ o Tipo de tarefas (T), ® um conjunto de a­»es do mesmo tipo, ou seja, ® uma classe de 

tarefas com caracter²sticas comuns, como: arrumar salas; organizar c¹modas; simplificar 

express»es alg®bricas; encontrar equa­»es de retas tangentes a uma curva em um dado ponto 

P; determinar o quociente entre dois n¼meros dados etc., isto ®, 

... 

 

As no­»es de tarefa e tipos de tarefas, sup»e objetos relativamente precisos e est«o  

intimamente relacionadas a uma ideia mais ampla, o de g°nero de tarefas, como por exemplo calcular, 

fatorar, transfomar, determinar, etc. Determina de certa forma o que fazer para solucionar 

determinados problemas e s«o compreendidas por estarem culturalmente instituidas.  

A an§lise que faremos das tarefas do livro did§tico utilizado na institui­«o que iremos analisar, 

nos ir§ fornecer um prov§vel diagn·stico decomplexidade de se ensinar e uma consequ°ncia 

aprendizagem em rela­«o ao objeto Espa­os Vetoriais.  

Chevallard (1999) nos indica a necessidade dessas no­»es tornarem-se objetos de estudo ao 

destacar que ñTarefas, tipo de tarefas e g°nero de tarefas n«o s«o dados da natureza: s«o artefatos, 

obras, constru­»es intitucionais, cujas reconstru­«o em tal institui­«o, por exemplo, em uma  did§ticaò 

(CHEVALLARD, 1999, p. 3, tradu­«o nossa). 

A no­«o de g°nero de tarefas, que no decorrer dos anos de estudo esta sujeita ao processo de 

transacionalidade23 do objeto, visto que o g°nero de tarefa Calcular pode significar efetuar uma 

express«o aritm®tica, ou efetuar uma express«o aritm®tica, determinar o n¼mero de anagramas de 

uma palavra dada. Assim sendo os g°neros de tarefas se enriquecem e aprimoram-se na sucess«o dos 

anos letivos (SABO, 2001). 

E mais, 

Durante os anos de faculdade, o g°nero Calcular ... se enriquece para incluir novos tipos de 

tarefas; ocorre o mesmo no ensino m®dio, onde o aluno vai primeiro aprender a calcular com 

vetores, e depois, mais tarde ¨ calcular uma integral ou uma primitiva, etc. O mesmo vale 

para os g°neros Demonstrar, ... Construir ..., ou Expressar sobre, ... em fun­«o de ... 

(CHEVALLARD, 1999, p.2). 

 

O bloco do saber-fazer n«o vive sozinho nas organiza­»es praxeol·gicas, ele necessita de algo 

                                                 
23 Por exemplo: O objeto sistemas lienares ® estudado no 6Ü ano do ensino fundamental como sistemas de equa­»es do 

1Ü grau com duas inc·gnitas. No ensino m®dio se estuda os sistemas lineares. No ensino de AL um sistema linear pode 

ser uma transforma­«o linear, isto ®, em cada posi­«o na escola, o objeto tem um tratamento revelando uma pr§tica.  
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que o legitime, principalmente a t®cnica  . Isso ocorre pela inser­«o do bloco do saber ou do logos. 

Nesse bloco, a t®cnica   possui um discurso que a justifica, a tecnolgia ɗ. Por®m, a tecnologia ɗ exige 

uma justifica­«o de alto n²vel, denominada de teoria, denotada por Ū (CHEVALLARD, 1997, 1998, 

1999). Da jun­«o da tecnologia ɗ com a teoria Ū temos o bloco do saber, denotado por [ɗ/Ū]. Em 

algumas situa­»es espec²ficas, a t®cnica   ® auto tecnol·gica e, nesse caso,   = ɗ. No MER que 

apresentaremos aparecer§ os elementos do bloco praxeol·gico anunciados por Chevallard (1997, 

1998, 1999) sobre elementos da AL, iniciando por estudo qualitativo de sistemas lineares at® base e 

dimens«o de um espa­o vetorial. 

O estudo te·rica da praxeologia matem§tica se origina da necessidade de vincular o saber e o 

saber-fazer, por meio das rela­»es pessoais e institucionais, as quais permitem uma movimenta­«o 

do saber de modo cont²nua e involunt§ria, j§ que essa rela­«o est§ institu²da no sujeito e nas suas 

poss²veis rela­»es. 

Devemos pensar em tarefas articuladas que levam a um determinado objetivo. Nosso MER 

teve como base nas organiza­»es matem§ticas (OM) s§bias, as quais legitimam epistemologicamente, 

o processo de ensino desta OM.  

Podemos dizer que uma organiza­«o did§tica (OD) ® uma OM em ato, isto ®, em a­«o, logo 

ocorre na sala de aula, mas compreendemos que quando estamos elaborando nosso texto do saber, j§ 

estamos pensando em sistemas de tarefas, portanto na OD.  No ©mbito do ensino as OD integram o 

fazer e o ensinar matem§tica, aumentado assim a possibilidade de organizar um processo de estudo 

de uma obra matem§tica de tal moda que integra de maneira central as raz»es de ser da dita obra, ou 

seja, as quest»es da citada obra matem§tica vem a responder (DELGADO, 2006). Entendemos que 

tais OD ou praxeologias did§ticas ® como, realmente, o saber acontece. 

Para Calat§n (2002), em suma, a OM e a OD s«o dois lados da mesma moeda, pois sabe-se 

que a constru­«o de um trabalho matem§tico ® o principal objetivo do trabalho do matem§tico. Na 

linguagem cotidiana, poder²amos dizer que o principal objetivo da matem§tica ® o produto obtido 

quando voc° resolver certos tipos de problemas.  

O modelo epistemol·gico ® indispens§vel para an§lise e desenvolvimento de OMD que fa­am 

emergir a pr§xis como aplica­«o do logos, tarefa  ̈qual se prop»em os textos de saber, assim como 

os livros acad°micos no Curso de Licenciatura em Matem§tica. 

Mostraremos que as OM concretas em torno do estudo qualitativo de sistemas lineares que ® 

o papel do matem§tico e sua integra­«o ao did§tico ® fundamental para o ensino de AL nas institui­»es 

escolares OD capazes de desconstruir e reconstruir os objetos matem§ticos deste MER. 

No âmbito da investigação didática Gascón (2002a, 2003b), Bosch e Gascón (2006b), a 

separação entre fazer e ensinar matemáticas constitui um dos principais obstáculos para interpretar 
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as questões problemáticas que surgem no ensino escolar das matemáticas. Entre estas questões há de 

se citar as mais genéricas, pois se referem a matemática escolar considerada como um todo: 

Å Como descrever e analisar o processo de estudo escolar das matemáticas? 

Å Como explicar o fen·meno relativamente universal da alienação matemática dos cidadãos? 

Å Quais s«o as poss²veis causas do crescente fracasso dos estudantes no que diz respeito em estudar 

matemática no ensino básico e no primeiro curso universitário? 

Å Por que os professores de matemáticas, de todos os níveis educacionais desenvolvem uma 

atomização progressiva da matemática ensinada e propõem em suas provas tarefas cada vez mais 

algorítmicos? 

Para responder a estas questões que surgem nos sistemas de ensino das matemáticas é 

necessário se considerar de maneira inseparável as dimensões matemática e didática. O problema 

didático inclui o estudo das condições e restrições originadas por uma intenção didática no seio de 

uma instituição escolar. Para estudar este sistema de condições e restrições que sofrem os saberes 

matemáticos para serem ensinados em uma instituição docente, isto é para estudar uma OD 

determinada, deve-se levar em consideração condições e restrições que não tenha sido criada nem 

pelo professor e nem pelo sistema de ensino e que não provem de nenhuma intenção didática 

(DELGADO, 2006). 

A partir desta ideia levamos em conta a evolu­«o hist·rica e epistemol·gica dos saberes 

dispostos na OM. Segundo Godino (2003), para estudar os fatores que afetam os processos de ensino 

e aprendizagem da matem§tica devemos considerar a natureza dos conte¼dos e perguntar qual o papel 

que a atividade humana e que os processos s«o desenvolvimento sociocultural de ideias matem§ticas, 

sendo assim, a an§lise epistemol·gica de objetos matem§ticos deve ajudar a esclarecer a natureza 

desses objetos. 

Pensamos como Gasc·n (1998, 2003c) a partir dos trabalhados produzidos pelo Programa 

Epistemol·gico de Investiga­«o em Did§tica da Matem§tica, que a origem do problema da educa­«o 

Matem§tica esta na pr·pria matem§tica, portanto o mist®rio permanece na pr·pria ma tem§tica, assim 

nos permite tomar a atividade matem§tica como objeto prim§rio de estudo.   

Nesta realidade, iremos propor um modelo que , no em nosso ponto de vista, permitiria ao 

aluno dar significado aos sistemas de equa­»es e alguns de seus nichos, tais como: matrizes, espa­os 

vetoriais, subespa­o, base e dimens«o nos apoiando em entes hist·ricos e epistemol·gicos, por meio 

de ferramentas que TAD nos proporciona, de tal forma que ao organizarmos a OMD possamos tornar 

esses saberes intelig²veis, j§ que esta ® uma proposta de ensino de AL num curso de forma­«o inicial 

de professores de matem§tica. 

Postulamos como Almouloud (2007), pois este pesquisador relata que as OMD referem-se a 

realidade matem§tica que se pode construir para ser desenvolvida em uma classe escolar j§ pensando 
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na maneira como se faz esta constru­«o.  

O MER ser§ um instrumento que nos auxiliar§ na descri­«o e an§lises do modelo 

epistemol·gico dominante no IFPA, al®m de atender as restri­»es que o modelo apresenta e que, 

reflete de alguma forma na rela­«o institucional da OM em quest«o, pois viabiliza outros meios de se 

estudar a OM na institui­«o considerada. Al®m deste prop·sito a TAD nos leva a pensar que n«o 

existe uma praxeologia ¼nica para o ensino, ou seja, uma OMD ¼nica ou ainda uma praxeologia ¼nica, 

logo n«o h§ um modelo privilegiado que n«o possa ser reconstru²do e que seja consolidado na TTD.  

As primeiras OMD que me deparei e que compuseram minha pr§tica como docente, foi no 

curso de gradua­«o que fiz na Universidade do Estado do Par§ (UEPA), vieram do professor que 

ministrava AL e dos livros did§ticos. Ap·s meu ingresso em 1994 na UEPA, no curso de Licenciatura 

em Matem§tica as OM passaram a ser organizadas pelas obras que os professores desta institui­«o e 

do curso manifestavam em suas pr§ticas docentes, al®m de obras complementares. Na minha 

especializa­«o tive um relacionamento bem pouco com os saberes referente aos objetos da AL, o 

mesmo para o mestrado, pois n«o fora nesta linha de pesquisa. J§ no doutorado tive uma rela­«o 

²ntima com estes saberes devido ter assistido ¨s aulas de T·picos Especiais I, ministrada pelo 

professor Dr. Renato Guerra, no primeiro semestre de 2014, que trabalhava alguns objetos da AL, em 

uma perspectiva da pr§tica com sistemas lineares, sem a necessidade de uma teoria a priori. 

De um modo geral o professor ensinante no ensino superior se baseia em livros textos para 

ministrar suas aulas. No ensino de AL no IFPA n«o ® diferente, onde o principal livro texto adotado 

pelos 2 professores (incluindo o autor desta tese) que ministram esta disciplina, tanto nas Engenharias, 

na Licenciatura em F²sica e na Licenciatura em Matem§tica ® o livro Ćlgebra Linear dos autores 

Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle 2Ü Edi­«o, 1987. O modelo dominante no ensino dos objetos 

matem§ticos desta disciplina acaba sendo o que est«o propostos na OM do livro que ® define-se o 

objeto e aplica-se a defini­«o.  

Para Thurston (1994) trata-se de um modelo simples, de um modo geral impl²cito e quase 

transparente e que n«o ® questionado. Thurston (idem) descreve e caracteriza isso da seguinte forma: 

(1) Os matem§ticos partem de algumas estruturas matem§ticas fundamentais e de um conjunto 

de axiomas ñdadosò que caracterizam essas estruturas. 

(2) Existem quest»es importantes e variadas acerca das estruturas que podem ser expressas 

em forma de proposi­»es matem§ticas formais. 

(3) A tarefa dos matem§ticos ® buscar uma s®rie de dedu­»es que liguem os axiomas com as 

proposi­»es ou com a nega­«o destas. 

(4) Para levar em conta a origem das quest»es problem§ticas acrescenta-se a especula­«o 

como um ingrediente importante e suplementar do modelo. Especular consiste em emitir, tra­ar 

perguntas, fazer suposi­»es inteligentes e desenvolver argumentos heur²sticos sobre o que ® 



 

87 

 

veross²mil. Obt®m-se assim o modelo defini­«o-especula­«o-teorema-prova (DETP).       

Segundo Delgado (2006), o modelo popular (dominante) constitui, ent«o, uma forma ing°nua 

e simplista de interpretar o conhecimento matem§tico e pode ser considerado como uma variedade 

do euclideanismo. 

Gasc·n et al. (2014) resumem que o modelo epistemol·gico-did§tico que prop»e a TAD, 

relacionado a atividade de resolu­«o de tipos de problemas por parte dos estudantes, n«o consiste em, 

simplesmente, solucionar tais problemas a partir de t®cnicas matem§ticas dadas e no ©mbito de uma 

teoria matem§tica predeterminada, mas sim interpretar a constru­«o destas t®cnicas e o seu 

desenvolvimento progressivo, assim como, a constru­«o de um discurso te·rico que justifique e 

interprete a pr§tica matem§tica. A ideia proposta por Gasc·n (2001) sobre o euclidianismo, que esse 

tende a trivializa­«o, ou seja, esta fundamentado em verdades aceitas sem que sejam questionadas.  

Contudo Mesquita (2013), relata que alguns destes modelos, por mais remotos que sejam 

ainda hoje est«o presentes na praxeologia espont©nea de muitos professores de matem§tica e, 

consequentemente nas suas pr§ticas docentes n«o refletidas e criticadas por eles. 

A atividade heur²stica (processo ps²quico pelo qual o indiv²duo cria, elabora e descobre um 

m®todo) ¼til ¨ resolu­«o de um problema. Esta arte de descobrir na Matem§tica ® um processo que 

ocorre de forma lenta, e na qual a matem§tica n«o-formal (quase emp²rica) ajuda no desenvolvimento 

da matem§tica formal. 

O que propomos neste MER ® que os alunos manuseiem o modelo, partindo do g°nero de 

tarefa, que ® estudar qualitativamente os sistemas lineares, onde o aluno de gradua­«o a partir de 

obras que lhes ser«o fornecida no PER poder§ manusear os sistemas lineares e ir construindo a partir 

deste saber outros saberes. 

Gasc·n (2001, p. 22) prop»e, como mostra a Figura 25 a seguir uma reconstru­«o racional do 

problema epistemol·gico das matem§ticas:  

                      Figura 25- Reconstru­«o racional do problema epistemol·gico das matem§ticas. 

 

      Fonte: Gasc·n (2001, p. 22). 
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Na Figura 25 a abrevia­«o PE est§ relacionado ao problema epistemol·gico, enquanto que 

PE1 ® um problema puramente l·gico, que se converter§ depois em um problema hist·rico PE2 e 

parece acabar sendo um problema cognitivo PE3. No programa euclidiano, ou euclidianismo, objetiva 

a justifica­«o l·gica das teorias matem§ticas, enquanto que o quase-emp²rico trazia a ideia de resolver 

um problema mais amplo do conhecimento matem§tico, requerendo assim a utiliza­«o de dados 

hist·ricos e da base emp²rica e a epistemologia construtivista pretendia explicar como uma teoria 

cientifica ® superior a outra, mas tamb®m, quais s«o os instrumento e os mecanismos de uma teoria 

de um n²vel inferior para outra de n²vel mais elevado. Tomaremos como base o PER. 

Gasc·n (2001, p.19) chamara de modelo docente modelizacionista ou, simplesmente, 

modelizacionismo, interpreta aprender matemáticas como um processo de construção de 

conhecimentos matemáticos, seja relativos a um sistema matemático ou extra matemático) que é 

realizado utilizando um modelo matemático do sistema. 

Conforme Gasc·n (2001), procuraremos na constru­«o do MER adotar o modelo docente 

construtivista pois a partir de uma OM previamente constru²da possibilitar aos alunos (re) construir 

os conhecimento matem§ticos, seguindo algumas etapas do processo de constru­«o. Propomos a 

elabora­«o de um modelo epistemol·gico alternativo para ser utilizado no ensino de t·picos de AL, 

que enfatize o trabalho do matem§tico com intuito de fazer avan­ar a compreens«o humana das 

matem§ticas e em melhorar a comunica­«o da compreens«o.  

A partir desta ideia pretendemos dar oportunidade de se tornarem atores em nossas 

constru­»es a respeito da AL, pois os alunos, constantemente confrontam as ideias em seus pr·prios 

pensamentos e os de seus pares, tornando as abstra­»es "quase concretas" para eles. Gasc·n (2003b) 

as OD construtivistas se caracterizam por contextualizar a atividade de resolver problemas 

matem§ticos em uma atividade ampla, pois considera a aprendizagem como um processo ativo de 

constru­«o do saber, a partir de fases determinadas e que depende do saber adquirido anteriormente.  

Nesse sentido, baseado em notas de aula de Guerra (2014), propomos um (MER) para se 

ensinar (AL), que utiliza como tecnologia o estudo qualitativo de sistemas lineares, a partir de uma 

abordagem hist·rico-epistemol·gica em consultas a obras originais dos s®culos XIV, XVII, XVIII, 

XIX e XX.  

A matemática escolar tanto no ensino básico como no superior se estrutura por meio de 

modelos. Tais destes modelos, estão presentes na praxeologia espontânea de alguns professores de 

matemática e, consequentemente suas práticas docentes não são questionadas por eles. 

Ressaltar que o MER tem uma car§ter provis·rio, ou seja, uma hip·tese a ser contrastado com os 

dados emp²rica e estar§ sujeito a modifica­»es permanentes, logo n«o ® algo fechado, logo ser§ um modelo 

dito relativo, j§ que na (TTD) Chevallard (1985, 1991a) revela que n«o existe um sistema privilegiado, 

absoluto, para se observar e analisar a vida institucional, tanto intra como inter institucional das OM. 
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No modelo utilizaremos a motiva­«o geom®trica, pois a Geometria foi e ® uma parte central 

da matem§tica, potencialmente rica em questionamentos e que nos ajuda a compreender tais objetos 

em estudo, pois d§ aos conceitos um fundo intuitivo e pode auxiliar.  

Os tipos de organiza­»es praxeol·gicas: pontuais, locais, regionais e globais, s«o 

organiza­»es matem§ticas (MATHERON, 2000) que possuem caracter²sticas pr·prias. Cada uma 

possui um grau de complexidade conforme a especificidade da produ­«o matem§tica, ou melhor, da 

obra matem§tica produzida culturalmente. Nessa produ­«o da obra matem§tica (manual, cartas, livro, 

artigo, etc.) a atividade matem§tica apoia-se na realidade social e cultural de diferentes ®pocas. De 

certa forma, a obra matem§tica produzida precisa ser legitimada pelas comunidades cient²ficas, 

por®m, h§ aquelas que a legitima­«o vem das pr§ticas sociais (GUERRA; SILVA, 2014), no sentido 

de Bourdieu (2013) ® o habitus24 que a torna culturalmente v§lida.   

O car§ter institucional das praxeologias, inicia-se pela organiza­«o praxeologia pontual, isto 

®, aquelas que giram em torno de um ¼nico tipo de tarefa T, denotada por [T/ /ɗ/Ū] (CHEVALLARD, 

1997, 1998). O agregamento de v§rias praxeologias pontuais leva ao surgimento da organiza­«o 

praxeol·gica local, denotada por [Ti/ i/ɗ/Ū]. Nas organiza­»es praxeol·gicas locais, o trabalho da 

t®cnica   e o alcance que esta ter§ sobre os tipos de tarefas T ser«o fundamentais. Por exemplo, a 

t®cnica que soluciona, facilmente, a tarefa t1,1 (resolver a equa­«o x ï 3 = 0) tem alcance imediato, 

sobre a tarefa t2,1 (resolver a equa­«o 2
1/2x ï 61/2 = 0, se x  ɸᴙ)? Compreenda-se que a tarefa t1,1 

pertence a um tipo de tarefas T1 e a tarefa t2,1 ao tipo de tarefas T2. Ent«o, quando v§rias organiza­»es 

praxeol·gicas locais se agregam, em torno de uma determinada tecnologia ɗ, origina-se a organiza­«o 

praxeol·gica regional25, denotada por [Tij/tij/qj/Q]. Nesse tipo de organiza­«o praxeol·gica a 

tecnologia ɗ comanda o bloco praxeol·gico, ou seja, prevalece o discurso racional da t®cnica. O 

entorno mais complexo vem por meio do agrupamento de organiza­»es praxeol·gicas regionais, que 

est«o em torno do discurso justificativo da tecnologia ɗ, algo mais refinado e complexo, ® a teoria Ū 

que prevalece o bloco praxeol·gico, denotado por [Tijk/tijk/qjk/Qk] (CHEVALLARD, 1997, 1998). 

Matheron (2000) ao retomar as ideias propostas por Chevallard (1997) no artigo intitulado 

Analyser les Prax®ologies: quelques exemples d'organisations math®matiques de OMôs (pontual, 

local, regional e global).  

A Organiza­«o Matem§tica Pontual (OMP) possui o bloco praxeol·gico centrado em um 

¼nico tipo de tarefa T, denotado por [T,  , ɗ, Ū]. Esse tipo de OM ® explificado pelo tipo de tarefa T:  

ñ[...] construir uma quarta proporcional  para tr°s comprimentosò (MATHERON, 2000, p. 56, 

                                                 
24 [...] sistemas de disposi­»es dur§veis e transpon²veis, estruturas estruturadas predispostas a funcionar como estruturas estruturantes, 

ou seja, como princ²pios geradores e organizadores de pr§ticas e representa­»es, ou seja, como princ²pios geradores e organizadores 
de pr§ticas e representa­»es [...] (BOURDIEU, 2013, p. 87).   
25 Fundamentaremos a diante. 



 

90 

 

tradu­«o nossa). Matheron (2000) extraiu esse tipo de tarefa T relativo ¨ aplica­«o do Teorema de 

Tales. Definiu a quarta proporcional assim: ñChama-se quarta proporcional para tr°s n¼meros a, b e 

c o n¼mero x tal que: a/b = c/xò (MATHERON, 2000, p. 56, tradu­«o nossa). Nota-se que a 

propriedade fundamental da propor­«o est§ em jogo nesse tipo de tarefa. 

 Uma Organiza­«o Matem§tica Local (OML) se origina do agrupamento de diferentes OMP 

ao redor do elemento tecnol·gico (em Matheron (2000), ñTeorema de Talesò). Esse agrupamento de 

OMP faz com que v§rios tipos de tarefas se agrupem e, em torno destes, a t®cnica   tem que realizar 

seu trabalho para solucionar as tarefas ti (ti ɸ Ti). O bloco praxeol·gico [Ti/ i/ɗ/Ū] denota uma OML. 

Matheron (2000) ilustra tr°s tipos de tarefas Ti de uma OML vinculada ao Teorema de Tales: óT1 = 

calcular comprimentos nos tri©ngulos em ñsitua­«o de Talesò; T2 = construir um segmento de 

comprimento a/b vezes o comprimento de um segmento dado; T3 = determinar um coeficiente de 

amplia­«o ou de redu­«o de §rea ou de volumeô (Ibidem, p. 59, tradu­«o nossa). 

As OM ao atingirem o n²vel das OML, a tecnologia ɗ j§ manifesta sua presen­a com 

intensidade, mas ® a t®cnica   (ou as t®cnicas) que ainda prevalece (prevalecem). £ ao n²vel da 

Organiza­«o Matem§tica Regional (OMR) que a tecnologia ɗ assume no bloco praxeol·gico com 

grau maior de relev©ncia, por isso, denota-se esse bloco por [Tij/ ij/ɗj/Ū] (MATHERON, 2000). Nas 

OMR a teoria Ū ganha maior dimens«o, porque a tecnologia ɗj tem que ser justificada e quem faz 

isso ® a teoria.  As OMR surgem por interm®dio das OML e o grau de complexidade das OM ® 

ampliado. Matheron (2000) utiliza fragmentos de uma obra de 1964, do programa pertencente ao 

sistema de ensino franc°s, para ilustrar a dial®tica tecnol·gico-te·rica das OMR, mas ele pontua que:  

 

N«o ® poss²vel reproduzirmos todos os elementos que permitem fundamentar 

a descri­«o da organiza­«o matem§tica regional exposta aqui: seria necess§rio 

mencionar uma grande quantidade de p§ginas, assuntos e exerc²cios desta obra [...] 

(MATHERON, 2000, p. 62, tradu­«o nossa).    

 

A organiza­«o das pr§ticas, ditas de organiza­»es matem§ticas OMP, OML, OMR e at® em 

uma OMG (organiza­«o matem§tica global) se d§ por articular as pr§ticas, com objetivo de tornar as 

coisas compreens²veis, dotando-as de um discurso, de modo a se trabalhar as pr§ticas mas em um 

n²vel de complexidade levando o sujeito ao encontro do saber.  

Pelas palavras de Matheron(2000), abstra²mos que as OM possuem um grau de complexidade 

crescente. A expans«o dessa complexidade aparece na OMR, na qual os objetos matem§ticos possuem 

certo refinamento te·rico, mas a compreens«o desse refinamento vem sob a ®gide da tecnologia ɗj, 

ou seja, a teoria Ūᵼɗj.  

As Organiza­»es Matem§ticas Globais (OMG) s«o as que atingem o n²vel te·rico. A teoria Ūk 
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assume o bloco praxeol·gico, denotado por [Tijk/ ijk/ɗijk/Ūk] (MATHERON, 2000). As OMG surgem 

do agrupamento de v§rias OMR. Por®m esse agrupamento ocorre por meio de elementos te·ricos 

diferentes, os quais agrupam as tecnologias ɗj das OMR. As OMG possuem um elevado grau de 

abstra­»es, que nos permite refinar e sofisticar os objetos matem§ticos. As OMG podem ser obras 

produzidas no ©mbito da sociedade, fruto da cultura de diferentes ®pocas. Um exemplo disso, ® a obra 

ñLes fondements de la g®om®trieò [Os fundamentos da Geometria] de Hilbert (MATHERON, 2000), 

que revisa a Geometria euclidiana de forma geral.  

As praxeologias matem§ticas n«o surgem de forma instant©nea nem t«o poucos ficam prontas 

de uma ¼nica uma vez, na verdade ® um trabalho complexo e continuado que pode durar muito tempo. 

Surgindo ent«o os aspectos insepar§veis do trabalho matem§tico, por um lado, o processo de 

constru­«o matem§tica, isto ®, o processo de estudo, e por outro o resultado desta constru­«o, isto ®, 

a praxeologia matem§tica (DELGADO, 2006). 

Desenvolveremos sucessivas OMD, com a ideia de cada uma delas complementar a outra, isto 

®, articulando saberes matem§ticos. Com a ideia de conectar objetos matem§ticos estudados pelos 

alunos no ensino b§sico, como por exemplo, sistemas lineares e matrizes, e ir apresentando objetos 

matem§ticos como m®todo da elimina­«o de Gauss, espa­os vetoriais, combina­«o linear, base e 

dimens«o. Partiremos como Euler (1750), pelo estudo qualitativo de sistemas lineares.  

Nossa OMD ser§ apresentada por meio de um sistema de tarefas de acordo com a TAD, com 

tarefas engendradas a partir do g°nero de tarefas estudar qualitativamente sistemas lineares, 

caracterizando uma OMR. 

 

4.2 PROPOSTA DO MER 

 

Postulamos nesta proposta, ap·s nos embasarmos nas ideias de diversos autores, que 

apresentaram em trabalhos suas dificuldades de ensinar AL e propostas para o ensino em uma IES. 

Dorier (1990) revela que as dificuldades dos alunos franceses em interpretar os conceitos formais da 

teoria dos espa­os vetoriais, em rela­«o aos conceitos relacionados a Geometria ou sistemas lineares, 

sendo 40% dos alunos relatam dificuldades relacionados a abstra­«o.  

Nosso MER tem inspira­«o no ensino da AL para licenciatura, na perspectiva de compreender 

que papel a AL ñjogaò para o ensino b§sico. A ideia foi pensarmos em uma estrutura m²nima de 

entendimento sobre a nossa vers«o de saber, sendo nosso jeito de pensar e fazer, em rela­«o ao ensino 

de objetos da AL para o ensino b§sico. Neste sentido fora criado uma nova OMD, que para atender 

nosso prop·sito, de articular com o ensino b§sico, por meio do estudo qualitativo de sistemas lineares, 

que n«o ® estudado no ensino b§sico, pois ao nosso ver n«o se disp»e de pr§ticas para isso, a n«o ser 

por determinantes, que ® uma t®cnica limitada, baixo alcance, para ser introduzido na forma­«o de 
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futuros professores, no sentido da compreens«o do objeto da matem§tica b§sica. Ou seja pensamos 

em um modelo para resolver um problema do ensino b§sico, mas tamb®m na forma­«o de professores, 

isto ®, com impacto direto na forma­«o de professores, j§ que sistemas lineares ® um dos problemas 

da AL, conforme (DORIER, 1997, 1999, 2000; KARRER, 2006; LAUGWITZ, 1974; HAREL, 1990; 

WAWRO et al., 1974). 

Nesta proposta h§ condi­»es para que esta organiza­«o praxeol·gica funcione, como um 

sistema did§tico, ou seja, quando formos coloc§-lo em pr§tica durante as sess»es do PER, este estar§ 

sujeito a novas condi­»es/restri­»es e ao final do processo de estudo, conforme a TAD, este ser§ 

ñconclu²doò. Esta estrutura m²nima de entendimento, se faz necess§ria para nos guiar perante o 

enfrentamento de tarefas e dos questionamentos que surgir«o durante o processo de estudo, com um 

conjunto de pr§ticas com menos abstra­«o, que conforme as pesquisas correlatas, representa um 

obst§culo ao processo de ensino. 

Um sistema did§tico ╢  possui tr°s elementos principais, uma equipe X (grupo de alunos de 

uma classe, etc.), uma equipe Y (professores formadores, pesquisadores de um grupo de cientistas, 

etc.) e uma quest«o  . Denota-se esse sistema did§tico por: S (X; ;ɲ א ). Compreenda-se que X ® 

uma equipe que estuda a quest«o   e, orientando o estudo da equipe X, em rela­«o  , est§ a equipe 

de diretores de estudo Y. Para Chevallard (2001, p. 5, tradu­«o nossa): ñO funcionamento de S (X; ;ɲ 

  .gera ent«o uma resposta R, fragmento de uma organiza­«o em constru­«o: S(f;   ;  ) ê Rò ( א

Segundo Delgado (2006) o processo de estudo deve emergir tipo de problemas e uma t®cnica 

para se enfrentar tal problema, que ir§ evoluir para uma t®cnica mais confi§vel, segura, econ¹mica e 

que tenha um maior alcance. Mas para isto precisa-se estabelecer um tempo de estudo relativamente 

amplo, j§ que o trabalho do matem§tico de desenvolver§ em v§rios encontros sucessivos e que se 

deve ter uma quest«o geratriz Q0. A TAD nos diz que Q0 deve ter um potencial de gerar outras 

quest»es Qi engendradas a esta. Portanto a partir de uma raz«o de ser, por exemplo o porqu° do estudo 

de sistemas lineares, o estudo a partir de Q0, pode ser vivenciada pelo membros de uma comunidade 

de estudo de forma din©mica, pois esta ® uma motor para a atividade matem§tica. 

A elabora­«o da resposta R mobiliza saberes antigos e novos, geralmente, respostas de obras 

ὕ  (livros textos, artigos, disserta­»es, teses doutorais, etc.): R1, ... , Rn (CHEVALLARD, 2001). As 

obras ὕ  constituem um milieu [meio] para elabora­«o de R. Ap·s essa breve explica­«o sobre um 

sistema did§tico S, podemos iniciar nossas discuss»es direcionadas a pedagogia e a metodologia do 

parcours dô®tude et de recherche (PER) (CHEVALLARD, 2009a, 2011). 

 Por fim, o PER surge monodisciplinar ou bidisciplinar, associado ao esquema herbatiano26: 

 ê  ¨. Essa ® a forma n«o desenvolvida desse esquema, que cont®m o sistema(ìM ( א ;   ;  )  )

                                                 
26 Em homenagem ao filosofo alem«o Johann Friedrich Herbart. 
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did§tico ╢ , o milieu27 M e a resposta esperada  ¨ (CHEVALLARD, 2009a, 2009b). Na metodologia 

do PER, o esquema herbatiano ® aplicado em sua forma desenvolvida:  

  

 ì {Ὑ ( א ;   ;  ) ]  
ГȟὙГȟȣȟὙГȟὙГ  ȟὕ ȟȣȟὕ}]ê   ̈

 

 Nessa forma, o esquema herbatiano revela a complexidade do milieu M = 

{Ὑ 
ГȟὙГȟȣȟὙГȟὙГ  ȟὕ ȟȣȟὕ}. Os ὙГ (ñ  contrasteò) s«o respostas prontas e legitimadas 

institucionalmente, na TAD, diz-se que elas receberam um ñseloò institucional. A an§lise das reposta 

ὙГ Ὑ 
ГȟὙГȟȣȟὙГȟὙГ   poder§ levar ¨ elabora­«o da resposta esperada  ¨ (CHEVALLARD, 

2009a, 2009b). Entretanto, h§ as respostas R provenientes das obras O= ὕ ȟȣȟὕ }, da cultura. 

Da an§lise dessas obras O podemos ter R = ὙГ e, por conseguinte, elaborar a resposta esperada  ¨ 

(CHEVALLARD, 2009a). 

 Os elementos do esquema herbatiano desenvolvido, prop»e uma metodologia da did§tica da 

investiga­«o codisciplinar, cujo o centro das aten­»es ® a quest«o  , que dever ser respondida por X 

(uma classe, uma equipe de alunos, uma equipe de pesquisadores, etc.) mediante a elabora­«o de um 

resposta R, mas sob a orienta­«o de Y (diretor ou conjunto de diretores de estudo) (CHEVALLARD, 

2009a, 2009b). Em algumas investiga­»es, o sistema did§tico do PER assume a forma S (X; ;ɲ א ), 

ou seja, Y = .ɲ £ nesse tipo de sistema did§tico que a metodologia do PER confere legitimidade ao 

pesquisador, quando este estuda as obras O necess§rias para fundamentar uma pesquisa em 

desenvolvimento, assim teremos X = {x1}. Essa configura­«o de Y =  ɲ e X = {x1}, compreendemos 

como a metodologia de um PER ñsolit§rioò. Esse PER ñsolit§rioò, ocorre, quando os autores deste 

tese prop»e construir uma proposta de MER. 

 Segundo Chevallard (2009a), para que um PER ocorra, razoavelmente, ® necess§rio que a OD 

concebida ou observada pare­a objetivar (no primeiro caso) ou manifestar (no segundo caso) um 

n¼mero de condi­»es que afetem simultaneamente a mesog°nese, a topog°nese e a cronog°nesis. Vou 

discutir aqui essas propriedades, deliberadamente formais, come­ando com a mesog°nese, a 

fabrica­«o do milieu M, ou seja, pensamos na palavra enriquecer o milieu, oferecendo materiais 

adequados e submeter cada uma das respostas Rö
i , que comp»e a resposta RǄ  em prepara­«o, a prova  

de uma dial®tica da m²dia e do milieu necess§rio. A primeira condi­«o para satisfazer: M n«o est§ 

"pronto"; ele ® constituido a partir de  v§rias produ­»es  externas ¨ classe e internas ̈  ela. Estas 

¼ltimas incluem as respostas dadas pelos alunos Rx  possivelmente a partir de suas pr·prias atividades, 

a resposta Rx a ser considerada, em refer°ncia ao regime de Herbart, como "Selada",  ipso facto por 

                                                 
27 A tradu­«o de millieu ® meio em L²ngua Portuguesa, mas a compreens«o e significado de um milieu, na Did§tica da 

Matem§tica francesa, ® muito mais amplo que o significado de meio. 
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seu proponente, x ele pr·prio, da mesma forma que RǄ  ser§ carimbada pela classe [X, Y]. Note a este 

respeito que o milieu 

M = {Rö1, Rö2, é, Rön, On+1, é, Om } 

 A condi­«o mesogen®tica recuperada est§ associada com uma condi­«o relativa ¨ topog°nese: 

a constitui­«o do milieu M ® da classe [X,Y], e n«o s· de Y. O topos est§ relacionado com a posi­«o 

de X e de Y na institui­«o, que denotamos por ɂ. Chevallard (2009) relata que os topos dos alunos 

pode elaborar uma resposta pessoal Rx (como ele far§ classicamente quando produzir sua solu­«o de 

tal problema dado ¨ investigar por Y), como tamb®m pode propor introduzir em M qualquer obra que 

ele deseje, por meio da literatura que dispor. Esta mudan­a no topo dos alunos, corresponde a uma 

mudan­a significativa no topo do diretor do estudo.  

Por fim para se trabalha na metodologia de um percurso de estudo, na constitui­«o e o 

"trabalho" do milieu M, demanda um tempo. A cronog°nese ® o que distingue um PER, em princ²pio, 

dos mais facilmente identific§veis epis·dios did§ticos usuais na escola, havendo assim uma dilata­«o 

do tempo did§tico (cronog°nese),  j§ que precisa trabalhar M para produzir RǄ.  

 O PER nessa forma­«o inicial assume tr°s principais sistemas did§ticos, que denotaremos por 

S1 e S2 e S3. O Sistema auxiliar S1 orienta os estudos do pesquisador na elabora­«o do MER, dizemos 

que ® do tipo ╢ 1(X; ;ɲ 1 א), no qual X = {x1} e x1 simboliza o pesquisador estudando e elaborando o 

MER. A quest«o 1 א compreende uma fam²lia de quest»es do tipo: 1,0 א: Como elaborar um modelo 

epistemol·gico de refer°ncia para questionar e analisar o modelo dominante da Ćlgebra Linear 

institucionalizado na forma­«o inicial de professores de matem§ticas? 1,1 א: Por que questiono esse 

modelo dominante? 1,2 א: Quais as obras que tenho que estudar? 1,3 א: Quais condi­»es e restri­»es 

tenho para elaborar esse MER? 1,4 א: Quais tipos de tarefas T s«o problem§ticos? 1,5 א: Quais 

t®cnicas Ű devo recorrer ou elaborar para solucionar as tarefas t  ɸT?   

 O sistema did§tico auxiliar S2, o qual ser§ tratado no cap²tulo VI constitui as etapas de sala de 

aula, denotaremos por ╢ 2(X; Y; 2 א). Nesse sistema did§tico, X = {x2,1; x2,2; x2,3; ... ; x2,n}, s«o os 

alunos em forma­«o inicial do curso Licenciatura em Matem§tica do IFPA; Y = {y1}, representa o 

professor ministrante da disciplina AL (diretor de estudo). A quest«o 2 א, desdobra-se em quest»es 

 etc., que neste PER para efeito de organiza­«o ser§ a Q0, Q1,....., Qi. Al®m disso, s«o ,2,2 א ,2,1 א ,2,0 א

essas quest»es que auxiliar«o o pesquisador a formular a resposta ·tima (esperada)  ¨ de nossa tese 

doutoral, cujo sistema did§tico, denota-se por ╢ (X; Y;  ), no qual X = {x1} = doutorando, Y = {y1} 

= orientador e   = Q0, quest«o norteadora da tese doutoral (CHEVALLARD, 2009a, 2009b). 

 O terceiro sistema did§tico auxiliar, S3(X2; Y; Q3), apresentado no cap²tulo VI, possibilitou aos 

diretores de estudo dialogar sobre o bloco do saber-fazer ([T, Ű]) da TAD. A quest«o est§ assim 

anunciada: Q3: Como esses futuros professores selecionam os tipos de tarefas T para ensinar Ćlgebra 
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Linear no Ensino Superior? (Etapa final do processo de forma­«o). Espera-se que o milieu M esteja 

estabelecido e exista a confian­a entre o conjunto X2 e Y. As sess»es presseguir«o, porque a quest«o 

norteadora Q engloba as tr°s quest»es j§ anunciadas (Q0, Q1 e Q2) e oportuniza a formula­«o de outras 

quest»es no decurso dessas sess»es do PER.  

Consideremos nossa proposta de MER como um instrumento que nos auxilia a descrever e 

analisar do modelo epistemol·gico dominante na institui­«o que iremos analisar, nos possibilita ainda 

a identificar as condi­»es ou restri­»es presentes no modelo.   

£ necess§rio compreender as OMôs propostas no MER como um complexo intelig²vel de 

praxeologias, sendo que tal constru­«o n«o se deve dar de forma espont©nea, mas responder a uma 

quest«o institucional que constitui as raz»es de ser da organiza­«o matem§tica ou extra matem§tica. 

Para a educa­«o matem§tica n«o ® suficiente descrever e caracterizar o modelo da AL 

dominante em uma institui­«o de ensino. Tamb®m ® necess§rio tom§-lo como um objeto de estudo 

como um fato emp²rico para explicar e, para isso, ® necess§rio elaborar, previamente, um modelo de 

ensino de t·picos de AL e us§-lo como um MER para reformular a no­«o de estudar AL em uma 

determinada institui­«o.  

No processo de constru­«o do modelo foi levado em considera­«o a origem hist·rica e 

epistemol·gica da AL de modo a interpretar esta disciplina como algo n«o tanto abstrato como 

predomina no ensino no IFPA. Esta interpreta­«o nos permitiu explicar alguns fen¹menos hist·ricos 

importantes, como o processo que Euler no s®culo XVIII usava para estudar sistemas. 

A proposta de um MER constru²do neste cap²tulo serviu para analisar as pr§ticas no ensino de 

AL no IFPA e para analisar as organiza­»es matem§tica (OM) presentes na obra adotada por 

professores desta disciplina no IFPA, aonde propomos articular o estudo de sistemas e o de 

combina­«o linear como tecnologias para justificar as t®cnicas para se ensinar AL em um curso de 

forma­«o inicial de professores, partindo de uma quest«o geratriz global, que ser§ a mesma utilizada 

no processo de estudo e pesquisa.   

Garcia et al. (2006) relatam que as praxeologias matem§ticas n«o emergem de repente em uma 

institui­«o, portanto n«o h§ uma forma definitiva, pois tais praxeologias s«o o resultado de uma 

atividade complexa e cont²nua, onde algumas rela­»es invari§veis, que podem ser modeladas, existe.  

Nessa perspectiva nossa quest«o se configura como: Q0 ® a seguinte: Qual(is) objeto(s) 

matem§tico(s) podem ser mobilizados para se estudar AL, no que diz respeito ao estudo dos espa­os 

vetoriais, em um curso de gradua­«o de professores de matem§tica?   

O modelo que propomos neste capítulo, que segundo Delgado (2006) é provisório e relativo, 

nos possibilitando de certa forma julgar o mundo dos saberes e, como tal, ® necess§rio deixar claro 

que est§ longe de ser um modelo definitivo. A ideia ® propor praxeologias que podem ser interpretadas 

para evoluir a atividade matemática de construção dos espaços vetoriais e transformações entre 
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espaços, pois ao manipularmos num processo de modelização28 matemática os sistemas lineares 

podemos revelar uma novo modo de fazer e de pensar AL, sem o formalismo criticado por autores 

que se preocupam com o ensino desta disciplina como Jean Luc Dorier. Sendo assim, o MER permite 

integrar estes tipos de praxeologias em uma atividade que caracterizamos como regional que será 

descrita a seguir por uma OM que mostra um itinerário diferente. 

Nossa proposta de modelo ® situado, pois em que condi­»es acontece. Inicialmente quando 

nosso aluno ® hipot®tico, pois quando proposto como uma obra em nosso PER, para alimentar o 

milieu, haver§ outras condi­»es e restri­»es, que n«o foram pensadas neste momento. Ent«o, quais 

condi­»es teremos que criar para que a pr§tica seja execut§vel pelo aluno, logo tra­amos um caminho 

para se pensar ¨s pr§ticas, que seja articulada para se ter uma compreens«o sobre esta.  

As minhas an§lises se deram utilizando os momentos did§ticos, que entendemos como um 

processo em que os alunos de X devem ser submetidos de modo que o processo de ensino se 

desenvolva. Segundo Delgado (2006), a considera­«o de v§rios processos de constru­«o matem§ticos 

permitem detectar aspectos invariantes presentes em todos, isto ®, dimens»es que estruturam qualquer 

processo de constru­«o matem§tica, relativamente, independentemente, de suas caracter²sticas 

culturais, social, individual ou outras ²ndole. A no­«o de momento did§tico ® utilizada no sentido 

cronol·gico como no sentido de dimens«o da atividade.   

A constru­«o do modelo levou em considera­«o os momentos de estudo proposta na TAD. 

Chevallard, ressalta que uma boa gest«o de estudo exige que cada um dos momentos did§ticos se 

realize num bom momento. Um momento de estudo se realiza, geralmente, v§rias vezes sob a forma 

de uma multiplicidade de epis·dios manifestada no tempo. Sob este ponto de vista, notaremos que a 

ordem colocada abaixo, sob os diferentes momentos did§ticos s«o primeiramente uma realidade 

funcional de estudo, antes de ser uma realidade cronol·gica que ocorre em situa­«o real de sala de 

aula. 

O primeiro momento de estudo ® aquele do primeiro encontro com a organiza­«o do objeto 

em estudo. Este encontro pode acontecer de v§rias maneiras, mas o encontro ou reencontro ® 

inevit§vel, salvo se o aluno se mant®m na superficialidade. O primeiro encontro com o objeto O pode 

acontecer por meio do tipo de tarefa Ti, relativa ao objeto O. Cabe destacar que de uma maneira mais 

geral, existe nas pr§ticas did§ticas correntes uma enorme gama de formas hibridas de 1Ü encontro, ou 

uma refer°ncia cultural assumida de forma incompleta que se alia a um grau vari§vel com uma 

introdu­«o ñem situa­«oò ou mais ou menos adequado aos planos epistemol·gicos e cognitivos. 

O segundo momento ® aquele da explora­«o do tipo de tarefas T, e da elabora­«o de uma 

t®cnica Ű relativa a um tipo de tarefa. Na realidade, o estudo e a resolu­«o do problema de um tipo 

                                                 
28 Cf. Bon (2011), a modeleliza­«o ® vista como processos de reconstru­«o e articula­«o de OM de complexidade 

crescente, que partem das raz«o de ser que motivam seus estudos.  
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determinado v«o junto com a constitui­«o de ao menos uma t®cnica mais desenvolvida a qual poder§ 

eventualmente emergir. Assim, estudar problemas ® um meio que permite criar e aperfei­oar uma 

t®cnica, tornando-a de seu dom²nio. T®cnica que ela mesma ser§ em seguida um meio de resolver de 

maneira quase rotineira os problemas do mesmo tipo. 

O terceiro momento de estudo ® aquele da constru­«o do bloco tecnol·gico-te·rico [ɗ/Ū] 

relativo ¨ t®cnica. De uma maneira geral esse momento ® uma inter-rela­«o estreita com cada um dos 

outros momentos. Assim, desde o 1Ü momento com o tipo de tarefa, j§ fazemos uma rela­«o como o 

bloco [ɗ/Ū] anteriormente elaborado ou com fragmentos de um bloco a criar que se precisar§ em uma 

rela­«o dial®tica com a emerg°ncia da t®cnica. Por vezes as estrat®gias de estudo tradicional fazem, 

em geral, desse 3Ü momento a primeira etapa de estudo.  

O quarto momento ® aquele da institucionaliza­«o, que ter por objetivo precisar elementos 

te·ricos da Organiza­«o Matem§tica elaborada, distinguindo notadamente, os elementos que 

concorreram a sua constitui­«o, e de outra parte, os elementos que far«o de maneira definitiva parte 

da Organiza­«o Matem§tica desejada. Neste momento se tem uma oficializa­«o de uma praxeologia 

matem§tica desconectada da hist·ria. 

O quinto momento ® aquele do trabalho da t®cnica, em particular, de aplica­«o das t®cnicas 

criadas. £ o momento de testar as t®cnicas e de verificar a confiabilidade das mesmas qualitativamente 

como tamb®m quantitativamente. 

O sexto momento ® o momento da avalia­«o que se articula ao momento da 

institucionaliza­«o. Na pr§tica, esse ® o momento onde devemos parar para refletir onde independente 

dos crit®rios de julgamento, examinamos o que quer²amos ensinar e o que foi aprendido. Podemos 

dizer que o momento da avalia­«o permite avaliar o que quer a organiza­«o matem§tica em estudo e 

tamb®m as compet°ncias desenvolvidas.  

Teremos sistemas de tarefas, que ® como traduzimos a compreens«o sobre um objeto, 

dispostos em tipos de tarefas T, propostos para um curso de gradua­«o em matem§tica, ent«o, apenas 

para fazer os alunos relembrarem em seu equipamento praxeol·gico, o objeto sistemas lineares, 

partiremos para o tipo de tarefas T1, sendo esta tipicamente familiar para o aluno (hipot®tico) at® 

ent«o, que ® resolver um sistema linear bem simples 2x2 e em um n²vel de complexidade crescente.  

A ideia ® iniciar com tarefas sobre sistemas lineares bem simples, para fazermos com que os 

alunos atinjam a arte da pr§tica29, para em seguida resolver tarefas cada vez mais complexas. Fica a 

cargo do professor passar sistemas simples para fazer recordar este objeto nas mem·rias dos alunos. 

Na proposta do PER desenvolvida no cap²tulo seguinte, pretendemos com este objeto matem§tico, 

revelar que para se estudar AL ® necess§rio estudar qualitativamente os sistemas lineares.  

                                                 
29 As tarefas n«o s«o mais um problema para os alunos. Isto ®, deixaram de ser problem§ticas. Tornaram-se rotineiras. 
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Apresentaremos as condições e restrições durante a construção do modelo. Uma condição (Cɝ) 

inicial C1 é que os alunos (hipotéticos) tenham em sua infraestrutura matemática sobre sistemas 

lineares, para que aconteça o estudo, por isto iniciamos com T1, pois este MER será validado em uma 

turma de graduandos, portanto uma restrição (Kɝ), a precariedade da infraestrutura matem§tica do 

ensino b§sico, que se limita a bloco da pr§xis mas no PER deve aparecer é que os alunos graduando 

não viram AL. O estudo implicar§ em novas condi­»es, que ter«o que ser consideradas pelos atores 

da comunidade de estudo, posto que o aluno n«o ser§ mais hipot®tico, que viver§ esta organiza­«o.  

Uma outra condição C2 é o tempo livre que tivemos para construir, que no PER se torna uma 

restrição inicial (K1). A condição C3 é que se tenha um certo domínio do estudo qualitativo dos 

sistemas, principalmente o método da substituição e eliminação. Uma C4 é que supõem-se que os 

alunos tenham visto matrizes e suas operações e vetores, que na hora da ação da OM pode se tornar 

uma restrição. Uma C5 é que que os alunos devem em seu equipamento praxeológico 30os métodos 

da adição e comparação, que praticamente foi extinto das obras atuais de ensino básico. Uma C6 é 

necessário representar os sistemas como um conjunto de vetores (matriz coluna) no R² e no R³.    

As OMP foram agrupadas por intermédio da tecnologia q, que justifica as técnicas t, 

resultantes da resolução de sistemas lineares e estas técnicas t, quando mobilizadas, permitem 

resolver os tipos de tarefa T dessas OMP, pois ainda está no nível do assunto. Então, do agrupamento 

dessas várias OMP surge uma OML, que está no nível do tema (resolver sistemas lineares). Nossa 

proposta é caracterizar esta organização como OMR, pois esta presente o setor (estudar 

qualitativamente os sistemas lineares) corresponde a uma organiza­«o maior ap·s a fus«o das OMP 

e OML tem-se uma OMR, como segue: 

Neste momento h§ um processo de reconstru­«o da OM, que deve conter momentos 

explorat·rios onde a tecnologia (m®todo da elimina­«o e substitui­«o) ir§ justificar t1.  

G°nero de tarefa: estudar qualitativamente os sistemas lineares 

T1: Resolver o sistema linear m x n. A raz«o de ser: estudo qualitativo dos sistemas lineares.  

 t1: Resolver o sistema linear S4 (4 linhas e 4 vari§veis).a seguir, pelo m®todo da elimina­«o e 

substitui­«o. 

           t1: Utiliza­«o do m®todo da substitui­«o e elimina­«o. 

 Sistema S4 (momento do trabalho da t®cnica) 

          x1 + x2 + x3 + x4 = 7                                (E41) 

         x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 8                     (E42) 

         x1 + 2x2 + 3x3 + 3x4 = 9          (E43) 

         x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 10         (E44) 

                                                 
30 O equipamento praxeol·gico de uma pessoa corresponde a seu universo cognitivo relativo a um dado objeto, isto ®, 

um conjunto de pr§ticas que uma pessoa tem em rela­«o a um dado objeto. 
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Isolando-se x1 na equa­«o E41, temos: x1 = 7 ï (x2 + x3 + x4) e substituindo x1 na equa­«o E42. 

         x1 = 7 ï (x2 + x3 + x4) 

         7 ï (x2 + x3 + x4) + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 8 

         x1 + 2x2 + 3x3 + 3x4 = 9 

         x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 10  

Substituindo x1 nas equa­»es E43 e E44, e reduzindo os termos semelhantes, tem-se:  

       x1 = 7 ï (x2 + x3 + x4)        (E411) 

       x2 + x3 + x4 = 1         (E421) 

       x2 + 2x3 + 2x4 = 2        (E431) 

       x2 + 2x3 + 3x4 = 3        (E441) 

Simplificando os termos semelhantes e isolando x2 na equa­«o (E421), temos: 

 x2 = 1 ï (x3 + x4) 

Substitui-se x2 = 1 ï (x3 + x4) nas equa­»es E431 e E441: 

       x1 = 7 ï (x2 + x3 + x4) 

       x2 = 1 ï (x3 + x4)  

       x3 + x4 = 1  =>          x3 = 1 ï x4 

       x3 + 2x4 = 2  

Trabalhando com as duas ¼ltimas equa­»es, temos:  

       x1 = 7 ï (x2 + x3 + x4) 

       x2 = 1 ï (x3 ï x4)  

       x3 = 1 ï x4         (E432) 

       x3 + 2x4 = 2         (E442) 

Substituindo x3 = 1 ï x4 na equa­«o E442, temos: 

        x1 = 7 ï (x2 + x3 + x4) 

        x2 = 1 ï (x3 ï x4)  

        x3 = 1 ï x4 

        x4 = 1  

Observando para a equa­«o E442 chegamos em um sistema 1 por 1, onde o valor de uma 

var§vel ® encontrado facilmente, que ® x4 = 1. Logo S = {(6,0,0,1)} ® a solu­«o deste sistema. 

         x1 + x2 + x3 + x4 = 7 

                x2 + x3 + x4 = 1  Sistema escalonado                                     (S4
9) 

                        x3 + x4 = 1 

                                x4 = 1  
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 A q1 ® o estudo qualitativo de sistemas lineares, que se d§ pela aplica­«o do m®todo da 

elimina­«o e substitui­«o. Nesta proposta de MER, criar OMR, onde a tecnologia ir§ articular e 

coordenar as t®cnicas, assim deve conter o trabalho da t®cnica e seu progressivo desenvolvimento, 

pois fazemos as tarefas se tornarem rotineiras, inicialmente, para conseguinte provocarmos um 

desenvolvimento progressivo dessa t®cnica t1, gerando assim t®cnicas novas para a comunidade de 

estudo (momento tecnol·gico te·rico).     

Na forma triangular a solu­«o de, que chamaremos S49, (pois o sistema foi transformado 9 

vezes) ® simples, pois deixamos o sistema inicial S4 na forma escalonada (formato triangular). 

Portanto a solu­«o do sistema S49 ® x4 = 1, x3 = 0, x2 = 2 e x1 = 4, portanto obtemos como solu­«o do 

sistema linear o conjunto solu­«o: S49= {(4, 2, 0, 1)}. 

Thomas Muir (1960) publicou em Londres a obra intitulada The Theory of Determinants in 

the Historical Order of Development e relata que Alfredo Capelli e Giovanni Gabrieri no per²odo 

entre os anos de 1886 e 1891, que assim como Cauchy, mostraram que qualquer sistema de 

classifica­«o R ® equivalente a um sistema de equa­»es r triangular, por meio da Teoria de 

Determinantes. No nosso caso a t®cnica foi a aplica­«o do m®todo da elimina­«o e substitui­«o.  

 O m®todo da substitui­«o e elimina­«o como atividade serve para otimizar esta pr§tica, pois 

revela ser um m®todo eficiente e com boa efic§cia, isto r§pido, simples e seguro. 

 Mas surgem 3 problem§ticas acerca desta resolu­«o, como segue (momento tecnol·gico 

te·rico): 

i) O sistema S4 ® transformado at® o S49, ou seja, achamos a respostas do S49, mas esta serve 

para S4? 

 

Esta resposta puramente te·rica, ou seja, precisa de uma teoria para responder tal quest«o, que 

n«o est§ presente na escola b§sica e sim na academia. O primeiro sistema n«o se sabe resolver, 

enquanto que o ¼ltimo, j§ na forma triangular, sua resolu­«o ® conhecida, ou seja, transformar um 

problema complexo em simples.  

 A tecnologia q2 que justifica est§ fundamentada em tr°s teoremas, que adaptamos a partir das 

ideias de (LAMIM, 2000). 

Teorema 1  

Multiplicando-se os membros de uma equa­«o qualquer de um sistema linear Sô por um 

n¼mero K ̧ 0, o novo sistema S' obtido ser§ equivalente a S. 

 

Demonstra­«o: 

Dada a equa­«o linear bxa...xaxa nn =+++ 2211 , em que: 
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 na,..,a,a 21  s«o coeficientes 

 nx,...,x,x 21  s«o as inc·gnitas 

 b          ® um termo independente 

Podemos trabalhar com v§rias equa­»es lineares, no que chamamos de sistema de equa­»es lineares: 
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Multiplicando-se a i-®sima equa­«o por K  ̧0, obt®m-se o sistema: 

SË
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A ¼nica diferen­a entre S e S' ® a i-®sima equa­«o, logo trabalharemos com ela. Suponhamos que 

(a1, a2, a3, ..., an) seja uma solu­«o de S. Portanto, ser§ feita refer°ncia apenas a ela.  

De fato: por hip·tese, ininii baaa =+++ aaa ...2211 . Colocando-se a1, a2, a3, ..., an no 1Á 

membro da i-®sima equa­«o de S', tem-se: 

ininiininii kbxaxaxakkakaka =+++=+++ )...(... 22112211 aaa ,  

Pois ininii baaa =+++ aaa ...2211  

O que prova que (a1, a2, a3, ..., an) satisfaz a equa­«o de SË. Logo (a1, a2, a3, ..., 

an) ® solu­«o de SË. Suponha que (a1, a2, a3, ..., an) seja uma solu­«o de SË. Logo  (a1, a2, 

a3, ..., an) ® uma solu­«o de S. 

De fato: por hip·tese,  ininii kbkakaka =+++ aaa ...2211 . 

Colocando (a1, a2, a3, ..., an) 1Á membro da i-®sima equa­«o de S, tem-se: 
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O que prova que (a1, a2, a3, ..., an) satisfaz a i-®sima equa­«o de S. Logo, (a1, a2, 

a3, ..., an) ® solu­«o de S. 

Teorema 2 

Se uma equa­«o de um sistema linear S for substitu²da pela soma, membro a membro, dela 

com uma outra, o novo sistema obtido S' ser§ equivalente a S. 

Demonstra­«o: 

Dado sistema de equa­»es lineares S: 
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Substituindo-se a i-®sima equa­«o de S pela soma, membro a membro, dela com a j-®sima 

equa­«o, obt®m-se o sistema: 

 

A ¼nica diferen­a entre S e S' e a i-®sima equa­«o. Portanto ser§ feita refer°ncia apenas a ela. 

Suponhamos que (a1, a2, a3, ..., an) seja solu­«o do sistema S. Mostraremos que, tamb®m ser§ 

solu­«o do sistema SË. 

De fato, por hip·tese: 
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Colocando (a1, a2, a3, ..., an) 1Á membro da i-®sima equa­«o de SË, tem-se: 

 

(ai1 + aj1) a1 + (ai2 + aj2) a2 + (ai3 + aj3) a3 + ........+ (ain + ajn) an = 

jinjnjjninii bbxaxaxaxaxaxa +=+++++++ )...()...( 22112211 , j§ que por hip·tese  

jnjnjj
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O que prova que (a1, a2, a3, ..., an) satisfaz a i-®sima equa­«o de SË. Logo, (a1, a2, 

a3, ..., an) ® solu­«o de SË. 

  Vamos supor que (a1, a2, a3, ..., an) ® solu­«o de SË, provaremos que ® solu­«o de S. 

Por hip·tese, temos: 

(ai1 + aj1) a1 + (ai2 + aj2) a2 + (ai3 + aj3) a3 + ........+ (ain + ajn) an = bi + bj 

e que  jnjnjj baaa =+++ aaa ...2211  

Fazendo a diferen­a entre estas duas equa­»es   

(ai1 + aj1)a1 + (ai2 + aj2)a2 + (ai3 + aj3)a3 + ........+ (ain + ajn)an ï                                                                                        

( njnjj aaa aaa +++ ...2211 ) = bi + bj - bj 

Concluindo-se que ininii baaa =+++ aaa ...2211 . 

         Logo (a1, a2, a3, ..., an) satisfaz a i-®sima equa­«o de S, portanto (a1, a2, a3, ..., an) 

® o conjunto solu­«o do sistema S. 

 

Teorema 3 

Se uma equa­«o de um sistema linear S for trocada com uma outra, o novo sistema obtido S', 

ser§ equivalente a S. 

 

S«o equivalentes, pois S' foi obtido a partir de S, substituindo a 2a equa­«o pela soma, membro 

a membro, dela com a 1a equa­«o. 

ii)  Como pode ser descrita a transforma­«o do S4 em S49? 

 

£ um conjunto de transforma­»es lineares, que transformam S4 nos demais, at® ao que n·s 

denominamos de S49. Mas pode ser descrito por uma simples manipula­«o da pr§tica, conforme 
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faremos a seguir. Mas dado uma equa­«o Ei isola-se a vari§vel xi na primeira e substitui nas 

demais e assim se repete para i =1 at® n.  

 

iii)  Porque fazemos a transforma­«o do S4 em S4
9? 

      

      Para poder achar a solu­«o. Trata-se de uma pr§tica legitimada. 

 Generalizaremos em T2 a solu­«o de qualquer sistema linear, pelo m®todo da substitui­«o e 

elimina­«o. Portanto estamos no momento explorat·rio do trabalho da t®cnica, com intuito de 

chegarmos a institucionaliza­«o da OM.   

 Precisamos abstrair o processo para se visualizar como ocorre o processo. (momento  

explorat·rio). Essa tarefa n«o est§ presente no IFPA, onde aplicaremos o PER e nem no livro texto.  

 

T2: Resolver o sistema linear gen®rico com n (vari§veis) por m (equa­»es) S5. 

 t2: Resolver o sistema linear S5 gen®rico 3x3 (n = 3) e (m = 3) pelo m®todo da elimina­«o e 

substitui­«o.  

 t1: utiliza­«o do m®todo da elimina­«o e substitui­«o.  

 q1: estudo qualitativo de sistemas lineares. Raz«o de ser: Abreviar a resolu­«o do sistema para 

enxergar os operadores elementares e o m®todo do escalonamento. 

(momentos do primeiro encontro e explorat·rio da t®cnica) 
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                                               (Sistema S5) 

 Vamos trabalhar com um sistema de 3 inc·gnitas e 3 equa­»es, ou seja, n = m = 3. 

1 1 1 1   

2 2 2 2    

3 3 3 3    
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Isolando-se x na E51:  

1 1 1

1 1

(b y c z)f
x

a a

+
= -  

Adicionando-se a1x no 2
o membro da equa­«o E51. 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

51 1 1 1 1

51 1 51 1
51 51

1 1 1 1 1

(a x b y c z) (a x b y c z)

(a x b y c z), :

1 1

f a x f a x
x x

a a a a

como E f então

E a x E a x
x x x E x x x E

a a a a a

+ + - + + +
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= \ = + \ = + \ = -

 

Substituindo-se nas equa­»es E52 e E53, temos: 
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 Como a2x + b2y + c2z - f2 =0   ® a E52 e a3x + b3y + c3z = f3 ® a E53, ent«o Sô5:     
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               Sistema Sô5
 

 

Anulamos o primeiro termo das equa­»es E52 e E53, isto ®, a vari§vel x. Ent«o, temos E52 = 

E52 ï 
2

1

a

a
.E51, por exemplo, trabalha-se a pr·pria equa­«o E52 e somarmos com o sim®trico do primeiro 

coeficiente n«o nulo da E52 no caso a2 multiplicado por cada coeficiente de E51 tudo dividido por a1 e 

somando os termos semelhantes conseguindo anular ao menos o primeiro termo da equa­«o e assim 

sucessivamente com as demais equa­»es.  

Para o novo sistema formado Sô5 na equa­«o E52, isola-se a vari§vel y e substitui na equa­«o 

E53 iremos anular por simetria o a vari§vel y na equa­«o E53 e ficamos com o sistema na forma 

triangular. Assim prosseguimos at® o sistema ficar escalonado, ou seja, na forma triangular. 

Ap·s determinarmos z, como o sistema est§ no formato triangular, determinamos y e x. A 

descri­«o do m®todo da substitui­«o e elimina­«o ganha um regularidade que pode ser descrito de 
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uma maneira mais simples, como opera­»es entre as linhas (Ek). Observa-se que na descri­«o do 

m®todo temos um problema essencialmente num®rico, ou seja, aritm®tico, pois trabalhamos com os 

coeficientes.  

£ poss²vel revelarmos que o m®todo da substitui­«o e elimina­«o, do ponto de vista 

epistemol·gico ® a g°nese do m®todo de elimina­«o Gaussiana, (momento de institucionaliza­«o) ou 

seja a abstra­«o do m®todo da substitui­«o e elimina­«o ® o m®todo do escalonamento, tornando a 

pr§tica mais r§pida (econ¹mica), com uma diferen­a, pois no primeiro m®todo vem da pr§tica da 

manipula­«o das vari§veis, enquanto que no m®todo do escalonamento a ideia ® trabalhar com os 

coeficientes, dando a ideia inicial de matriz.  Generalizando em uma forma de ver o que acontece 

com o sistema (institucionalizando): 

  

As opera­»es elementares entre linhas s«o: 

i) Ek Ą ŬEk, onde Ŭ ̧0 

ii)  Ek Ą Ek + ŬEj, Ŭ ̧0 opera­«o entre as linhas onde Ek ̧ Ej. Adi­«o de um m¼ltiplo 

escalar da linha j ̈  linha k. 

iii)  Ek Ú Ej   sejam equivalentes. 

iv) Adi­«o de m¼ltiplos escalares em ambas as linhas: Ek Ą bEk + ŬEj. Onde b 0̧ 

e Ŭ ̧0. 

A permuta­«o entre equa­»es, que acontece quando n«o se tem uma vari§vel, como a 

vari§vel x, por exemplo na primeira equa­«o, ent«o permuto com a segunda para poder 

eliminar esta vari§vel nas demais equa­»es. Mostraremos um exemplo pr§tico que 

propusemos para o sistema S4 (nesta atividade chamaremos de S6), utilizando o mesmo tipo 

de tarefas T1. Ent«o: 

T1: Resolver o sistema linear m x n. (momento do primeiro encontro) 

 t11: Resolver o sistema linear S6 pelo m®todo da elimina­«o e substitui­«o, mas agora 

adicionando e retirando no segundo membro da equa­«o a vari§vel xn. (n representa a vari§vel 

isolada). Temos um m®todo avan­ado da t®cnica.  

t1: Aplica­«o m®todo da elimina­«o e substitui­«o. 

q1: Estudo qualitativo de sistemas lineares. 

(Momento explorat·rio e do trabalho da t®cnica) 

         x1 + x2 + x3 + x4 = 7             (E1) 

         x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 8                               (E2)                    (S6) 

        x1 + 2x2 + 3x3 + 3x4 = 9         (E3)  

        x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 10       (E4)   
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Da E1 temos: x1 + x2 + x3 + x4 = 7 

Ent«o:           x1 + x2 + x3 + x4 -7 = 0 

Isolando        x1 = (7 - x2 - x3 - x4) 

Obtemos:      x1 = - (-7 + x2 + x3 - x4) 

          x1 = x1 - (x1 -7 + x2 + x3 + x4) 

                     x1 = x1 ï E1 

Substituindo na equa­«o E2, temos: 

x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 8     

(x1 ï E1) + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 8 

x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 - 8 ï E1 = 0 

E2 ï E1 = 0 

Substituindo x1 = x1 ï E1 na E3, temos: E3 ï E1 = 0 

Substituindo x1 = x1 ï E1 na E3, temos: E4 ï E1 = 0 da mesma forma. 

Voltando ao sistema S6:  

         x1 + x2 + x3 + x4 = 7                    x1 = x1 - (E1) 

        (x1 ï E1) + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 8    (E2) = E2 ï E1 

        (x1 ï E1) + 2x2 + 3x3 + 3x4 = 9    (E3) = E3 ï E1 

        (x1 ï E1) + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 10   (E4) = E4 ï E1  

Chamaremos as equa­»es deste novo sistema de equa­«o 2, equa­«o 3 e equa­«o 4, respectivamente 

por Eô2, Eô3 e Eô4, em um sistema que chamaremos de S6ô. 

        x1 + x2 + x3 + x4 = 7                     x1 = x1 - (E1) 

        x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 ï 8 = E1       (E2') = E2 ï E1 

        x1 + 2x2 + 3x3 + 3x4 ï 9 = E1       (E3ô) = E3 ï E1 

        x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 - 10 = E1      (E4ô) = E4 ï E1 

Substituindo E1 no sistema anterior, temos: 

         x1 + x2 + x3 + x4 = 7     

               x2 + x3 + x4 = 1          (E2ô)    

                x2 + 2x3 + 2x4 = 2     

                x2 + 2x3 + 3x4 = 3   

          Fazendo o mesmo para (E2ô), isto ®, x2 = 1 ï (x3 + x4) chegamos a x2 = x2 ï E2ô.  

         x1 + x2 + x3 + x4 = 7     

               x2 + x3 + x4 = 1     ᴾ   x2 = x2 ï E2ô 

                x2 + 2x3 + 2x4 = 2       E3ô 

                x2 + 2x3 + 3x4 = 3       E4ô 
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Substituindo nas equa­»es E3ô e E4ô, resultando em: 

         x1 + x2 + x3 + x4 = 7   E1 

               x2 + x3 + x4 = 1     E2ô 

                      x3 + x4 = 1      E3ôô    conforme os anteriores x3 = 1 ï x4 

                      x3+ 2x4 = 2     E4ôô  

 

Trabalhando com E3ò assim como j§ mostramos, e substituindo em E4ò, resulta no sistema 

equivalente S6ôô, em rela­«o a S6. Ent«o, a partir de todas as substitui­»es e elimina­»es que fizemos 

em S6, surge o sistema S6ôô: 

 

         x1 + x2 + x3 + x4 = 7     E1 

                x2 + x3 + x4 = 1     E2ô      Sistema S6ôô 

                      x3 + x4 = 1       E3ôô     

                             x4 = 1        E4ôô = E4ôô ï E3ôô 

      

A solu­«o de S6ôô ® simples, pois deixamos o sistema inicial S na forma escalonada. Portanto 

a solu­«o do sistema Sô ® x4 = 1, x3 = 0, x2 = 0 e x1 = 6, portanto obtemos como solu­«o do sistema 

linear S6 = {(6,0,0,1)} 

 Institucionalizando, nesta resolu­«o apresentada come­ando pelo sistema S6 e terminando no 

S6ôô ® poss²vel se verificar que o m®todo do escalonamento ou M®todo de Gauss ® a descri­«o do 

m®todo da substitui­«o e elimina­«o, deixando de se trabalhar em uma perspectiva alg®brica para se 

dar um tratamento aritm®tico, portanto um processo econ¹mico, pois se observou que poder²amos 

trabalhar s· com os coeficientes das inc·gnitas das equa­»es do sistema, ou seja, poder²amos 

representar ou mesmo abstrair os sistemas de equa­»es lineares por uma disposi­«o em formato de 

linhas e colunas o que veio a ser chamado de matriz. J§ mostramos na parte hist·rica deste modelo 

que Cayley (1855) j§ tivera esta ideia brilhante. 

 Os encaminhamentos tecnológico-teóricos, que permeiam a tarefa t2, estão em conformidade 

com a TAD. Nesse aspecto, avaliamos a técnica t1 como uma alternativa didática que auxiliará a 

prática do professor de matemática no estudo qualitativo de sistemas lineares, no âmbito da AL 

ensinada no curso de graduação em Licenciatura em Matemática. 

 No livro chin°s Nove Cap²tulos de Arte Matem§tica, datado por volta 200 a.C. aparece uma 

vers«o desta elimina­«o de forma rudimentar, semelhante ao m®todo desenvolvido por Gauss. Gauss 

fora motivado a desenvolver o m®todo da elimina­«o, quando calculava as poss²veis posi­»es 

celestiais, para que o planeta Ceres pudesse aparecer. Atrav®s de dados limitados e utilizando m²nimos 

quadrados e a elimina­«o, prevendo e comprovar com pequenos erros a posi­«o de Ceres. 
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 O termo matriz (palavra com origem no latim, que significa ¼tero, pois ® considerada como a 

base de onde surgem os n¼meros) foi utilizada e apresentada na sua nota­«o moderna por Sylvester, 

em 1848. A §lgebra das matrizes foi elaborada por Arthur Cayley em 1855, em seu estudo de 

transforma­»es lineares e suas composi­»es. Podemos verificar que o refinamento do m®todo da 

substitui­«o e elimina­«o ® o m®todo da adi­«o, enquanto que as matrizes s«o um refinamento do 

m®todo da adi­«o. 

T3: Represente o sistema linear m x n na forma de matriz. 

t3: Represente o sistema 4x5 (S2) resolvido por Euler (1750, p. 227) pode ser representado por 

um formato matricial. 

t2: Abrevia­«o do sistema proposto por (EULER, 1750). Representar na forma de matriz. 

q1: aplica­«o da abrevia­«o de sistemas proposta por (EULER, 1750). 

            5x + 7y ï 4z +3v -24 = 0 

            2x ï 3y + 5z ï 6v ï 20 = 0                         (S2) 

            x + 13y ï 14z +15v + 6 = 0 

            3x + 10 y ï 9z + 9v ï 4 = 0  

 Abrevia­«o do sistema anterior: 

 

5 7 4 3 24

2 3 5 6 20

1 13 14 15 16

3 10 9 9 4

- -è ø
é ù
- - -

é ù
é ù-
é ù

- -ê ú

   

 Utilizando-se o M®todo de Elimina­«o Gaussiana podemos chegar ¨ mesma solu­«o dada por 

Euler. Basta trabalhar a segunda, a terceira e a quarta equa­«o com a primeira, que ser§ chamada de 

equa­«o piv¹. Para que esta primeira equa­«o fique com seu primeiro elemento igual a 1 (um), 

permutaremos a primeira linha com a terceira linha, ent«o teremos a seguinte matriz: 

T4: Escalonar a matriz. 

t4: Escalonar a matriz M, pelo M®todo de Elimina­«o Gaussiana. 

 

M =

1 13 14 15 16

2 3 5 6 20

5 7 4 3 24

3 10 9 9 4

-è ø
é ù
- - -

é ù
é ù- -
é ù

- -ê ú

 

t3: M®todo de Elimina­«o Gaussiana 

q1: estudo qualitativo de sistemas (m®todo da elimina­«o e substitui­«o) 

 Determinando a primeira linha da matriz como L1, a segunda como L2, a terceira como L3 e a 

quarta por L4 e fazendo L2 = L2 ï 2L2, L3 = L3 ï 5L1, L4 = L4 ï 3L1, L1 = 0, L2 = 0, L3 = L3 ï 2 L1 e 
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L4 = L4 ï L2, temos: 

         

1 13 14 15 16

2 29 33 36 52

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

-è ø
é ù
- - -

é ù
é ù
é ù
ê ú

 

 Voltando ao sistema: 

Da primeira equa­«o temos: x + 13y ï 14z + 15 v = 16 e da segunda: 2x -29 y + 33z ï 36v = 

-52.   

Isolando-se na primeira o x e o valor de y na segunda encontraremos o mesmo resultado de 

Euler. 

                  33 3 52 23 33 212
e

29 29

z v z v
y x

- - - + +
= =  

     Conforme j§ hav²amos revelado, que o m®todo da elimina­«o gaussiana ® a descri­«o do 

m®todo da substitui­«o e elimina­«o, pois no sistema de equa­»es lineares quando substitu²mos e 

eliminamos inc·gnitas em outra equa­«o do sistema, obt°m-se o que hoje ® descrito nos livros como 

operadores lineares. 

 Para mostrar que o m®todo da substitui­«o e elimina­«o est§ embutido nos outros m®todos 

(compara­«o e adi­«o) vamos parti do tipo de tarefas T0 (resolver o sistema linear 2x2) e deste 

solucionar a tarefa t4: resolver o sistema linear S7, utilizando os m®todos da: (i) substitui­«o e 

elimina­«o, (ii) da compara­«o e (iii) da adi­«o. A t®cnica  4 utiliza os m®todos da substitui­«o e 

elimina­«o, compara­«o e adi­«o. O sistema S7 ® o seguinte: 

(momento explorat·rio) 

 A raz«o de ser da tarefa seguinte ® as resolu­»es s«o justificadas pelo m®todo da [substitui­«o 

e elimina­«o]. 

T1: Resolver o sistema linear mxn. 

 t01: Resolver o sistema linear 2x2 (S7), utilizando os m®todos da substitui­«o e elimina­«o (i), 

da compara­«o (ii) e da adi­«o (iii) 

 t4: aplica­«o dos m®todos da substitui­«o e elimina­«o, da compara­«o e da adi­«o 

  q
1: estudo qualitativo de sistemas 

Trabalho da t®cnica 

        x + y = 4                               (S7) 

        x ï y = 2 

                

Pelo m®todo (i) isola-se o x = 4 ï y na primeira equa­«o. A ideia ® que se tenha um sistema 

triangular. Substituindo o x = 4 ï y na segunda, ficamos com o sistema triangular a resolu­«o do 
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sistema fica simples de ser resolvido, pois como x = 4 ï y, e y = 1, ent«o x = 4 ï 1 = 3, logo S = 

{(3,1)}. 

 J§ vimos que o m®todo da elimina­«o e substitui­«o resolve qualquer sistema, ou seja, tem um 

longo alcance (alcance da t®cnica). 

Pelo m®todo (ii): Trabalha-se com as inc·gnitas. Vamos isolar o y. 

 

        x + y = 4 Ý  y = 4 - x    

        x ï y = 2 Ý  y = x - 2 

 

Igualando-se y = y, chegamos a solu­«o S = {(3,1)}. 

Pelo m®todo (iii): ® uma abstra­«o do m®todo da substitui­«o e elimina­«o. 

        x + y = 4    + 

        x ï y = 2  

        2 x = 6 

          x = 3, consequentemente substituindo x em qualquer uma das equa­»es verifica-se que y =1. 

Chegamos a solu­«o S = {(3,1)}. 

 T51: Resolver um sistema S8 3 por 3 utilizando os tr°s m®todos. Por conveni°ncia did§tica 

tomemos o sistema a seguir. 

      x + y + z = 1 

     x + y + 2z = 2                                      (S8) 

      x + 2y + 2z = 1 

t4: utiliza­«o dos 3 m®todos: substitui­«o e elimina­«o (i), da compara­«o (ii) e da adi­«o (iii) 

Pelo m®todo i, chegamos no sistema triangular, que ® simples de ser resolvido. 

     x = 1 ï (y + z) 

            y + z = 0 

 z = 1 

Obtemos como solu­«o S ={(1,-1,1)} 

Pelo m®todo ii: por ser uma pr§tica que n«o esta mais presente nos livros, resolveremos: 

     x + y + z = 1 

     x + y + 2z = 2 

      x + 2y + 2z = 1 

Isolamos a vari§vel x. 

     x = 1 ï (y + z)   I 

     x = 2 ï (y + 2z) II 

      x = 1 ï (2y + 2z) III 
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       I = II, temos: 1 ï (y + z) = 2 ï (y + 2z) 

        I = III, temos: 1 ï (y + z) = 1 ï (2y + 2z), ent«o: 

     x = 1 ï (y + z)    

     1 ï (y + z) = 2 ï (y + 2z) 

      1 ï (y + z) = 2 ï (y + 2z) 

Reduzindo-se os termos semelhantes, temos: 

     x + y + z = 1 

            z = 1 

            y + z = 0             Onde sua solu­«o ® S ={(1,-1,1)} 

 

Podemos observar na resolu­«o pelo m®todo ii, que ® a mesma coisa que o m®todo da 

elimina­«o e substitui­«o. 

 Pelo m®todo iii, tem-se: 

     x + y + z = 1 

     x + y + 2z = 2 

      x + 2y + 2z = 1 

     - x - y - z = - 1    I 

     x + y + 2z = 2    II 

      x + 2y + 2z = 1 III 

Ao somarmos a I com a II e a I com a III, temos: 

     x + y + z = 1 

            z = 1 

            y + z = 0  Onde sua solu­«o ® S ={(1,-1,1)} 

 

Surge a quest«o Qô: Mas o que estes m®todos t°m em comum? 

Similares e a tecnologia que os justifica (q1) ® o m®todo da elimina­«o e substitui­«o, 

mostrando que as quest»es da OM est«o associadas, s«o confi§veis e est«o suficientemente 

trabalhadas. Dispomos de diferentes t®cnicas para cada tipos de tarefas, com isto estamos 

interpretando o funcionamento e o resultado da aplica­«o das t®cnicas.  

O m®todo da elimina­«o e substitui­«o se trabalha com as vari§veis e o da adi­«o se trabalha 

com os coeficientes, como mostraremos no exemplo gen®rico a seguir. Podemos at® dizer que a 

g°nese destes m®todos est§ no m®todo da elimina­«o e substitui­«o. Estes tr°s m®todos, com certeza, 

foram desenvolvidos por uma necessidade.  

O m®todo da compara­«o pode ter surgido por uma necessidade da atividade matem§tica de 

matem§ticos ou uma necessidade do ensino da matem§tica. Podemos dizer que a ecologia do saber 
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deste m®todo pode ter desdobramentos, pois surge na escola b§sica em um dado momento, mas nos 

dias de hoje n«o est§ mais presente no curr²culo do ensino b§sico, enquanto poder²amos trabalhar 

com este m®todo para se verificar o ponto de interse­«o entre duas retas, ou n«o, se forem paralelas, 

podemos trabalhar com  equa­»es n«o lineares, como a interse­«o de uma par§bola com uma reta, 

propiciando o estudo de equa­»es irracionais e remete ao estudo da teoria do ponto fixo.  

A T5 a seguir, mostra diferentes t®cnicas associadas a um questionamento tecnol·gico, onde 

h§ crit®rios que as difere, mas que est«o articuladas com q1. 

  T5: Resolver o sistema pelo m®todo da adi­«o (iii) ® uma abstra­«o do m®todo da substitui­«o 

e elimina­«o. 

t5: Resolver o sistema gen®rico S9 a seguir que o m®todo da adi­«o (iii) ® uma abstra­«o do 

m®todo da substitui­«o e elimina­«o.  

           a1x + b1y + c1z = d1 

           a2x + b2y + c2z = d2                                    (S9) 

           a3x + b3y + c3z = d3 

 t5: m®todo da adi­«o. 

 q1: estudo qualitativo de sistemas lineares 

 A t®cnica se da em aplicar o m®todo da adi­«o. Ent«o, multiplicando a primeira equa­«o por 

ïa2 e a segunda equa­«o por +a1, temos: 

           -a2a1x + (-a2)b1y + (-a2)c1z = -a2d1 

           a1a2x + a1b2y + a1c2z = a1d2 

           a3x + b3y + c3z = d3 

 Somando a primeira com a segunda equa­«o e colocando o resultado na segunda equa­«o, 

temos, deixando a primeira na forma inicial: 

           a1x + b1y + c1z = d1 

           (-a2b1 + a1b2)y +  (-a2c1 + a1c2)z = -a2d1 + a1d2 

           a3 + b3y + c3z = d3 

 Multiplicamos a primeira equa­«o por ïa3 e a terceira por a1, e o somarmos a primeira com a 

terceira equa­«o, colocando o resultado na terceira equa­«o, temos, deixando a primeira na forma 

inicial. Observe que manipulamos os coeficientes das equa­»es. 

           a1x + b1y + c1z = d1 

          (-a2b1 + a1b2)y +  (-a2c1 + a1c2)z = -a2d1 + a1d2 

          (-a3b1 + a1b3)y +  (-a3c1 + a1c3)z = -a2d1 + a1d2 

 Multiplicando-se a segunda equa­«o por -(-a3b1 + a1b3) e a terceira por (-a2b1 + a1b2) teremos: 
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          a1x + b1y + c1z = d1 

              -(-a3b1 + a1b3).(-a2b1 + a1b2)y ï [(-a3b1 + a1b3).(-a2c1 + a1c2)]z = -[(-a3b1 + a1b3).(-a2d1 + a1d2)] 

          (-a2b1 + a1b2).(-a3b1 + a1b3)y + (-a2b1 + a1b2).(-a3c1 + a1c3)z = (-a2b1 + a1b2).(-a2d1 + a1d2) 

 

Ao somarmos a segunda equa­«o com a terceira resulta em: 

          a1x + b1y + c1z = d1 

                          (-a2b1 + a1b2)y + (-a2c1 + a1c2)z = -a2d1 + a1d2 

                 {(-a2b1 + a1b2).(-a3c1 + a1c3) ï [(-a3b1 + a1b3).(-a2c1 + a1c2)]}z = (-a2b1 + a1b2).(-a2d1 + 

a1d2) - [(-a3b1 + a1b3).(-a2d1 + a1d2)] 

(Institucionalizando). Ao deixarmos o sistema na forma triangular, observa-se que neste 

m®todo da adi­«o (iii), que h§ uma transfer°ncia do m®todo alg®brico para o aritm®tico, pois a partir 

do exemplo dado, tem-se a clareza que este m®todo se opera apenas com os coeficientes, portanto 

estamos diante de um problema aritm®tico. Observemos se trabalhamos com os coeficientes, o que 

permitiu representar os sistemas na forma de matriz.  

                                       

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a b c d

a b c d

a b c d

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

 

Vamos operar da mesma forma com as matrizes, ou seja, multiplicando a primeira linha por  

ïa2 e a segunda linha por +a1, temos: 

                             

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

2 2 2 2

1 1 1 1

a b c d

a b c d

a b c d

a a a a

a a a a

- - -å õ
æ ö
æ ö
æ

÷

-

ö
ç  

Ao somarmos a primeira com a segunda linha e colocando o resultado na segunda equa­«o, 

temos, deixando a primeira na forma inicial: 

                    

( )2 1 2 2 1 1 2 2 1 1

1 1 1 1

1

3 3 3 3

2(  0 )a a b a c a c

a b c d

a db

a b c d

a d+

å õ
æ ö

+
æ ö
æ ö
ç

+

÷

- - -

 

Multiplicamos a primeira linha por ïa3 e a terceira por a1 e ao somarmos a primeira com a 

terceira linha da matriz e colocando o resultado na terceira equa­«o, temos, deixando a primeira na 

forma inicial. Observe que manipulamos os coeficientes das equa­»es. 

                    

( )

( )( )
2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

3 1 1 3 3 1 1 3 3

1

3

1

1

1

1

1

1

0 )

0

(  

  

a b c d

ba a b a c a c a d a d

a b a b a c a c a d a d

+

+

- - - +

-

å õ
æ ö

+æ ö
æ + - +ç ÷- ö

 

Multiplicando-se a segunda linha por -(-a3b1 + a1b3) e a terceira por (-a2b1 + a1b2) e somarmos 
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a segunda equa­«o com a terceira resulta em: 

       

( )

( )( )

( )( )

( )

( )

2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

3 1 1 3 2 1 1 2 3 1 1 3 2 1 1 2

2 1 1 2 3 1 1 3 2 1 1 2

1 1

3

1

1 1

1

1

3

(  0 )

)
0

  (  

   
0

)(

a a b a c a c a d a d

a b a b a c a c a b a b a d a d

a b a b a c a c a b a b a d

b

d

d

a

a b c

+

+

+

- - - +

- - + - - - + - +

- + - - + - +

å õ
æ ö
æ ö
æ ö+
æ ö
æ ö+
æ ö
æ ö
ç ÷ 

Podemos notar que essa pr§tica com sistemas de equa­»es, podemos fazer com as matrizes, 

assim podemos assumir, conforme Cayley (1858) que as matrizes s«o abstra­»es de sistemas 

lineares. 

Uma problem§tica que aparece, quando se resolve um sistema linear, pelo m®todo do 

escalonamento ® quando aparece a representa­«o fracion§ria. Com rela­«o ao uso do escalonamento, 

sem que apare­a fra­«o ser§ descrita em T6. Evocamos uma matriz triangular inferior que 

multiplicado por uma matriz triangular superior qualquer ir§ resultar em uma matriz cujos elementos 

em linha ser«o os coeficientes das respectivas linhas do sistema, como no exemplo a seguir: 

T6: Multiplicar duas matrizes e escalonar.  

t6: Multiplicar uma matriz triangular superior qualquer por outra matriz triangular superior. 

Multiplique as duas matrizes 

1 0 0 2 1 3

2 1 0 . 0 4 5

3 5 1 0 0 3

-å õ å õ
æ ö æ ö

-
æ ö æ ö
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

. 

t6: Multiplica­«o matricial e escalonamento  

q1: estudo qualitativo de sistemas.   

   

1 0 0 2 1 3 2 1 3

2 1 0 . 0 4 5 4 2 1

3 5 1 0 0 3 6 17 13

- -å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö

- =
æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö-ç ÷ ç ÷ ç ÷

 

 Representando o produto das duas matrizes dadas no sistema linear e igualando a primeira  

equa­«o aleatoriamente a 5, a segunda a 5 e a terceira igual a -7, temos: 

           2x ï y + 3z = 5 

           4x + 2y + z = 5 

           6x + 17y ï 13z = -7 

          Escalonando a matriz, teremos: 

        

2 1 3 5

0 4 5 5

0 0 3 3

- -å õ
æ ö

- -
æ ö
æ ö
ç ÷

 Sistema escalonado. 

  Da terceira linha, temos que 3z = 3, resultando z = 1, assim na segunda determinamos y = 0 

e na primeira x = 1. 
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 Na matriz 

2 1 3

0 4 5

0 0 3

-å õ
æ ö

-æ ö
æ ö
ç ÷

podemos observar que acima da diagonal principal ® a segunda matriz 

que postulamos na elabora­«o da tarefa e quando fizemos E2 = E2 ï 2E1, destacamos o n¼mero -2, 

assim como em E3 = E3 ï 3E1 destacamos o n¼mero -3 e por fim E3 = E3 ï 5 E2, destacamos o n¼mero 

-5. Podemos observar que no produto matricial 

1 0 0 2 1 3 2 1 3

2 1 0 . 0 4 5 4 2 1

3 5 1 0 0 3 6 17 13

- -å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö

- =
æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö-ç ÷ ç ÷ ç ÷

 os 

n¼meros -2, -3 e -5 aparecem na parte inferior da primeira matriz, com o sinal trocado. 

Partiremos para o estudo dos sistemas lineares homog°neos, que em v§rios livros do ensino 

b§sico e superior s«o bem poucos explorados. Podemos come­ar a observar a import©ncia dos 

sistemas lineares homog°neos no estudo de AL, a partir de T7, que se d§ pelo momento do primeiro 

encontro.  

    T7: Representar geometricamente o sistema. A raz«o de ser perpassa pela ideia de retas paralelas. 

     t7: Representar geometricamente o sistema 2 x 2 a seguir:  

              x+ y ï 4 = 0                (S9) 

 2x + 2y ï 8 = 0   

    t7: interpretar a representa­«o gr§fica das equa­»es  

Aqui o aluno no plano cartesiano tra­ar§ 2 retas paralelas, ou seja, o sistema pode ser 

representado por uma reta que passa pelos pontos (0,4) e (4,0) e n«o passa por (0,0). A solu­«o S do 

sistema ® S = {(x,y)  ɴRĮ; x + y ï 4 = 0}. £ um sistema linear poss²vel de ser resolvido, mas com 

infinitas solu­»es, portanto um sistema poss²vel e indeterminado (SPI) pois todos os pontos da reta 

s«o solu­«o do sistema. A tecnologia q1 permeia esta t®cnica, pois fora utilizado uma motiva­«o 

geom®trica para ilustrar que as retas s«o paralelas e coincidentes. 

Capelli (1892) formulou uma compreens²vel e suficiente condi­«o para resolu­«o de sistema 

de equa­»es lineares. Dado o sistema a seguir com n inc·gnitas:  

 

Esse sistema ® compat²vel com os valores finitos de inc·gnitas e ® necess§rio que as duas 

matrizes a seguir tenham a mesma caracter²stica (CAPELLI, 1892, p. 55). 

 



 

117 

 

 Partindo para a subtarefa t71: Representar o sistema na forma de matriz coluna. Ent«o:  

ὼ
ώ  

ὼ
τ ὼ

 
π
τ

 
ὼ
ὼ

 
π
τ

ὼ Ȣ
ρ
ρ

 

 Ou ainda fazendo x = t, temos: 

ὼ
ώ  

π
τ

ὸ Ȣ
ρ
ρ

 

 Podemos observar que as solu­»es deste sistema dependem de um ¼nico par©metro que a 

vari§vel t, da² dizer que a dimens«o da reta ® 1.  

t72: Determinar a solu­«o de menor tamanho31? A ideia de vetor. 

t72: representa­«o vetorial (matriz coluna) e utiliza­«o de derivada. 

Tem sentido achar um m²nimo |x| + |y|, onde x + y ï 4 = 0 ou xĮ + yĮ (quadrados m²nimos). 

Iremos trabalhar com xĮ + yĮ, pois uma fun­«o f(x) = |x| n«o tem derivada. 

T®cnica: aplica­«o do m®todo do isolamento de uma vari§vel e da norma m²nima.  

x + y ï 4 = 0. Isolando-se o y, temos:  y = 4 ï x 

Ent«o f = xĮ + yĮ = xĮ + (4 ï xĮ) = xĮ + 16 ï 8x + xĮ = 2xĮ -8x + 16 

Calculando τὼ ψ. Fazendo 4x ï 8 = 0, teremos x = 2 e  y = 2.  

Graficamente est§ representado na Figura 26, o que ® chamado de problema de norma m²nima, 

onde a dist©ncia do (0,0) at® (2,2) ® denominado Norma Euclidiana ou norma 2. No caso, ent«o 

teremos a equa­«o escrita na forma geom®trica 
ὼ
ώ  

π
τ

ὸ Ȣ
ρ
ρ
 ® poss²vel se observar que 

π
τ
 ® uma solu­«o particular do sistema, enquanto que 

ρ
ρ
, ® a solu­«o do homog°neo x + y = 0, 

que chamaremos de homog°neo associado, isto ®, quando x = 1, teremos y = -1. £ poss²vel de se 

observar que o sistema tem infinitas solu­»es, basta para isto que atribuirmos valores para t. A parte 

ὸ Ȣ
ρ
ρ
 ® ir§ gerar as diferentes solu­»es do sistemas. Esta ideia mais tarde ser§ associada a base do 

espa­o.  

A parametriza­«o do sistema x + y = 4 ® 
4

x t

y t

=ë
ì
= -í

, logo temos um sistema linear na forma 

param®trica.  

ὼ
ώ  

π
τ

ὸ Ȣ
ρ
ρ
 A tecnologia, a qual justifica a t®cnica ® a q1.  

t821: Qual valor de 
x

y

å õ
æ ö
ç ÷
 quando t = -2? 

                                                 
31 A ideia ® que durante o PER, os sujeitos da pesquisa, por meio da motiva­«o geom®trica, concluam que ® a menor 

dist©ncia entre a origem e a reta.Dentre as solu­»es situadas na reta x = y ï 4 = 0, considere-se a solu­«o m²nima ® a 

proje­«o ortogonal da origem na reta. Termo esse utilizado devido nossa inten­«o did§tica 
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x

y

å õ
æ ö
ç ÷
 = 

0

4

å õ
æ ö
ç ÷
 + (-2) 

1

1

å õ
æ ö
-ç ÷
 ent«o 

x

y

å õ
æ ö
ç ÷
 = 

2

6

-å õ
æ ö
ç ÷

 ® uma solu­«o das muitas do sistema. Podemos 

notar que para um t qualquer teremos v§rias respostas para a solu­«o geral 
x

y

å õ
æ ö
ç ÷
. Uma solu­«o 

qualquer de 
x

y

å õ
æ ö
ç ÷
 depende das v§rias solu­»es do homog°neo dado por t.

1

1

å õ
æ ö
-ç ÷
 mais a solu­«o 

particular, no caso 
0

4

å õ
æ ö
ç ÷
. 

Iremos utilizar a motiva­«o geom®trica para representar o sistema x + y = 4. A solu­«o do 

sistema ® um par ordenado no RĮ, mas a partir de agora iremos associar a interpreta­«o geom®trica de 

vetor, com origem em (0,0).  

 

 Figura 26ï Representa­«o geom®trica do problema da norma m²nima 

 

                                              Fonte: Autor desta tese. 

 

 Dando um outro sentido ao problema, surge na matem§tica a ideia de vetor, que ® algo que 

tem tamanho, dire­«o e sentido, mas do ponto de vista alg®brico o quer importa ® o tamanho. O 

gr§fico mostra que os vetores s«o paridos geometricamente. Podemos observar na (Figura 26), que 

na atividade matem§tica  a solu­«o se d§ por um seta partindo, sempre, da origem e com extremidade 

na reta x + y ï 4 = 0. A solu­«o, ent«o podemos dizer s«o os vetores que sustentam a reta e n«o 

qualquer vetor da reta. O vetor (1,-1), por exemplo ® solu­«o do homog°neo associado, que por 

coincid°ncia parte da origem e s· caminha sobre a reta x + y = 0. 

 Na Figura 27, podemos observar que a solu­«o do sistema, como por exemplo a extremidade 

do vetor partindo da origem e indo at® P, se d§ pela combina­«o que ® a menor de todas (2,2) com a 

solu­«o de x + y = 0. Logo o conjunto das solu­»es ® a solu­«o de menor tamanho (que ® uma solu­«o 
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particular) mais a solu­«o do homog°neo associado. Comparando a o que determinamos 

anteriormente, o 
ὼ
ώ  

π
τ

ὸ Ȣ
ρ
ρ
, onde o 

ὼ
ώ ® a solu­«o geral que est§ associado a ὸ Ȣ

ρ
ρ
,

t R" Í, que s«o as solu­»es do homog°neo. Mas podemos escrever a solu­«o geral de um modo 

diferente, tal como uma solu­«o particular na forma 
ὼ
ώ  

ς
ς

ὸ Ȣ
ρ
ρ
, pois ao substituir 

qualquer valor em t ® solu­«o de x + y ï 4 = 0. Se t = 0, 
ὼ
ώ  

ς
ς

π Ȣ
ρ
ρ
 ȟ
ς
ς
 ® a solu­«o do 

sistema e isto ® v§lido para qualquer t. Esta ideia que foi posta, em encontrar a solu­«o de menor 

tamanho, tem uma grande import©ncia na matem§tica aplicada.  

Figura 27 ï Representa­«o da solu­«o geral do sistema. 

 

Fonte: Autor desta tese. 

 

 Como se observa no gr§fico da Figura 27, que uma solu­«o P (x,y) do sistema se d§ pela 

composi­«o do vetor que representa a solu­«o de menor tamanho (2,2) ou poderia ser a solu­«o 

particular 
π
τ
. O vetor 

π
τ
 mais um m¼ltiplo de t. 

ρ
ρ
, que ® a solu­«o do homog°neo associado. 

Podemos deduzir que dado um sistema homog°neo qualquer que seja, existe uma solu­«o do n«o 

homog°neo que ® perpendicular a solu­«o do homog°neo. Com isto a reta x + y = 0 que representa o 

sistema homog°neo (yË) ® perpendicular a (xË), formando um novo sistema de eixos ortogonais.  

 Conclu²mos que o dado o sistema,  o homog°neo, que cria o espa­o que n«o ® necessariamente 

o espa­o todo, pois falta a solu­«o particular. Se o sistema tem 3 equa­»es com 3 inc·gnitas, ou seja, 

no Rį, mas se ele tem uma solu­«o ® representa um ponto. Mas se o sistema for indeterminado ele 

tem uma solu­«o particular e tem a solu­«o do homog°neo associado, que tamb®m tem solu­«o, o 

qual gera o espa­o. Ent«o, o espa­o gerado pelo homog°neo mais a solu­«o particular, que quando 

combinados gera todos os vetores partindo da origem com extremidade em x + y ï 4 = 0. Se 

abstra²mos esta ideia, o que nos interessa agora ® olhar para o novo sistema de eixos xËe yË gerado 

pelo sistema inicial e a solu­«o que vai de (0,0) a (2,2).     
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 Continuamos no RĮ, mas estamos compreendendo este mesmo RĮ de uma maneira diferente 

da habitual, com a forma­«o do novo sistema de eixos ortogonais.  

 Podemos concluir que os sistemas nos d«o uma vis«o do espa­o. Se nos abstra²mos o sistemas 

chegamos nas matrizes. Portanto, podemos deduzir que as matrizes s«o uma lente que nos permite 

enxergar o espa­o em dois peda­os formado pelo sistema homog°neo e o sistema n«o homog°neo. A 

matriz sim®trica32 decomp»e o espa­o em subespa­os ortogonais33.    

 Partimos para o tipo de tarefas T8: Resolver o sistema de uma ¼nica equa­«o de duas vari§veis. 

Este tipo de tarefa se parece muito com o T1, pois estamos resolvendo o sistema, mas de uma ¼nica 

equa­«o e na forma vetorial.  

t8: Dado o sistema x + y = 1 resolver e representar as solu­»es na forma vetorial e na forma 

geom®trica. A raz«o de ser ® a ideia dos espa­os vetoriais. 

t8: resolu­«o de sistema na forma vetorial e geom®trica. A tecnologia continua 1q. 

Iremos realizar o mesmo processo. 

y = x ï 1 

ὼ
ώ  

ὼ
ρ ὼ

π
ρ

ὼ
ὼ

π
ρ

ὼ
ρ
ρ

 

A solu­«o particular ® 
π
ρ

 

A solu­«o ὼ
ρ
ρ
, fazendo x = t, ent«o: ὸȢ

ρ
ρ
. 

Vamos agora a representa­«o gr§fica: 

Figura 28ï Representa­«o da solu­«o geral do sistema.

 

                                                            Fonte: Autor 

                                                 
32 £ aquela matriz em que ® igual a sua transposta, isto ® A = At.   
33 Mais tarde trataremos de subespa­o.  
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A solu­«o 
ρ
π
 ® a solu­«o particular 

π
ρ
  mais um m¼ltiplo de t multiplicado por 

ρ
ρ
, como 

mostra ὸ Ȣ
ρ
ρ
, ou seja, ® a solu­«o particular mais a solu­«o do homog°neo associado. Podemos 

concluir que o sistema nos d§ uma vis«o do espa­o, que mais adiante chamaremos de espa­o vetorial. 

Nesta atividade matem§tica mostramos o surgimento dos espa­os vetoriais, sem preocupa­«o 

com seus axiomas, os quais s«o definidos. Trabalhar com este tipo de tarefa facilita o processo de 

ensino deste objeto matem§tico, que ® apresentado nos livros did§ticos de uma maneira abstrata, como 

Peano apresentara em 1888. 

  Em seguida os vetores foram utilizados tamb®m, para representar os n¼meros complexos. Do 

ponto de vista alg®brico outra ideia que impulsionou os vetores foram os escritos na forma x = a + bi 

+ cj + dk, os quais foram denominados de quat®rnios, que foi uma abstra­«o dos complexos, ou seja 

algo a mais do que z = a + bi ÍR2, ou seja, porqu° n«o ter algo para o R4, por exemplo.  

 Voltemos ao tipo de tarefas T1 escrita de outro modo, mas a ideia ® resolver o sistema e aqui 

pediremos a solu­«o geral do sistema.  

 

T9: Determinar a solu­«o geral do sistema linear m x n. 

             t9: Determinar a solu­«o geral do sistema linear x + y + z + t = 1.       Sistema S10 

 t9: resolu­«o do sistema e representa­«o vetorial. 

 x = 1 ï y ï z ï t , logo 

x

y

z

t

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

 ® solu­«o da equa­«o.  

 Tal solu­«o pode ser escrita na forma 

1 1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

y z t

y
y z t

z

t

- - - - - -å õ å õ å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö= + + +
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

que ser§ 

chamado de hiperplano.  

 A ideia de se trabalhar com esta tarefa ® revelar que existem espa­os de dimens»es maiores, 

mas que n«o podemos utilizar a representa­«o geom®trica. A parte representada por 

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

y z t

- - -å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö+ +
æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷

® a solu­«o do homog°neo x + y + z + t = 0, pois se x = -1, y = 1, z = 0 e t = 

0 teremos -1 + 1 + 0 + 0 = 0 (solu­«o do homog°neo associado ao sistema linear) o que v§lido para 
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os demais seja qual for a combina­«o formada , ,y z t R" Í , enquanto que 

1

0

0

0

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

 ® uma solu­«o 

particular do sistema, pois x = 1, y = 0, z = 0 e t = 0 teremos 1 + 0 + 0 + 0 = 1, logo ® solu­«o do 

sistema linear.   

 Podemos verificar que como se tem 4 vari§veis, logo estamos diante de um problema do R4, 

mas a partir da representa­«o do sistema na forma vetorial  

1 1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

y z t

y
y z t

z

t

- - - - - -å õ å õ å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö= + + +
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

 podemos notar que este sistema depende de tr°s 

vari§veis, ent«o ® um problema do Rį, ou seja, pode ser pensado como um problema nesta dimens«o. 

Portanto podemos definir o espa­o solu­«o do sistema como tridimensional.  

 Lang (2003), conceitua hiperplanos: considerando o espa­o vetorial Rn. Se v 0̧ um vetor 

do Rn, ent«o o conjunto dos pontos X do Rn denotado por Inī1, que passa pelo ponto P do Rn e ® normal 

ao vetor v tal que <X ī P, v> = 0 e denominado hiperplano. 

Assim, o hiperplano In-1 dos pontos X qualquer do Rn, X = {x1, ...., xn} Ë R
n, que passa por 

P = {p1, p2, ....,pn} Ë R
n  e que seja normal a um vetor v = {v1, v2, ...., vn} Ë R

n  e que satisfaz <(X 

ï P), v> = 0 para n = 2, temos o plano de equa­«o v1x1 + v2x2 + h = 0 e para n = 3, temos v1x1 + v2x2 

+ v3x3 + h = 0, que ® o caso do espa­o. 

A ideia de ponto, reta, plano est«o assoviados a solu­«o de sistemas lineares. A reta e o plano 

s«o chamados variedades lineares do R4. O termo linear refere-se ao fato de que as equa­»es dessas 

variedades s«o do primeiro grau em termos dos par©metros, assim a reta tem uma dimens«o, enquanto 

que o plano tem duas dimens»es. As variedades lineares de tr°s dimens»es ® que s«o os hiperplanos. 

O hiper refere-se a uma dimens«o a menos que a do espa­o.  Um hiperplano fica determinado por um 

ponto e por tr°s vetores que d«o a sua dire­«o, n«o sendo paralelos a um mesmo plano. Podemos dizer 

que uma raz«o de ser de se estudar AL ® para compreender os sistemas lineares, ou seja, a g°nese da 

AL esta no estudo qualitativo dos sistemas lineares. 

t91: Determinar a solu­«o geral do sistema linear a seguir. 

t9: resolu­«o do sistema e representa­«o vetorial. 

         x1 + x2 + x3 = 1 

            Sistema S11 

                x2 + x3 = 1  
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         x1 + x2 = 1 - x3  

 

                x2 = 1 - x3 

 Estamos diante de um sistema indeterminado, mas a solu­«o do sistema 

x

y

z

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

, ent«o: 

x2 = 1 ï x3, x3 = x3 e x1 = 0. Escrevendo na forma a seguir: 

      3 3 3

3 3

0 0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 1

x x x

x x

å õ å õ å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
- = + - = + -
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

 

t92: Determinar a solu­«o geral do sistema linear por meio do escalonamento de matrizes. 

1 2 3

1 2 3

1

2 2 2

x x x

x x x

+ + =ë
ì
+ + =í

        Sistema S12 

 t9: resolu­«o do sistema utilizando o escalonamento e representa­«o vetorial. 

 Dado o sistema, vamos represent§-lo na forma de matriz e escalon§-lo.  

1 2 3

1 2 3

1

2 2 2

x x x

x x x

+ + =ë
ì
+ + =í

 

            

1 1 1 2

1 2 2 2

1 1 1 2

0 1 1 1

å õ
æ ö
ç ÷

å õ
æ ö
ç ÷

  Multiplicando a primeira equa­«o por (-1) e somando com segunda equa­«o, 

temos:  

 Com o sistema escalonado, voltaremos a representa­«o na forma de sistema. 

 1 2 3

2 3

1

1

x x x

x x

+ = -ë
ì
= -í    Uma solu­«o do sistema ® a terna 

1

2

3

x

x

x

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷. 

 A solu­«o do sistema se dar por x2 = 1 ï x3, x1 = 0 e x3 = x3. (x3 ® a nossa vari§vel livre) 

          

3 3 3

3 3

0 0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0

x x x

x x

å õå õ å õ å õ å õ
æ öæ ö æ ö æ ö æ ö

- = + - = + -æ öæ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷

 

Na representa­«o ® poss²vel se verificar a solu­«o geral do sistema e nela uma solu­«o particular e a 

do homog°neo associado.  
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 3 3

3

0 0 0 0

1 1 1

0 0 1

solução geral

x x

x

å õå õ å õ å õ
æ öæ ö æ ö æ ö
+ - = + -æ öæ ö æ ö æ ö

æ ö æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷  

           Solu­«o do homog°neo associado 

Solu­«o particular do sistema 

t921: substituir no sistema a solu­«o geral encontrada em t82.  

Observa-se que se colocarmos no sistema sua solu­«o geral, isto ®, 

3

3

0

1 x

x

å õ
æ ö
-æ ö

æ ö
ç ÷, teremos: 

1 2 3

1 2 3

1

2 2 2

x x x

x x x

+ + =ë
ì
+ + =í  

3 3

3 3

0 (1 x ) 1

0 2(1 x ) 2 2

x

x

+ - + =ë
ì
+ - + =í

 

 

O problema envolve tr°s vari§veis, mas por§ se resolver o sistema depende apenas de x3, pois 

fazendo variar a vari§vel livre x3, para qualquer n¼mero real (R), obteremos infinitas solu­»es para o 

sistema. Observa-se que o sistema tem uma solu­«o unidimensional e sempre tem um homog°neo 

associado a ele. 

 T10: Determinar o sistema homog°neo associado a um sistema. 

 

t10: Determinar o sistema homog°neo associado ao sistema 1 2 3

1 2 3

1

2 2 2

x x x

x x x

+ + =ë
ì
+ + =í

. Sistema S13

 

           t10: coloca-se o elemento nulo no termo independente (sistema homog°neo). Resolve-se o 

sistema.  

1 2 3

1 2 3

0

2 2 0

x x x

x x x

+ + =ë
ì
+ + =í

 

 A subtarefa: t10,1: Substitua nas vari§veis x1 = 0, x2 = -1 e x3 = 1, no sistema homog°neo, e 

veja o que acontece. Por qu°? 

Veremos que ® solu­«o do mesmo, como segue: 

  
0 ( 1) 1 0

0 2( 1) 2.1 0

+ - + =ë
ì
+ - + =í

 

 Todo sistema linear homog°neo tem pelo menos uma solu­«o que ® a nula (solu­«o trivial), 
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ou o m¼ltiplo de uma solu­«o diferente da trivial, que tamb®m ® solu­«o e p¹r fim a soma de duas 

solu­»es, que tamb®m ® solu­«o, como veremos a seguir. 

 t10,2: Substitua valores de x3 = t, na solu­«o geral 3 3 3

3 3

0 0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0

x x x

x x

å õå õ å õ å õ å õ
æ öæ ö æ ö æ ö æ ö

- = + - = + -æ öæ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷

 do 

sistema 1 2 3

1 2 3

1

2 2 2

x x x

x x x

+ + =ë
ì
+ + =í

. 

Para t = 1 teremos uma solu­«o, que chamaremos de S1 = 

0 0 0 0 0

1 1 1 1. 1 0

0 1 0 1 1

t

å õ å õ å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
+ - = + - =

æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

. 

Para t = 2 teremos uma outra solu­«o, que chamaremos de S2 = 

0 0 0 0 0

1 1 1 2. 1 1

0 1 0 1 2

t

å õ å õ å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
+ - = + - = -

æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

. 

 t10,3: Adicione duas dessas solu­»es. Qual solu­«o chegou?  

Se somarmos S1 + S2 = 

0 0 0

0 1 1

1 2 3

å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö
+ - = -

æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷

. 

t10,4: Substitua esta solu­«o da tarefa t11, isto ®, x1 = 0, x2 = -1 e x3 = 3 no sistema 

1 2 3

1 2 3

1

2 2 2

x x x

x x x

+ + =ë
ì
+ + =í  

 

0 ( 1) 3 1

0 2( 1) 2(3) 2

+ - + ¸ë
ì
+ - + ¸í  

 Observamos que a soma de duas solu­»es n«o ® solu­«o do sistema.  

t10,5: Encontre 2 solu­»es do homog°neo associado ao (SH). Em seguida some estas duas 

solu­»es e substituas no mesmo SH. 

          

1 2 3

1 2 3

0

2 2 0
H

x x x
S

x x x

+ + =ë
=ì

+ + =í  

       

0 0

0 1

0 1

S t

å õ å õ
æ ö æ ö
= + -
æ ö æ ö
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 

Vamos fornecer valores a t, como segue:
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0 0 0 0 0 0

1; 0 1. 1 1 2; 0 2. 1 2

0 1 1 0 1 2

t S e t S

å õ å õ å õ å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö

= = + - = - = = + - = -
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ 

Somando S1 + S2, temos: 

  

0 0 0

1 2 3

1 2 3

å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö
- + - = -
æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷     

t10,6: Substituindo o resultado de S1 + S2, no sistema S, temos: 

           

0 ( 3) ( 3) 0

0 2( 3) 2( 3) 0
HS

+ - + - =ë
=ì
+ - + - =í  

 Conclu²mos que S1 + S2 ® solu­«o do sistema SH. Logo, o sistema linear homog°neo tem uma 

solu­«o nula, enquanto que o sistema n«o homog°neo n«o. O m¼ltiplo de uma solu­«o tamb®m ® 

solu­«o, enquanto que no n«o homog°neo n«o ®. A soma de duas solu­«o do homog°neo continua 

sendo solu­«o para o homog°neo. £ interessante notar que as opera­»es com o homog°neo associado 

® fechado em rela­«o a opera­«o externa, pois pegamos uma solu­«o e multiplicamos t que ® 

qualquer n¼mero real, como mostra. 

} }
1 1 1

2 1 2 3 2 2

3 3 3

0

³ / 0, , , ³ / 1 , ,

1

H H

x x x

S x R x x t x t t R ou S x R x t t t R

x x x

ë ëå õ å õ å õå õ
î îæ ö æ ö æ öæ ö
= Í = =- = " Í = Í = - " Íì ìæ ö æ ö æ öæ ö
î î æ öæ ö æ ö æ ö

ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷í í
 

 

O sistema escrito na forma de matriz por coluna ® poss²vel se observar que quando se separa 

a solu­«o geral em duas partes, ou seja, em solu­«o particular e solu­«o do homog°neo associado, 

conclui-se que todo o sistema linear tem esta caracter²stica. 

Iremos utilizar uma outra t®cnica, que ® resolver o sistema por colunas. Esta t®cnica ® pouco 

comum para resolver sistemas lineares, como no exemplo a seguir: 

 

T3: Represente o sistema linear m x n na forma de matriz. 

t31: Represente o sistema linear 2x3 a seguir na forma de matriz  

1 2 3

1 2 3

1

2 2 2

x x x

x x x

+ + =ë
ì
+ + =í

        Sistema S13 

t3: representa­«o na forma matriz coluna o sistema. A 1q justifica esta t®cnica.
 

Podemos escrev°-lo na forma de matriz, como segue: 
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31 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 1
;

2 2 2 1 2 2 2

1 1 1 1 1 0
(x x ) (x x 1)

1 2 2 1 2 0

xx x
x x x ou

x x x

x x

å õå õ å õ å õ å õ å õ å õ å õ
+ + = \ + + =æ öæ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷

å õ å õ å õ å õ å õ å õ
+ + = \ + + - =æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

 

t31: Substitua as vari§veis x1 por t e (x2 +x3 -1) por s e calcule a solu­«o do sistema. 

Com esta subtarefa propomos substituir vari§veis ou a soma delas pelas letras t e s, al®m de 

revelar uma tarefa que n«o esta presente nas escolas. 

1 2 3(x x 1), :

1 1 0
, :

1 2 0

0

2 0

se t x e se s temos

t s onde

t s

t s

Resolvendo

= = + -

å õ å õ å õ
+ =æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷

+ =ë
ì
+ =í

 

t = s = 0

 
Ca²mos num sistema homog°neo, que tem pelo menos a solu­«o trivial. Se t = 0, ent«o: x1 = t 

= 0 e x2 + x3 - 1 = s = 0, ent«o: x2 = 1 ï x3, que era a solu­«o que t²nhamos. 

Uma outra tarefa n«o presente na escola ® a resolu­«o por escalonamento por colunas. 

Resolveremos o mesmo sistema por colunas. N«o ® muito comum nas obras aplicarmos os operadores 

elementares por colunas. Uma tarefa que n«o est§ presente nas institui­»es, mas que ® importante 

mostrar que ® poss²vel. 

T11: Escalonar o sistema por colunas.  

t11: Escalone o sistema a seguir por colunas. 

1 2 3

1 2 3

1

2 2 2

x x x

x x x

+ + =ë
ì
+ + =í

            Sistema S13

 

Escrevendo na forma de matriz, onde C1 ® a coluna 1 e C4 ® a coluna 4, temos: 

1 1 4

1
2

1111

1222

1
, :

2

111

0 222

FazendoC C C temos

å õ
æ ö
ç ÷

= -

å õ
æ ö
ç ÷

 

Observe que o sistema ficou triangular, do mesmo jeito que se pens§ssemos o problema por 

linhas. Voltando a forma alg®brica de se representar os sistemas, temos: 
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1
2 1 2 3

1 2 3

1

0. 2 2 2

x x x

x x x

+ + =ë
ì

+ + =í  

Resolvendo se chega na solu­«o x1 = 0, x2 = 1 ï x3 e x3 = t. Ent«o S = {0, 1 ï x3, t} ou S = {0, 

1 ï t, t}. 

O sistema 3x3 passa a ser resolvido por um 2x2, reduzindo o tamanho do sistema, al®m de  

articular saberes como matrizes, operadores elementares por colunas. £ interessante notar que o 

sistema resolvido por esta t®cnica, apresenta solu­«o mesmo que o primeiro n«o tivesse. Como t = 0 

= x1  e x2 + x3  - 1 = 0, temos que: 

x2 = 1 ï x3, ent«o: 

x1 = 0, x2 = 1 ï x3 e x3 = t (vari§vel livre). Ent«o S = {0, 1 ï x3, t} ou S = {0, 1 ï t, t}. Esta ® 

a solu­«o geral do sistema original. Qual conclus«o se chegou?  

Podemos pensar no sistema de duas maneiras, ou pela dualidade: pensar nas vari§veis 

(trabalho com linhas) ou por equa­»es (por coluna). No nosso sistema sendo observado por linhas h§ 

3 vari§veis logo no Rį, enquanto seu olharmos por coluna, com 2 vari§veis problema no RĮ. 

As matrizes eram uma ferramenta para se resolver sistemas, a partir do estudo qualitativo dos 

sistemas lineares. Em seguida as matrizes s«o estudadas como objeto, surge a teoria de matrizes e 

enfim a AL. 

Dado um sistema S e se S tem solu­«o XP (solu­«o particular) e se XS = XP + XH, onde solu­«o 

XH ® a solu­«o do homog°neo associado e portanto ® uma soma de m¼ltiplos de solu­»es deste sistema 

ou XH ® unicamente nula. 

Prosseguindo na constitui­«o do MER partiremos para as opera­»es com matrizes: 

T1: Determinar a solu­«o do sistema m x n. A raz«o de ser das opera­»es ® justificada pelo 

estudo qualitativo de sistemas lineares. 

t111: Determinar a solu­«o do sistemas 2 x2 a seguir. 

1

2

2 1

x y
S

x y

+ =ë
ì
- =í

   e   2

0

2 3 5

x y
S

x y

- =ë
ì
+ =í

 

t11: qualquer m®todo de resolu­«o de sistema. 

Seja por qual for o m®todo os sistemas S1 e S2 tem a mesma solu­«o, pois x = y = 1. 
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t111,1: Somar os sistemas S1 com o S2.  

A subtarefa t14,1 nos faz trabalhar com soma das solu­»es. Portanto, S1 + S2 d§: 

 
2 2

4 2 6

x

x y

=ë
ì
+ =í

. Resolvendo este sistema teremos x = y = 1. 

t111,2: Mudar a vari§vel de modo que x fique em fun­«o de y. 

Vamos fazer um mudan­a de vari§vel de modo que o x em fun­«o de y, com a inten­«o de 

tornar o sistema triangular. 

Fazendo y = 2x + t, pois ao substituir no sistema S1 ir§ anular a vari§vel x, como segue: 

1

(2x t) 2
´

2 (2x t) 1

x
S

x

+ + =ë
ì
- + =í

\ 1

3x t 2
´

t 1
S

+ =ë
ì
- =í

Como t = -1, logo x = 1, como y = 2.1+(-1)=1. 

 

t111,3: Representar do sistema na forma ampliada ï matriz do sistema 

t111,4: Adicione S1 e S2. 

1

1

1 1 2

2 1 1

1 1 0

2 3 5

s

s

å õ
=æ ö

-ç ÷

-å õ
=æ ö
ç ÷

 

Destaca-se que esta nota­«o ® uma nota­«o atual, pois anteriormente a esta os matem§ticas 

representavam os sistemas acima da seguinte forma: 

                   (x     y)                              (x     y)   

         S1 =   
1 1

2 1

å õ
æ ö
-ç ÷
=

2

1

å õ
æ ö
ç ÷
    e    S2 = 

1 1

2 3

-å õ
æ ö
ç ÷

= 
0

5

å õ
æ ö
ç ÷

 

                  
1 1

2 1

å õ
æ ö
-ç ÷
.

2

1

x

y

å õ å õ
=æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
  e  

1 1

2 3

-å õ
æ ö
ç ÷

.
x

y

å õ
æ ö
ç ÷
=

0

5

å õ
æ ö
ç ÷
 Adicionando S1 com S2, temos: 

       
1 1 1 1 2 0

.
2 2 1 3 1 5

x

y

+ - +å õ å õ å õ
=æ ö æ ö æ ö

+ - + +ç ÷ ç ÷ ç ÷
 

Somamos as vari§veis x com x e y com y. Conclu²mos que a adi­«o de matrizes esta inspirado 

nos sistemas lineares. A matriz resultante desta soma ser§ denominada de matriz soma. Da² nasce a 

ideia de soma de matrizes esta muito bem definida, pois s· podemos somar matrizes de mesma ordem. 

Voltando ao sistema S1 e o trabalho com mudan­a de vari§vel, com o intuito de fazer com que 

o sistema fique mais f§cil de resolver, partiremos para o tipo de tarefas T12:  

T12: Resolver o sistema linear por mudan­a de vari§vel. 

t12: Resolver o sistema linear a seguir por mudan­a de vari§vel. 
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1

2

2 1

x y
S

x y

+ =ë
ì
- =í

  

t12: atribuir valores as vari§veis x e y do sistema. A tecnologia continua a 1q. 

  T²nhamos atribu²do a vari§vel y = 2x + t e agora chamaremos a var§vel x de s, ou seja,  

x = s. 

1

2

2 1

x y
S

x y

+ =ë
ì
- =í

 mudando-se as vari§veis 
2

x s

y x t

=ë
ì
= +í

escrevendo de outra forma, temos: 

 
2

x s

y x t

=ë
ì
- =í

ou ainda 
2

x s

y s t

=ë
ì
= +í

Substituindo em S1: 

1

(2 ) 2 3 2 (2 1)s 2

2 (2 t) 1 1 (2 2)s 1

s s t s t t
S

s s t t

ë + + = + = + + =ë ë
==> ==>ì ì ì

- + = - = - - =í íí

 

 

t12,1: Resolver o sistema linear a seguir por mudan­a de vari§vel, mas utilizando a 

representa­«o matricial. 

1

2

2 1

x y
S

x y

+ =ë
ì
- =í

 

Usando a representa­«o do sistema e acompanhando passo a passo o que fizemos utilizando 

sistemas, temos: 

S1 
1 1

2 1

å õ
æ ö
-ç ÷

x

y

å õ
æ ö
ç ÷
=

2

1

å õ
æ ö
ç ÷
 representa­«o do sistema 1

2

2 1

x y
S

x y

+ =ë
ì
- =í

 

Trabalhando com o sistema de mudan­a de vari§vel: 

1 0

2 1

å õ
æ ö
ç ÷

s

t

å õ
æ ö
ç ÷
=

x

y

å õ
æ ö
ç ÷
 representa­«o do sistema 

2

x s

y s t

=ë
ì
= +í

 

Fazendo a combina­«o, ou seja, substituindo 
x

y

å õ
æ ö
ç ÷
 no sistema de mudan­a de vari§vel, temos: 

           
1 1

2 1

å õ
æ ö
-ç ÷

1 0

2 1

å õ
æ ö
ç ÷

s

t

å õ
æ ö
ç ÷
=

2

1

å õ
æ ö
ç ÷
 representando a combina­«o  

(2 ) 2

2 (2 t) 1

s s t

s s

+ + =ë
ì
- + =í

 

(1 2) 1 2

(2 2) 1 1

s

t

+å õå õ å õ
=æ öæ ö æ ö

- -ç ÷ç ÷ ç ÷
   representando a combina­«o  

(2 1)s 2

(2 2)s 1

t

t

+ + =ë
ì
- - =í

 

Acabamos de revelar a g°nese do produto matricial, como sendo um problema de mudan­a 

de vari§vel. Esta ideia j§ era trabalhada por Cayley (1858), conforme levantamento hist·rico do in²cio 

desse cap²tulo. 

 

T2: Resolver o sistema linear gen®rico. 
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t211: Resolver o sistema linear a seguir por mudan­a de vari§vel. 

Cayley (1858) definiu a multiplica­«o matricial como sendo a representa­«o do efeito de duas 

transforma­»es sucessivas. Ent«o propomos a atividade, por meio de tarefa, que n«o est§ presente nas 

obras (livros e textos do saber) s«o tarefas nas quais os coeficientes s«o letras. Ent«o, dado os sistemas 

gen®ricos, podemos revelar o produto matricial, como segue: 

S 1 1 1

2 2 2

a x b y c

a x b y c

+ =ë
ì

+ =í
 sistema principal 

Sô 1 1

2 2

's 't

's 't

a b x

a b y

+ =ë
ì

+ =í
       sistema mudan­a de vari§vel 

t211: combina­«o dos sistemas: sistemas mudan­a de vari§vel. 

1 1 1 1 2 2 1

2 1 1 2 2 2 2

( 's 't) b ( 's 't)

( 's 't) b ( 's 't)

a a b a b c

a a b a b c

+ + + =ë
ì

+ + + =í
fazendo a combina­«o, isto ®, substituir as vari§veis x e y 

na primeira equa­«o. Agrupando os termos semelhantes, temos: 

1 1 1 2 1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 1 2 2 2

( ' a ')s ( b ' ') t

( ' a ')s ( b ' ') t c

a a b a b b c

a a b a b b

+ + + =ë
ì

+ + + =í
 

Utilizando a representa­«o matricial, como um registro necess§rio para entendimento da ideia 

da matriz produto. 

Sistema S 1 1 1

2 2 2

a b cx

a b cy

å õ å õå õ
=æ ö æ öæ ö

ç ÷ç ÷ ç ÷
  representa­«o de S 1 1 1

2 2 2

a x b y c

a x b y c

+ =ë
ì

+ =í
 

Sistema Sô 1 1

2 2

' '

' '

a b s x

a b t y

å õå õ å õ
=æ öæ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ç ÷
  representa­«o de Sô 1 1

2 2

's 't

's 't

a b x

a b y

+ =ë
ì

+ =í
 

Fazendo a combina­«o 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

' '

' '

a b a b cs

a b a b ct

å õå õ å õå õ
=æ öæ ö æ öæ ö

ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷
, ent«o a representa­«o da combina­«o 

1 1 1 1 2 2 1

2 1 1 2 2 2 2

( 's 't) b ( 's 't)

( 's 't) b ( 's 't)

a a b a b c

a a b a b c

+ + + =ë
ì

+ + + =í
. Observe que na representa­«o matricial aparece uma matriz ao 

lado da outra sem sinal. 

1 1 1 2 1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 1 2 2 2

' ' ' '

' ' ' '

a a b a a b b b cs

a a b a a b b b ct

+ +å õ å õå õ
=æ ö æ öæ ö

+ + ç ÷ç ÷ ç ÷
representa­«o de 1 1 1 2 1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 1 2 2 2

( ' a ')s ( b ' ') t

( ' a ')s ( b ' ') t c

a a b a b b c

a a b a b b

+ + + =ë
ì

+ + + =í
 

Esta tarefa que n«o encontramos de um modo geral nas institui­»es leva os alunos a pensarem 

numa ideia que surge por defini­«o, que ® o produto matricial. Logo, ® poss²vel se mostrar que a 

g°nese do produto matricial, vem, tamb®m, do estudo qualitativo de sistemas lineares. Mostramos 

com o alcance da t®cnica, que o produto de matrizes n«o acontece por acaso. £ importante notar no 

sistema S que ocorre uma transforma­«o, pois o par (x,y) ® transformado no par (c1,c2), enquanto que 

no sistema Sô transformasse o par (s,t) em (x,y).  
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 A grande ideia revelada ® que a composi­«o de transforma­»es ® o produto das matrizes, 

portanto estamos no campo das rela­»es. Agora podemos dizer que ao aplicarmos uma transforma­«o 

(mudan­a de vari§vel) com intuito de obter um sistema mais f§cil de resolver. Ent«o do ponto de vista 

das rela­»es os sistemas lineares s«o transforma­»es lineares. 

Institucionalizando, temos: Formalizando a soma e o produto de matrizes. 

A = (aij)m x n     1 ¢ i ¢m  e  1¢ j ¢n 

B = (bij)m x n     1 ¢ i ¢m  e  1 ¢ j ¢n 

Ent«o: A + B = (aij + bij) m x n 

Para o produto, temos: 

A = (aij)m x n     1 ¢ i ¢m  e  1 ¢j ¢n 

B = (bij)n x p     1 ¢ i ¢m  e  1¢ j ¢n 

            AB = mxp

1

( )
n

ik ik

k

a xb
=

ä  

Podemos representar da seguinte forma: 
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Para que ocorra o produto de matrizes ® necess§rio que o n¼mero de colunas da primeira 

matriz seja igual ao n¼mero de linhas da segunda matriz, resultando em uma matriz com a mesma 

quantidade de linhas da primeira matriz e mesma quantidade de colunas da segunda matriz. O que 

justifica isto ® o produto escalar entre dois vetores, pois os vetores tem que ter o mesmo n¼mero de 

elementos, como mostra a representa­«o matricial do sistema apresentado S e Sô(sistema mudan­a de 

vari§vel).  

A ideia de resolver o problema literal ® que o aluxo enxergue o produto de um escalar por uma 

matriz. 

T13: Estudar qualitativamente o sistema gen®rico. 

t13: Estudar qualitativamente o sistema gen®rico a seguir por mudan­a de vari§vel e representar 

na forma de matriz. 

t13: substituir as vari§veis x e y no sistema e por seguinte, representar na forma de matriz 

A ideia do produto escalar por uma matriz, perpassa por um sistema linear, tamb®m, como 
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segue:  

Dado o sistema S = 1 1 1

2 2 2

a x b y c

a x b y c

+ =ë
ì

+ =í
, vamos substituir a vari§vel x = 2s e y = 2t, valores estes 

aleat·rios, ou seja, poderia ser um outro qualquer. 

x = 2s pode ser escrito na forma escalar, isto ®: 
2 0

0 2

å õ
æ ö
ç ÷

 matriz escalar 

y = 2t pode ser escrito na forma escalar, isto ®: 
2 0

0 2

å õ
æ ö
ç ÷

 matriz escalar 

1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

(2s) (2 t)

(2s) (2 t)

(2 )s (2 ) t 2 2
2

(2 )s (2 ) t 2 2

a b c

a b c

a b c a b a b

a b c a b a b

+ =ë
ì

+ =í

+ =ë å õ å õ
==> =ì æ ö æ ö

+ =í ç ÷ ç ÷

 

A tecnologia continua sendo o estudo qualitativo de sistemas lineares, a qual vem permeando 

os tipos de tarefas desta OMD. 

As ideias que acabamos de estudar podem ser interpretadas pensando em vetores. Ent«o 

voltemos a atividade matem§tica com vetor. A regra do paralelogramo j§ era conhecida desde a Gr®cia 

antiga, pois tal regra era utilizada na F²sica nas ideias de for­a e velocidade. Seu estudo era feito com 

uso da Geometria para auxiliar na resolu­«o do problema f²sico. Em meados do s®culo XVII j§ se 

dava °nfase nas quantidades escalares para representar posi­«o e peso (apesar de peso ser uma 

grandeza vetorial) e a quantidades vetoriais que representavam velocidade, acelera­«o e momento, 

por exemplo (Figura 29). 

         Figura 29 ï Regra do paralelogramo. 

 

                                    Fonte: Autor 

 

Ent«o do ponto de vista alg®brico, no RĮ, mas pode ser pensado para o Rn temos: 
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1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

logo
v u v u v u

v u então v u v u
v u v u v u

+å õ å õ å õ å õ å õ
= = + = + + =æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö

+ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
 

v e u R" Í  

  

T14: Estudar o sistema como um conjunto de vetores. 

 t14: Estudar o sistema a seguir como um conjunto de vetores. 

 
1

2 4

x y

x y

+ =ë
ì
- =í

            

t14: representa­«o vetorial do sistema 

Na representa­«o matricial teremos: 

1 1 1

2 1 4

x

y

å õå õ å õ
=æ öæ ö æ ö

-ç ÷ç ÷ ç ÷
 

Interpretando a matriz como um conjunto de vetores, ent«o: 

1 1 1 1 1 1 1. 1. 1 1

2 1 4 2 1 4 2. 1. 4 2. 4

x x y x y
x y

y x y x y

å õ õ +å å õ å õ å õ å õ å õ å õ å õ å õ å õ å õ å õ
= \ + = \ + = \ =æ ö öæ æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö

- - - -ç ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ÷

 

O que fizemos foi multiplicar as matrizes de um outro modo, s· utilizando as colunas, como 

segue: 

1 1 1 1 1 1

2 1 4 2 1 4

x
x y

y

å õ õå å õ å õ å õ å õ å õ å õ
= \ + =æ ö öæ æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö

- -ç ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ÷

 

Como podemos pensar nas matrizes como conjunto de vetores, logo genericamente, temos  

xόᴆ + yὺᴆ = ύᴆ. Com isto surge as ideias que aparecem nos livros que ® interpretar as matrizes como 

linhas (pensando nas equa­»es) ou como colunas (pensando com as vari§veis), o mesmo vale para os 

vetores. Estamos diante de uma dualidade, ou seja, um problema que se resolve por coluna tem uma 

rela­«o direta com um problema que se resolve por linha. Graficamente podemos representar do 

seguinte modo, pela regra do paralelogramo, produto de escalar (x e y) por vetor u e v, portanto xόᴆ 

e yὺᴆ e soma de vetores xόᴆ + yὺᴆ, obtendo como resultado o vetor ύᴆ.  

Podemos pensar do seguinte modo, quais s«o os escalares x e y que que multiplicados, 

respectivamente pelos vetores όᴆ Ὡ ὺᴆ ήόὩ ίέάὥὨέί ὴὶέὨόᾀὩά ύᴆȩ Dizemos ent«o que 

ύᴆ ï όάὥ ὧέάὦὭὲὥëÞέ ὰὭὲὩὥὶ de όᴆ e ὺᴆȟ logo, um sistema tem solu­«o quando o vetor independente 

® combina­«o linear das colunas, por outro lado quando n«o existem os escalares o sistema n«o tem 

solu­«o.                             

  xόᴆ + yὺᴆ = ύᴆ     
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Figura 30- Motiva­«o geom®trica para representar uma combina­«o linear. 

 

   Fonte: Autor 

Generalizando, temos:       

Dado um sistema linear Am x n Xn x 1 = B m x 1 

Onde A tem v§rios vetores, como A= [A(1) A(2)....A(n)]m x n com v§rias colunas (n colunas), onde 

cada A(j)
 = 

1

2

.

.

j

j

mj

a

a

a

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

 vetor n dimensional. X = 

1

2

.

.

n

x

x

x

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

 e B = 

1

2

.

.

n

b

b

b

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

. Escrevendo na forma x1A
(1)
 + x2A

(2)
 + .........+ 

xnA
(n)
 = ^B, que ® o que chamamos de combina­«o linear ï ® uma soma de m¼ltiplos de vetores. A 

pergunta para esta tarefa ® saber se 
^

B (l°-se: B chap®u) faz parte deste espa­o destas combina­»es 

lineares? Quando 
^

B = B, temos a combina­«o linear, caso contr§rio n«o ®. O min |B - 
^

B| se for igual 

a zero o sistema tem solu­«o caso contr§rio o sistema n«o tem solu­«o. 

Dados dois vetores podemos a partir destes com mais um vetor formarmos um tri©ngulo e 

com mais um paralelogramo. A partir desta determina­«o podemos concluir (T15):  

T15: Determinar o produto escalar x1x2 + y1y2. 

t15: A partir da Figura 31 e utilizando a Lei dos cossenos determinar x1x2 + y1y2. 

 

Figura 31- Representa­«o e utiliza­«o da regra do paralelogramo. 

 

                                                 Fonte: Autor 

t15: utiliza­«o da Lei dos cossenos 
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q4: Lei dos cossenos  

Sejam όᴆ = (x1, y1) 

           ὺᴆ = (x2, y2) 

Pela Lei dos cossenos, temos:   

ȿόᴆ  ὺᴆȿĮ =  ȿόᴆȿ ȿὺȿᴆ ς ȿόȿᴆȢȿὺȿᴆ. cos a  

O comprimento de ȿόᴆȿ Ὡ ȿὺȿᴆ, pelo Teorema de Pit§goras s«o:  

ȿόȿᴆό  x12 + y12      Ὡ      ȿὺȿᴆό =  x2
2
 + y2

2 

Ent«o: 

όᴆ  ὺᴆ = (x2 ï x1, y2 ï y1) 

ȿόᴆ  ὺᴆȿĮ = (x2 ï x1)Į + (y2 ï y1)Į 

Pela Lei dos Cossenos, tem-se: 

(x2 ï x1)Į + (y2 ï y1)Į = x1Į  + y1Į + x22  + y2
2
 -2. 

2 2 2 2

2 2 1 1. .cosx y x y+ + a 

Desenvolvendo e simplificando os dois membros, temos: 

-2(x1x2 + y1y2) = -2. 2 2 2 2

2 2 1 1. .cosx y x y+ + asimplificando o -2 nos dois membros, temos: 

(x1x2 + y1y2) = 
2 2 2 2

2 2 1 1. .cosx y x y+ + aEnt«o podemos dizer que (x1x2 + y1y2) ® o produto 

escalar. 

<όᴆȟὺᴆ> = ȿόȿᴆȢ  ȿὺȿᴆȢ cosa 

<όᴆȟὺᴆ> = u . vt
 (representa­«o por escalar) = (x2  y2) 

1

1

x

y

å õ
æ ö
ç ÷

= x2x1 + y2y1 (Produto escalar usual). Pois 

fazer um produto escalar ® fazer um produto matricial. 

Nesta tarefa esta a g°nese do produto escalar, criado no s®culo XIX por Grassmann, pois esta 

opera­«o entre vetores permitia simplificar o uso de coordenadas, o produto escalar de u.v de dois 

vetores do plano. 

Em geral tem-se: 

 u = 

1

2

.

n

u

u

u

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

  e  v = 

1

2

.

n

v

v

v

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

  Ent«o: <όᴆȟὺᴆ> =
1

n

i i

i

u v
=

ä  

t15,1: O que acontece quando a = 90o ? 

Quando temos  ȿόȿᴆȢȿὺȿᴆȢ cosa= 0 ou ȿόȿᴆȢȿὺȿᴆ  π έό cosa = 0, pois a = 90o,  logo 

podemos dizer que os vetores s«o ortogonais. Ent«o podemos dizer que o produto escalar entre os 

vetores u e v® 0 (zero), ou seja, <όᴆȟὺᴆ> = 0. 
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Seja agora o vetor 0 =  

0

0

.

0

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

 ent«o <0, u> = 0. Conclui-se que o vetor nulo ® ortogonal a qualquer 

vetor. Na AL a ortogonalidade significa falar em produto escalar nulo, enquanto que do ponto de 

vista da Geometria ® falar em ©ngulo de 90Ü. 

 Para Bruter (1998) Arquimedes (287-212 a. C.) come­aram a estudar for­as por vetores, onde 

a dire­«o ® aonde se exerce o esfor­o e o comprimento se d§ pela intensidade da for­a. Na F²sica  

estudavam o trabalho de uma for­a, como sendo o produto da intensidade desta for­a pelo 

comprimento do caminho percorrido ao longo do qual se exerce a for­a. Na matem§tica isto quer 

dizer um produto escalar.  

A ideia de se estudar vetores perpassa, tamb®m, pela quest«o Q3: Pensando no sistema de 2 

equa­»es e 3 vari§veis a seguir por linha. Qual compara­«o voc° faz com o produto matricial? 

0

2 0

x y z

x y z

- + =ë
ì
+ - =í

 

  
1 1 1 0

2 1 1 0

x

y

z

å õ
-å õ å õæ ö

=æ ö æ öæ ö-ç ÷ ç ÷æ ö
ç ÷

 A primeira equa­«o ® o produto escalar da primeira linha da primeira matriz 

pela matriz coluna igualado a zero, e o produto escalar da segunda linha da primeira matriz pela 

matriz coluna igualado a zero, interpretando o sistema como cada equa­«o como um produto escalar. 

          <L1,v> = 0 

          <L2,v> = 0  

Pode ent«o haver uma rela­«o entre os sistemas lineares e os vetores. Pensando nesta ideia 

temos Q4: Qual rela­«o voc° faz com o sistema linear homog°neo e o estudo de vetores? 

A sub-tarefa t15,2 cria condi­»es para que o aluno responda esta pergunta, bem pr·xima das 

ideias de Frobenius ao tratar os sistemas homog°neos. 

t15,2: Resolver o sistema a seguir pelo m®todo do escalonamento. 

0

2 0

x y z

x y z

- + =ë
ì
+ - =í

 

t12: T®cnica do escalonamento. 

Podemos deduzir pelo exemplo que um sistema homog°neo se d§ por encontrar um vetor que 

seja ortogonal a cada linha da matriz, pois o produto escalar ® zero. 

 Resolvendo o sistema, temos: 

A = 
1 1 1 0

2 1 1 0

-å õ
æ ö

-ç ÷
L2 = L2 ï 2L1 \  

1 1 1 0

0 3 3 0

-å õ
æ ö

-ç ÷
(representa­«o da matriz linha 
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equivalente). Voltando ao sistema: 

x y z

y z

- =-ë
ì

=í
  Logo a solu­«o x = 0, y = z e z = z, ent«o S = {(0,z,z)} ou S = {z(0,1,1)} ou S ={(0,1,1)}. 

Portanto (0,1,1) ® ortogonal aos vetores (1,-1,1) e (2,1,-1), que s. 

 t15,3: Represente geometricamente o que voc° acabou de encontrar. 

Vamos representar geometricamente, sendo  L1: Linha da matriz 1 e L2: Linha da matriz 2 

 u: Conjunto solu­«o ( )0 1 1  e todos os seus m¼ltiplos, que est«o na dire­«o representada. 

   Figura 32 - Representa­«o do vetor ortogonal 0

1

1

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

 em rela­«o a L1 e L2. 

 

                      Fonte: Autor 

 

 Na Figura 32 podemos observar que u ® ortogonal a L1 e a L2. Diremos ent«o que u ® o n¼cleo 

da matriz ou kernel da matriz, que ® diferente do vazio. O espa­o que trabalhamos tem 3 componentes 

(x,y,z), ou seja o Rį que ® a soma de um plano com reta, logo existe um espa­o linha, que ® o espa­o 

gerado pelas linhas da matriz, representado por R(At) gerado de A transposto, e est§ no plano. 

Podemos dizer que o kernel da matriz A ® o conjunto de todos os vetores do espa­o, tal que A. u= 0.  

O N (A) = Ker (A) = {uÍE/Au=0} e da² E = R(At) ÄN(A). O espa­o E ® uma soma direta 

pelo gerado de A transposto adicionado ao n¼cleo da matriz. O termo soma direta ® utilizado, pois os 

espa­os n«o tem nada em comum a n«o ser o ponto, que ® o 0 (zero). Logo R(At) ÆN(A) = {0}.  

A matriz A = 
1 1 1 0

2 1 1 0

-å õ
æ ö

-ç ÷
 quebra o espa­o em duas partes no gerado de A transposto 

R(At) que forma um plano e em  N(A), que forma uma reta. Podemos concluir que dado um vetor 

qualquer ou ele est§ na linha ou no n¼cleo. Mas se ele n«o esta na linha ou na coluna ele ® obtido pela 

soma dos dois. O vetor w® formado por uma combina­«o w=  a1 1L  +  a2 2L  +  ku. Na Figura 

33 ® poss²vel observamos as proje­»es de w no plano e no N(A).  
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Figura 33- Representa­«o geom®trica do vetor w. 

 

            Fonte: Autor 

 

Caracterizamos este momento como explorat·rio da t®cnica, pois com a reconstru­«o da OM 

apareceram novas sub tarefas capazes de relativos as t®cnicas que utilizamos, sendo estas sub tarefas 

relativas a interpreta­«o, a justifica­«o e o alcance destas t®cnicas.  

O ensino da matem§tica se torna complexo, pois ao reconstruirmos os saberes, como no caso 

da ortogonalidade, ocorre por conveni°ncia did§tica, que estes saberes s«o quebrados, e ficam ent«o 

desarticulados dos demais objetos. O que mostramos foi um problema de grande interesse te·rico 

matem§tico, pois os sistemas lineares, que depois abstra²mos para as matrizes quebram o espa­o em 

dois espa­os menores e que s«o ortogonais. 

Podemos produzir uma generaliza­«o do que estudamos, dado pelo momento de 

institucionalizar. Q5: £ poss²vel generalizar este processo? Momento de institucionaliza­«o.  

Generalizando: 

<όᴆȟὺᴆ> =
1

n

i i

i

u v
=

ä , onde u = 

1

2

.

.

n

u

u

u

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
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  se multiplicarmos por a, teremos a. u = 

1

2

.

.

n

u

u

u

a

a

a

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

 

<aόᴆȟὺᴆ > = a<όᴆȟὺᴆ> = a
1

n

i i

i

u v
=

ä  

 <όᴆȟόᴆ> = 
1 1

² 0
n n

i i

i i

u u u
= =

= ²ä ä  

ui  = 0 logo
1

² 0
n

i

i

u
=

=ä  

<όᴆȟόᴆ> = ||uĮ||; <όᴆȟόᴆ> = 0 Úu = 0, onde  ||uĮ|| ® a norma. 

 

Seja agora u, v e w Í R4  
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<όᴆȟὺᴆ+ ύᴆ> = ? 

u = 

1

2

.

.

n

u

u

u

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

; ὺᴆ+ ύᴆ = 

1 1

2 2

.

.

n n

v w

v w

v w

+å õ
æ ö
+æ ö

æ ö
æ ö
æ ö
æ ö+ç ÷

 

1 1 1 1

( ) ( ) , ,
n n n n

i i i i i i i i i i i

i i i i

u v w u v u w u v u w u v u w
= = = =

+ = + = + = < >+< >ä ä ä ä  

Em resumo: 

i) Positividade: <όᴆȟόᴆ>  = ||uĮ||, ou seja, um produto de όᴆȢόᴆ  ® o comprimento dele elevado 

ao quadrado. Se <όᴆȟόᴆ>  = 0 Ú u = 0 (vetor nulo), fora isso ser§ positivo. 

ii)  Simetria: <όᴆȟὺᴆ>  = <ὺᴆȟόᴆ>  comutativo 

iii)  Homogeneidade: <aόᴆȟὺᴆ > = <όᴆȟaὺᴆ > = a <όᴆȟὺᴆ>  Ra" Í  preserva a linearidade 

iv) Distributividade: <όᴆȟὺᴆ+ ύᴆ> = , ,u v u w< >+< >vale a distributividade do produto 

escalar. 

Dizemos ent«o que o produto interno ou produto escalar ® quando se tem uma 

aplica­«o que leva um par de vetores e leva num escalar, quando se faz esta aplica­«o com as 

propriedades acima. 

 Um espa­o vetorial de dimens«o finita no qual est§ definido um produto interno ® 

um espa­o vetorial euclidiano. O produto escalar sobre o espa­o vetorial  dado a seguir ® 

um produto interno.       

             

Uma outra atividade que foi apresentada na parte hist·rica, fora a de Fermat e Descartes ao 

estudarem ¨s curvas. A partir de uma equa­«o como podemos encontrar sua equa­«o reduzida. Iremos 

mostrar passagens na t®cnica que as obras n«o mostram, portanto desarticulando com saberes j§ 

ensinados. A raz«o de ser da T16 relacionar o estudo das curvas com matrizes. 

 

T16: Representar matricialmente a equa­«o de uma curva. 

t16: Representar matricialmente a equa­«o de uma curva xĮ + yĮ + 2xy + 3x + 4y + 5 = 0. 

t16: Representa­«o matricial da equa­«o da curva. 

 

A equa­«o geral da c¹nica apresentada nos livros did§ticos de AL ® esta axĮ +byĮ + 

2cxy + dx + ey + f = 0, mas procuraremos justificar as t®cnicas utilizadas. 

Ent«o trabalhemos com a quadr§tica dada: 

http://pt.wikipedia.org/wiki/Espa%C3%A7o_vetorial
http://pt.wikipedia.org/wiki/Espa%C3%A7o_vetorial_euclidiano
http://pt.wikipedia.org/wiki/Produto_escalar
http://pt.wikipedia.org/wiki/Espa%C3%A7o_vetorial
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xĮ + yĮ + 2xy + 3x + 4y + 5 = 0           Fazendo 2xy = xy + xy 

xĮ + yĮ + xy + xy + 3x + 4y + 5 = 0     Colocando x e y em evid°ncia 

x(x + y) + y(y + x) + 3x + 4y + 5 = 0  Representando na forma matricial  

3
, , 5

4

x x y x

y x y y

+å õ å õ å õ å õ
+ +æ ö æ ö æ ö æ ö

+ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
 = 0  Representa­«o matricial utilizando produto escalar 

1 1 3
, , 5

1 1 4

x x x

y y y

å õ å õå õ å õ å õ
+ +æ ö æ öæ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷
 = 0 

1 1 3
( ) ( ) 5 0

1 1 4

t t
x

x y x y
y

è øå õ å õ
+ + =æ ö æ öé ù

ê úç ÷ ç ÷
 

XtAX + XtB + C = 0 

Onde X ® um vetor, Xt vetor transposto (matriz), A e B s«o matrizes e C ® uma 

constante. Formas quadr§ticas ou uma equa­«o do 2o
 com n vari§veis (qu§drica ou quadr§tica) 

pode ser escrito na forma matricial. 

Para fazermos uma quadr§tica, temos: 

( )
1 0

² 2 ²
0 2

operador simétrico

x
x y x y

y

è ø å õ
= +æ öé ù

ê ú ç ÷
 - equa­«o na forma reduzida. 

Quando o operador ® uma matriz sim®trica, logo temos uma matriz diagonal. Voltemos a 

equa­«o da qu§drica 
1 1 3

, , 5
1 1 4

x x x

y y y

å õ å õå õ å õ å õ
+ +æ ö æ öæ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷
 = 0, ent«o: 

Vamos partir para uma subtarefa. t171: Determinar a imagem dos vetores 
1

0

å õ
æ ö
ç ÷
 e 

0

1

å õ
æ ö
ç ÷
, sendo T 

a fun­«o: T
x

y

å õ
æ ö
ç ÷
, T: R2 

Ą R2  onde 
1 1

1 1

x x x y
T

y y x y

+å õ è øå õ å õ
= =æ ö æ ö æ öé ù

+ç ÷ ê úç ÷ ç ÷
.   

1 1 0 1

0 1 1 1
T e T
å õ å õ å õ å õ
= =æ ö æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
 

t161: Aplicar a fun­«o T em 
1 0

0 1

x
x y

y

å õ å õ å õ
= +æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷
. 

1 0 1 1

0 1 1 1

x
T xT yT x y

y

å õ å õ å õ å õ å õ
= + = +æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
  

Compreende-se que todo vetor RĮ do dom²nio pode ser escrito a partir dos vetores 
1 0

,
0 1

ë ûå õ å õ
ì üæ ö æ ö
ç ÷ ç ÷í ý

, 
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enquanto que os vetores RĮ da imagem podem ser escritos a partir dos vetores 
1 1

,
1 1

ë ûå õ å õ
ì üæ ö æ ö
ç ÷ ç ÷í ý

. 

Criamos uma condi­«o para um maior entendimento da situa­«o, representando graficamente:  

Figura 34 - Representa­«o gr§fica da solu­«o do sistema. 

         

                                    Fonte: Autor 

Formalizando espa­os vetoriais 

 

A partir das tarefas anteriormente, propostas para os alunos, nesse momento pensamos ser 

vi§vel axiomatizarmos as ideias ent«o vistas. Ent«o, dado V um conjunto, sendo Vf̧ munido de 

uma opera­«o adi­«o, ent«o o Grupo (V, +) e k um corpo, ent«o V ® um espa­o vetorial sobre k se 

satisfeitas todos as propriedades, como segue, para o conjunto nR , no qual est«o definidas as 

opera­»es adi­«o e multiplica­«o por escalar, isto ®: 

Partindo de V = Rn, ent«o"u, v, w nRÍ , u + v nRÍ  e  " a, b RÍ ," u nRÍ , au 
nRÍ   

® verificar-se as seguintes propriedades, onde A (adi­«o) e M (multiplica­«o): 

A1 :  u  +  v  =  v  +  u (fechamento) "u, v nRÍ  

A2 :  (u  +  v)  +  w  =  u  +  (v +  w) (associativa)   

A3 :   $ 0 nRÍ  , " u nRÍ ,   u + 0 = u (elemento neutro) 

A4 :  "u nRÍ , $(-u) nRÍ ,  u + (-u) = 0 (elemento sim®trico) 

M1 :   (a + b)u  =  au + bu (distributividade dos escalares) 

M2 :   a(u + v)  = au + av (distributividade do com os vetores) 

M3 :   (ab)u  =  a(bu)    (associatividade escalar) 

M4 :   1u  =  u  (unidade do corpo) 

Essas opera­»es podem se levar a pensar em v escrito da seguinte maneira: 

v = a1v1 + a2v2 + ......+ anvn  ou 
1

n

i i

i

vv a
=

=ä , logo vÍV.  

 £ importante notar que estas opera­»es s«o v§lidas para os vetores, sendo a e b  elementos 
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de um corpo K. A opera­«o de A1 at® A4 determinam um grupo abeliano. Do M1 ao M4 s«o opera­»es 

externas pois se trabalha com o conjunto V e se opera com elementos a e b RÍ  (corpo R). Para n·s 

agora o vetor s«o elementos de um espa­o vetorial, que ® um grupo aditivo abeliano munido de uma 

lei de composi­«o externa a partir de um corpo K=R, onde ® v§lido distributividade dos escalares, 

distributividade com os vetores, associatividade escalar e que a unidade do corpo multiplicado por 

um elemento do conjunto d§ como resultado o pr·prio elemento do conjunto. O vetor ® estudado em 

seu contexto alg®brico, ou seja, n«o tem dire­«o e nem sentido. 

No nosso sistema did§tico X = f, pensemos que haja o questionamento Q6: Por que os vetores 

partem da origem em matem§tica? 

Figura 35 - Representa­«o geom®trica de vetor no RĮ. 

 

                          Fonte: Autor 

 

Supondo O =(0,0) e A = (1,1) e B = (2,2), ent«o AB= (2,2) ï (1,1) = (1,1). Caso pegarmos os 

vetores P = (7,9) e Q = (8,10), ent«o (1,1)PQ= . 

Q7: Ent«o (1,1)AB=  ® igual a (1,1)PQ= ? Geometricamente s«o iguais?  

A resposta ® n«o. Para que n«o haja confus«o na matem§tica os vetores s«o completamente 

abstratos, pois consideramos AB=PQ como conjunto de segmentos orientados equipolentes, que 

s«o os segmentos que tem a mesma dire­«o, mesmo tamanho e mesmo sentido. A partir da vis«o 

geom®trica o vetor ® todo segmento que esta em retas paralelas, que tem o mesmo comprimento, 

sentido e dire­«o constitui um s· vetor.  

Surge a ideia do vetor centrado na origem, pois trabalhando-se com OA = (1,1) ï (0,0) = 

(1,1). Podemos dizer que o vetor OA a partir da vis«o geom®trica, representa todos os vetores 

representados na Figura 35, mas na realizada representam apenas um. Considerando os vetores, que 

® um conjunto de segmentos orientados equipolentes, este constr·i uma correspond°ncia biun²voca 

de cada ponto do espa­o ao vetor. O vetor na matem§tica, tem um sistema de eixos e ira partir da 

origem at® um determinando ponto e iremos representar por uma seta que parte da origem at® este 
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ponto. Ent«o o vetor OA ® o vetor que representa todos.  

Assim como a AL os espa­os vetoriais tiveram suas g°neses no estudo qualitativo de sistemas 

lineares. Voltemos ao tipo de tarefa T1, mas com outro enunciado, logo chamaremos de T18.  

A raz«o de ser se d§ em abordar o estudo qualitativo de sistemas e a divis«o do espa­o.  

T1: Determinar a solu­«o do sistema linear.   

t1111: Determinar a solu­«o do sistema a seguir geometricamente. 

1

2 2 2

x y

x y

+ =ë
ì
+ =í

               Sistema S14 

1111t : representar o sistema na forma vetorial e geom®trica isolando-se uma vari§vel. 

1

0 0 0

x y

x y

+ =ë
ì
+ =í

   

  x + y = 1 

hom
(núcleo da
matriz)

0 0 1

1 1 1 1

solução solução
particular geral

do
ogêneo

x x x
x

y x x

å õ å õ å õ å õ å õ å õ
= = + = +æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö
- - -ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

 

Figura 36- Representa­«o geom®trica da gera­«o de qualquer vetor a partir da solu­«o 

particular e a do homog°neo. 

 
    Fonte: Autor desta tese. 

 

Estamos estudando qualitativamente os sistemas lineares, escrevendo-o de outra forma, que ® 

a nossa tecnologia q1. Importante atentar que temos que na reta x + y = 0 (homog°neo associado ao 

sistema), n«o temos como solu­«o s· 
1

1

å õ
æ ö
-ç ÷
 e sim m¼ltiplos deste 

1

1
x
å õ
æ ö
-ç ÷
, logo temos toda a reta. O 

vetor 
0

1

å õ
æ ö
ç ÷
, assim como o vetor 

1

0

å õ
æ ö
ç ÷
 s«o vetores da reta, pois tem extremidade na reta x + y = 1. O 
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vetor 
1

1

å õ
æ ö
ç ÷
 (vetor coeficiente), que tamb®m, parte da origem ® o vetor dos coeficientes do sistema, 

que podemos representar (1  1) 
x

y

å õ
æ ö
ç ÷
 = 1. Atentemos que um m¼ltiplo de (1  1), ou seja um m¼ltiplo 

deste vetor, ® solu­«o do sistema e forma um ©ngulo de 90o (ortogonais) com o n¼cleo da matriz, que 

® o homog°neo associado, que passa pela origem.  

Notemos que 
1

1

å õ
æ ö
ç ÷
 ® o espa­o gerado pelo trasposto da matriz (1  1) - R(At) gerado de A 

transposto. A solu­«o de menor tamanho, que chamaremos m

m

x

y

å õ
æ ö
ç ÷

 pode ser expressa por uma 

dilata­«o, contra­«o ou mudan­a de sentido do vetores 
0

1

å õ
æ ö
ç ÷
 e 

1

1

å õ
æ ö
-ç ÷
, isto ®, a solu­«o de menor 

tamanho ® uma combina­«o linear dos vetores 
0 1

1 1

m

m

x

y
a b

å õ å õ å õ
= +æ ö æ ö æ ö

-ç ÷ ç ÷ç ÷
,  que no nosso exemplo ® 

1/ 2

1/ 2

å õ
æ ö
ç ÷

. Este ® ponto da reta mais pr·ximo da origem ® uma solu­«o que est§ no gerado de At, ou seja 

® obtida a partir das linhas da matriz do sistema.   

Esta representa­«o geom®trica nos faz compreender o que ® um espa­o vetorial, pois temos 

solu­«o do homog°neo associado e temos solu­«o de R(At) que s«o disjuntos, pois s«o ortogonais. Se 

temos a solu­«o do espa­o x + y = 0 e o espa­o gerado de A transposto, ent«o temos todo o espa­o, 

que ® o denominado de espa­o vetorial. 

 

Subespa­o Vetorial 

 

Defini­«o: Sendo V um espa­o vetorial sobre um corpo K e S um conjunto, sendo Ş Å, e 

SË V.  Diz-se que S ® um subespa­o vetorial quando: 

(1) "  u, v SÍ ; (u + v) SÍ  

(2) "  u SÍ  e a KÍ ;  au SÍ  

(3) 0 SÍ ; 0VÍ  

Conforme j§ vimos neste trabalho o sistema divide o espa­o em dois subespa­os, que ® o 

n¼cleo da matriz (sistema homog°neo) e o outro ® o gerado pelas linhas da matriz do sistema R(At), 

e que s«o ortogonais entre si. 
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Combina­«o Linear 

 

Apresentamos um aspecto mais formal das combina­»es lineares, pois j§ desenvolvemos 

tarefas em que esse objeto foi trabalhado em sistemas lineares (institucionaliza­«o). Defini­«o: Sejam 

v1, v2, ..., vn vetores quaisquer de um espa­o vetorial V e 1a1, a2, ..., an  n¼meros reais. Ent«o todo 

vetor vÍV da forma v = a1v1 + a2v2 + ... + an vn ® um elemento de V ao qual chamamos 

combina­«o linear de v1, v2, ..., vn. 

Podemos ainda dizer que v Í [v1, v2, .....,vn], ou seja, v pertence ao gerado pelas combina­»es 

lineares de v1, v2, .....,vn. Ent«o,  [v1, v2, .....,vn] ÌV (o subespa­o gerado [v1, v2, .....,vn] est§ contido 

em V ou ® o pr·prio V). A interpreta­«o que se d§ ® que quando se varia os a, por conseguinte 

variamos o v, ou n«o pois poderemos variar os  a e obtermos o mesmo V.  

Utilizando um gr§fico, podemos exemplificar a subtarefa t16,1 a seguir:  

t16,1: Representar geometricamente o vetor v = 
3

4

å õ
æ ö
ç ÷
, como uma combina­«o dos vetores v1 = 

1

0

å õ
æ ö
ç ÷
 e v2 = 

0

1

å õ
æ ö
ç ÷
. Verificar se v ® combina­«o linear (CL) de v1 e v2. O registro geom®trico nos ajuda 

a visualizar a tarefa. t16,2: verificar se v ® CL dos vetores v1 e v2. Os registros de representa­»es 

permitem o acesso, o estudo das propriedades e caracter²sticas do objeto matem§tico a ser estudado, 

e funcionam enquanto ferramentas para compreens«o do mesmo (ALMOULOUD, 2007). 

  

Figura 37- Representa­«o da Combina­«o Linear. 

 

                                                            Fonte: Autor desta tese. 

 

A ideia ® a mesma que os gregos usavam, que era de tra­ar um paralelogramo (regra do 

paralelogramo). Tra­amos uma paralela ao vetor 
1

0

å õ
æ ö
ç ÷
 e uma paralela ao vetor 

0

1

å õ
æ ö
ç ÷
 (linhas 
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pontilhadas) em seguida dilatamos ou comprimimos estes utilizando os operadores a1 e a2, pois 

ser combina­«o linear ® essencialmente uma soma de m¼ltiplos escalares.  

Ent«o existem a1 ea2 que satisfaz:  

a1 
1

0

å õ
æ ö
ç ÷
 + a2 

0

1

å õ
æ ö
ç ÷
= 

3

4

å õ
æ ö
ç ÷

 

Portanto determina-se que a1 = 3 e a2 = 4. 

O conjunto das CL ® que se chama espa­o gerado pelos vetores, isto ®, o conjunto das CL de 

v1, v2, v3, ..., vk ® chamado gerado por v1, v2, v3, ..., vk e utiliza-se a nota­«o [v1, v2, v3, ...,vk]. Ent«o, 

qualquer vetor 
x

y

å õ
æ ö
ç ÷
 pode ser gerado pela combina­«o dos vetores 

1

0

å õ
æ ö
ç ÷
 e 

0

1

å õ
æ ö
ç ÷
, em outras palavras o 

RĮ pode ser gerado pelos vetores 
1

0

å õ
æ ö
ç ÷
 e 

0

1

å õ
æ ö
ç ÷
. 

1 0

0 1

x

y
a b
å õ å õ å õ
+ =æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷
 

O problema que pode sai desta ideia esta no tipo de tarefas T19 que estamos trabalhando, dado 

um vetor este ® CL de um conjunto de vetores?  

T17: Verificar se um dado vetor e CL de um conjunto de vetores. 

t17:  Dado um determinado vetor, por exemplo 
1

2

å õ
æ ö
ç ÷
 ele ® CL do de vetores 

1 1
,

0 1
v
è øå õ å õ
Íé ùæ ö æ ö
éç ÷ ç ÷úê

? 

1t: resolu­«o de sistemas lineares. 

—1: estudo qualitativo de sistemas lineares (m®todo da elimina­«o e substitui­«o). 

 

1 1 1

0 1 2
a b
å õ å õ å õ
+ =æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷
Ent«o, resolvendo o sistema, encontraremos a= -1 e b= 2, logo o vetor 

1

2

å õ
æ ö
ç ÷
 ® combina­«o linear dos vetores 

1 1
,

0 1

è øå õ å õ
é ùæ ö æ ö
éç ÷ ç ÷úê

. A interpreta­«o que se d§ nesta tarefa ® que o vetor 

1

2

å õ
æ ö
ç ÷
 ® representado pelos escalares -1 e 2 em rela­«o ao gerador B = 

1 1
,

0 1

è øå õ å õ
é ùæ ö æ ö
éç ÷ ç ÷úê

, j§ que o vetor 
1

2

å õ
æ ö
ç ÷
 

pertence ao gerado B. 

t17,1: Dado um determinado vetor, por exemplo 
1

2

å õ
æ ö
ç ÷
 ele ® CL do conjunto de vetores 
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1 2
,

1 2
v
è øå õ å õ
Íé ùæ ö æ ö
éç ÷ ç ÷úê

? 

1t: resolu­«o de sistemas lineares. 

1 2 1

1 2 2
a b
å õ å õ å õ
+ =æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷
. Resolvendo o sistema verifica-se que n«o existe os escalares, que 

satisfa­am o sistema logo n«o ® combina­«o linear. Podemos notar a import©ncia dos escalares no 

sistema linear. 

Um outro tipo de tarefas que n«o aparece no livro did§tico analisado mais adiante ® para se 

verificar se v pertence ao subespa­o gerado por S. 

Vamos ao tipo de tarefas T16, que nada mais ® que o mesmo tipo de tarefas T19 perguntada de 

outra maneira. 

T18: Dado um vetor vÍRn, verifique se ele pertence ao subespa­o gerado S. 

T18: Dado o vetor do R
4, 

3

4

0

0

v

å õ
æ ö
æ ö=
æ ö
æ ö
ç ÷

, e o seguinte subespa­o gerado 

1 1

0 1
,

0 0

0 0

S

è øå õ å õ
é ùæ ö æ ö
é ùæ ö æ ö=
é ùæ ö æ ö
é ùæ ö æ ö
é ùç ÷ ç ÷ê ú

. Verifique se 

v Í S. 

1t: resolu­«o de sistemas lineares. 

1 2

1 1 3

0 1 4

0 0 0

0 0 0

a a

å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö+ =
æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷

\

1 2

2

3

4

0 0

0 0

a a

a

+ =ë
î

=î
ì

=î
î =í

\ 2 4a=  e 1 1a=-. 

As coordenadas de V em rela­«o a S ® []
1

4B
V

-å õ
=æ ö
ç ÷

. Podemos concluir que o vetor 

3

4

0

0

v

å õ
æ ö
æ ö=
æ ö
æ ö
ç ÷

 

esta no R4, mas este vetor identificado no sistema, esta na realidade no RĮ, ou seja s· tem 2 (duas) 

dimens»es. 

t18,1: Dado o subespa­o 

1 1 1 3

1 , 1 , 1 ³ 3

2 1 5 3

S R e v

è øå õ å õ å õ å õ
é ùæ ö æ ö æ ö æ ö
= Í =é ùæ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ öé ù-ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ê ú

 verifique se v Í S? 

1 2 3

1 1 1 3

1 1 1 3

2 1 5 3

a a a

å õ å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö æ ö
+ + =

æ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ ö-ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
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 Escalone o sistema que voc° encontrou? 

1 2 3

2 3

3

1

a a a

a a

+ = -ëî
ì

= +îí
 

O alcance da t®cnica, justificada por q1, de resolu­«o de sistemas, esta presente mais uma vez. 

Dado 3a (vari§vel livre), podemos determinar as outras duas vari§veis, logo se 3a = 0 Ý 2a = 1 e 

1a= 2, ent«o: [V]B = 

2

1

0

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

. Caso 3a = -1 Ý 2a = 0 e 1a=4, ent«o: [V]B = 

4

0

1

å õ
æ ö
æ ö
æ ö-ç ÷

. Isto cria uma 

ambiguidade, pois h§ solu­«o para o sistema, mas que n«o ® apenas uma, mas infinitas, pois o sistema 

® poss²vel e indeterminado, portanto h§ um infinidade de combina­»es lineares (podemos considerar 

essas como a tecnologia do estudo de LD, LI, base e dimens«o). Quando isto acontece o sistema ® 

dito linearmente dependente (LD), ou seja, toda vez que o sistema provoca ambiguidade este ® LD, 

logo vÍS, pois ® CL de v1, v2, v3. 

Caso o sistema seja imposs²vel n«o h§ ambiguidade, pois o sistema n«o tem solu­«o, logo n«o 

se tem CL, logo n«o temos como revelar se s«o dependentes. Ent«o, quando quisermos saber se um 

vetor ® LD, precisamos trabalhar com um vetor que temos certeza que ® CL deles, que ® o vetor nulo, 

pois o sistema tem pelo menos uma solu­«o, que ® a solu­«o trivial, quando os escalares s«o todos 

iguais a zero. No sistema onde os termos independentes s«o todos nulos, se tivermos um escalar 

diferente de zero, ent«o teremos uma infinidade de solu­»es, logo o sistema ® dependente. Caso o 

sistema n«o seja dependente ele ® chamado de linearmente independente (LI), ou seja, ® n«o 

dependente ou s· tem uma solu­«o, a nula, que ® o que nos interessa. 

     Todo sistema dependente ® originado de um sistema independente, pois um vetor sozinho 

este ® independente, mas quando se pensa em dois vetores e se eles est«o em retas diferentes eles s«o 

independentes, mas se est«o na mesma reta, logo s«o dependentes, pois um ® m¼ltiplo do outro.     

  t18,2: Dado o subespa­o 

1 1 1 3

1 , 1 , 1 ³ 3

2 1 5 3

S R e v

è øå õ å õ å õ å õ
é ùæ ö æ ö æ ö æ ö
= Í =é ùæ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ öé ù-ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ê ú

 verifique se v Í S utilizando o 

m®todo do escalonamento? 

1 1 2 1 1 1 1 0

1 1 1 0 0 3 1 , 0

1 1 5 0 0 0 1 3

è øå õ å õ å õ å õ
é ùæ ö æ ö æ ö æ ö

- - é ùæ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ öé ù-ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ê ú

 

Escreve-se o sistema em forma de linhas na matriz e depois se escalona por ser uma t®cnica 

institu²da. O que justifica este m®todo do escalonamento ® que por este m®todo se faz as combina­»es 
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das linhas, logo s«o combina­»es lineares. Com isto se tivermos uma linha que seja combina­«o da 

outra esta ir§ se anular, pois anulamos os elementos das linhas de baixo de modo a tornar o sistema 

triangular. Na proposta de OMR temos aqui uma tarefa inversa de onde partimos de uma tarefa, que 

recai em um sistema e com a resposta deste podemos determinar se ® LD ou LI. 

Conclui-se que o gerado
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 ® o mesmo que se ter 
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, isto quer dizer que v esta em S, ou 
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ÍS, pois h§ a 

ambiguidade, logo ® LD. A combina­«o em S que tem tr°s componentes ® amb²guo, mas quando se 

considera o outro sistema de 2 componentes continua sendo LD? 

t181,1: Agora se verificarmos se 
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    R. sim 

Q8: Qual conclus«o voc° chegou em rela­«o a esse sistema? 

O sistema s· tem uma solu­«o, logo n«o tem ambiguidade, ent«o o sistema ® poss²vel e 

determinado logo ® LI. O novo vetor no novo sistema S ® []
'

3

1S
V
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, isto ®, embora o vetor seja do 

Rį este ® localizado neste sistema a partir dos escalares  1

2

3

1

a

a
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ì
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, pois quando se fala em coordenadas 

dos vetores s«o na realidade os escalares, que multiplicados pelos vetores ir«o forma-lo , ou seja, ® a 

localiza­«o deles segundo um sistema de vetores, portanto s«o os escalares. Podemos ent«o dizer que 
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 ® uma base, pois ® um sistema independente e ® o menor gerador que se tem, enquanto 

que a dimens«o ® 2, que ® o n¼mero de elementos desta base. Qualquer conjunto que tenha mais 

elementos que a base este ® obrigatoriamente LD. 

A partir das ideias apresentadas at® ent«o, voltemos aos espa­os vetoriais.  

A T19: Verifique se V ® um espa­o vetorial.   

t19: Sendo V = Rį, verifique se k ® um espa­o vetorial, conforme Figura 38. 
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t19: utilizar as propriedades de espa­os vetoriais 

 

Figura 38 ï Representa­«o do espa­o com vetores. 

                    

    Fonte: Autor desta tese. 

Sendo  i ,je k vetores ortogonais entre si, onde i e j est«o em j, v um vetor e W//j (planos 

paralelos), ent«o v xi y j= + , (x e y escalares), logo v ® formado pelos m¼ltiplos dos vetores i e j

Íj, portanto temos um vetor no pr·prio plano que ® gerado pelos outros dois, gerando assim o RĮ e 

n«o o Rį. Assim, o vetor kÍW, que est§ saindo do plano n«o ® combina­«o linear de i e j. Os 

vetores do plano jque podem ser formados pelas CL de i e j formam um subespa­o vetorial. Os 

vetores do planojse passarem para o plano W, isto ®, se forem transladado para o plano W, estes 

deixam de ser subespa­o, pois os vetores n«o passam mais pela origem, logo s«o denominados de 

variedade linear (VL). Podemos ent«o dizer que variedade linear ® um subespa­o transladado.  

A VL s«o todos os vetores da seguinte forma 
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 ® um vetor do RĮ, pois 

para definirmos um vetor desta variedade basta que se defina os valores de x e y. VL n«o ® um 

subespa­o vetorial, pois na soma 
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x y
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 n«o teremos o vetor nulo, pois a terceira 
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componente vai ser igual a 1. VL esta associado a base 
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0 1

0 0

x y
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. Voltando aos sistemas lineares, 

temos

hom
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x y
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. A base do conjunto solu­«o ® revelada pela base do homog°neo 

associado. Todas as solu­»es do sistema passam a ser dada como combina­«o linear da base 

hom
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 de dimens«o 2, j§ que a solu­«o do homog°neo, quando esta n«o for s· a trivial este 

gera uma base mais a solu­«o particular

0

0

1

solução
particular
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. Ent«o a solu­«o de um sistema linear n«o homog°neo 

® uma VL. 

Nesta OMD o professor pode dirigir a seguinte observa­«o: Seja v um subespa­o vetorial, 

ent«o da seguinte forma: 

1 2

1 0 0

0 1 0 [v , v ]

0 0 0 0 0

x x

v x y v y v y
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. Logo {v1, v2} gerador de um subespa­o, 

EÌV. Ent«o, {v1, v2} ® uma base de E (espa­o vetorial) se, e somente se, todo vetor vÍE se escreve 

de modo ¼nico como CL de v1 e v2.  

Isto implica, caso v = 0, ent«o 1 1 2 2 0v va a+ = s· ® poss²vel se 1 2 0a a= =, pela unicidade da 

CL. Quando o vetor nulo se escreve de modo ¼nico como CL de v1 e v2, ent«o {v1, v2} ® dito 

linearmente independente LI. Dai os livros textos adotarem tal atividade matem§tica, de que para se 

mostrar que ® LI basta verificar se o sistema homog°neo tem solu­«o ¼nica, j§ que esse tem pelo 

menos esta. 

£ importante notar que partimos do estudo qualitativo dos sistemas lineares e para verificar 

se ® ou n«o uma base, voltamos aos sistemas lineares. 

 

T20: Resolver o sistema m x n homog°neo. 
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t20: Resolver o sistema 

0

2 2 0

2 0

x y z t

x y z t

x y z t

+ + - =ë
î
+ - + =ì

î - - + =í

.     Sistema S14 

t1: resolu­«o de sistemas sistemas.  

q1: estudo qualitativo de sistemas.  

Representando vetorialmente o sistema, tem-se: 
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Escalonando o sistema, temos: 
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x y z t
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z t
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Obtemos como solu­«o: se t = 0, ent«o z = y = x = 0, S {(0,0,0,0,)} 

                                        se t = 3, ent«o z = 4, y = -1 e x = 0, S = {(0, -1, 4,3)} 

Substitua os resultados na representa­«o vetorial: 
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, isto ®: 

0.1-1.1+4.(1)+3.(-1) = 0 

0.1-1.2+4.(-1)+3.2 = 0 

0.2-1.(-1) + 4. (-1) + 3.1 = 0 

Revela-se que trabalhar com sistema e trabalhar com combina­«o linear. £ not·rio notar que  
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 esta no gerado 
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, logo podemos pensar que 
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 s· que n«o se escreve de maneira ¼nica. Como temos uma solu­«o 

que ® diferente da nula, logo os vetores s«o LD, mas geram um espa­o. Como s«o LD e geram o 

espa­o, logo n«o ® uma base do espa­o. 

 

Q9: Mas qual ® a base do espa­o?  
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Podemos determinar no pr·prio sistema. Importante notar que quando se resolve o sistema 

por coluna, os vetores s«o do Rį, 

1 1 1 1

1 2 1 2

2 1 1 1

x y z t
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enquanto que por linha os vetores 

s«o do R4, 
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 logo por linha o vetor solu­«o tem 4 componentes, j§ que para cada 

valor de t, teremos uma solu­«o diferente para o sistema. Portanto precisamos de 4 componentes para 

encontrar uma resposta no Rį, isto ®, quando fazemos  
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encontramos elementos do dom²nio que tem como imagem o vetor nulo que pertence ao Rį, isto ®, 

existe uma rela­«o entre os escalares x, y, z, e t e o termo independente e ® ai que se tem a no­«o de 

transforma­«o linear, pois (0,-1,4,3) levam no vetor nulo (0,0,0), assim como o (0,0,0,0) levam no 

(0,0,0), logo o espa­o coluna n«o ® LI, pois n«o podemos escrever de maneira ¼nica, isto ®, como 

gera ambiguidade ® LD ou ainda, se o sistema tem v§rias solu­»es, ent«o o termo independente ® CL 

de 
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.  

Observamos que a coluna da matriz n«o muda o que muda s«o os valores de x, y, z e t. Conclui-

se que temos espa­o linha (espa­o gerado pelas linhas do sistema) e temos o espa­o coluna (espa­o 

gerado pelas colunas do sistema), logo gera uma dualidade, pois temos coisas diferentes, mas 

produzem o mesmo resultado. Esta atividade matem§tica revela a efic§cia do sistema linear 

homog°neo.   

 Enfocamos nessa proposta de MER que temos um g°nero de tarefas para se estudar a 

disciplina AL em um curso de gradua­«o em Matem§tica, que foi estudar qualitativamente os sistemas 

lineares, por ser uma tecnologia potente, isto ®, t°m um amplo alcance. Foi importante notar que no 

estudo hist·rico epistemol·gico as ideias de DËAlembert, Frobenius, Dodgson, Cayley, Grassmman, 

Hamilton, Peano entre outros, que est«o presentes no modelo.  

Nossa proposta de MER, nos deu um entendimento m²nimo sobre uma OMD referente ao 

ensino de AL, que foi caracterizado como um PER solit§rio. Esse MER nos deu subs²dios para de 

certa forma ñaplicarò em uma turma de graduando em Matem§tica, enfocando a ideia da modeliza­«o, 

proposta na TAD. 
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4.3 CONSIDERAÇÕES SOBRE O NOSSA PROPOSTA DE MER 

 

A potencialidade de nossa proposta de modelo, que para reformula­«o de fen¹menos 

transpositivos sobre o ensino de alguns objetos da disciplina AL, nos revelou a possibilidade de 

sustentar um desenho e experimentar alguns itiner§rios did§ticos a partir de sistemas de tarefas, 

desencadeadas pelo g°nero de tarefas estudar qualitativamente sistemas lineares. Nossa investiga­«o 

em did§tica nos fez criar um modelo, em que usamos objetos do ensino m®dio para desenvolver o 

estudo de AL e que n«o estiv®ssemos assujeitados a institui­»es dominantes como os livros did§ticos; 

mas a fontes hist·ricas nos deram bons ind²cios de como (re) construir essa OMD, assim como as 

notas de aula de Guerra (2014), algumas constantes nos (ANEXO A, B, C, D, E, F, G, H, I, J).  

Nossa proposta do MER foi apoiado nas seguintes ideias: modelo epistemol·gico de 

refer°ncia, modelo alternativo, proposta de aplica­«o de um PER no n²vel superior, de autores 

espanh·is como Pilar Bolea, Joseph Gasc·n, Sierra Delgado e Fonseca Bon, que nos serviu de 

fundamenta­«o base para a constru­«o do modelo.  

A estrutura­«o da proposta foi baseada em notas de aula do Professor Dr. Renato Guerra, em 

2014, o qual ministrou no IEMCI, a disciplina T·picos Especiais I, do PPGEM do IEMCI/UFPA,  

como uma disciplina optativa para os alunos do mestrado acad°mico e doutorado e de informa­»es 

contidas em nosso equipamento praxeol·gico. Esta disciplina prop¹s um estudo de AL, utilizando 

como ideia articuladora para as tarefas o estudo qualitativo de sistemas lineares. 

A ideia da disciplina era fazer um estudo da AL a partir de um saber escolar, partindo de 

pr§ticas com sistemas lineares, sem uma vis«o axiom§tica. Portanto foi trabalhado um modelo 

epistemol·gico de refer°ncia local, no sentido meta matem§tico, em rela­«o ao saber Guerra (2014), 

j§ que a g°nese desta disciplina s«o os sistemas lineares e o problema do auto valor e auto vetor. Ent«o 

o curso teve uma perspectiva de trazer a AL para um mundo dos sistemas lineares, que alterou nosso 

EP, pois houve uma mudan­a de rela­«o com o objeto, logo houve uma forma­«o. A ideia foi realizar, 

a partir deste modelo local, um curso de forma­«o para graduandos em Licenciatura em Matem§tica 

do IFPA (nosso PER), que foi reconstru²do j§ que h§ condi­»es outras para que acontecesse o curso, 

ou seja, como este modelo vive no IFPA.    

As notas de aula nos fez estruturar uma OMD de onde partimos do estudo qualitativo de 

sistemas lineares para desencadearmos o estudo das matrizes, relacionamos com os espa­os vetoriais, 

at® chegarmos no estudo de base e dimens«o do espa­o. Tal estudo nos revelou a potencialidade do 

objeto sistemas lineares, j§ que este ® uma das problem§ticas da AL. A import©ncia dos sistemas 

lineares homog°neos, no estudo das combina­»es, LI, e Kernel da matriz. 

As ideias do modelo foi em dar um curso de AL para graduandos de matem§tica, voltado para 
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o ensino b§sico, mas com impacto direto na forma­«o de professores, j§ que o estudo qualitativo n«o 

® abordado naquele n²vel de ensino, e por meio de um sistemas de tarefas irmos engendrando ¨s 

pr§ticas, revelando a transacionalidade desse objeto. 

Demos °nfase nos sistemas lineares homog°neos, pois vimos que eles s«o fundamentais no 

estudos dos objetos LD, LI, base e espa­os vetoriais. Um tipo de tarefa que nos chamou muita aten­«o 

foi a T6: Mostrar a partir de um sistema gen®rico que o m®todo da adi­«o (iii) ® uma abstra­«o do 

m®todo da substitui­«o e elimina­«o. Os tipos de tarefas que trabalham com sistemas gen®ricos ® 

poss²vel, por exemplo, se deduzir o m®todo da elimina­«o e substitui­«o. 

Constatou-se que a tarefa que enfocaram a solu­«o geom®trica ao sistema, foi poss²vel se 

verificar que o sistema divide o espa­o em dois subespa­os, que ® o n¼cleo da matriz (sistema 

homog°neo) e o outro ® o gerado pelas linhas da matriz do sistema R(At), e que s«o ortogonais entre 

si, foi uma importante rela­«o com matrizes, algo que nos chamou muita aten­«o, nas aulas de Guerra 

(2014) e no estudo hist·rico que fizemos. 

Outra importante ideia ® a g°nese da soma e do produto matricial, que tamb®m vem dos 

sistemas lineares, situa­«o esta que n«o est§ presente em obras nem do ensino b§sico e nem do 

superior, assim como em nosso equipamento praxeol·gico.  

A proposta de MER que temos de certa forma a priori, como uma nova proposta praxeol·gica 

para o ensino de AL, nos serviu para ministrar um curso de AL de 60horas/aula, num per²odo de 5 

meses, no IFPA, por meio do (PER) e comparar com o nosso modelo dito dominante nos cursos de 

AL ministrados no curso de Licenciatura em Matem§tica do IFPA. O MER proposto sugere 

possibilidades de se ensinar alguns elementos da AL de um modo menos formal, sugerindo 

possibilidades de um processo did§tico de modeliza­«o desta disciplina.  

Este MER nos permitiu descrever uma OMD baseado em uma tecnologia que justifica a 

t®cnica utilizada em v§rios tipos de tarefas, que ® o estudo qualitativo de sistemas. Portanto, o bloco 

do saber, isto ®, o bloco tecnol·gico-te·rico esta presente pois justifica as praxeologias desenvolvidas 

no modelo. 

Revelamos a potencialidade do saber, que ® nossa tecnologia, estudo qualitativo de sistemas, 

perpassa pelo g°nero de tarefa: estudar sistemas lineares. A tecnologia que apresentamos neste 

modelo foi fundamental e justifica o estudo de objetos da AL como matrizes, espa­os vetoriais, 

subespa­os, bases e dimens«o, pois foi poss²vel se observar a AL perpassa por este objeto. Sendo 

assim estamos diante de OMD Regional, pois nossas tarefas est«o associadas a um componente 

tecnol·gico e houve a presen­a de diferente t®cnicas para cada tipo de tarefas com a possibilidade de 

discernir crit®rios entre elas  (BON, 2011). 

Para Delgado (2006) a unidade de an§lise dos processos did§ticos deve conter uma OD escolar 

que permita construir, no m²nimo, uma OML relativamente completa. Com efeito, uma OML pode 
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ser reconstru²da artificialmente na institui­«o escolar como o resultado final de um processo de 

amplia­»es e completa­»es progressivas que, partindo de uma praxeologia pontual, passe por uma 

s®rie de praxeologias intermediarias geradas sucessivamente por um determinado desenvolvimento 

evolutivo das quest»es problem§ticas e os tipos de tarefas associados que ser«o as raz»es de ser da 

OML no IFPA. 

Este MER cumpre fun­»es na an§lise did§tica que s«o menos conhecidas e portanto, menos 

estudadas e que queremos abordar de um modo mais pr§tico e menos formal. Este modelo nos servir§ 

no cap²tulo de an§lise, para analisar e questionar explicitamente a epistemologia espont©nea do 

professor, que de um modo geral ® um espelho do que esta nos livros e portanto, puro reflexo do 

modelo epistemol·gico dominante na institui­«o escolar, no nosso caso no IFPA. 

Nossa OMD ® utilizada quando uma pessoa estuda uma OM com fins did§ticos. Nossa OM 

preconiza um sistema de tarefas, que foi elaborada pelos autores desse trabalho. Apresentamos tipos 

de tarefas, tarefas e t®cnicas, articuladas entre si para que os alunos a utilizem de maneira efetiva. 

Caso consideremos o professor como diretor de estudo e o aluno como estudante, ent«o podemos 

diferenciar a praxeologia did§tica da qual o professor se utiliza de praxeologia docente e a do aluno 

como praxeologia discente, havendo assim uma coopera­«o tanto do professor quanto do aluno. 

Postulamos ser muitas as condi­»es e restri­»es que explicam o car§ter dominante da AL ser 

ensinada nas institui­»es com enfoque estritamente formalista. As rela­«o entre as OM e OD, segundo 

Chevallard (2002) s«o definidas como fen¹meno de co-determina­«o, pois situa um determinado 

saber em uma escala hier§rquica na qual cada n²vel se refere a uma realidade e determina a ecologia 

dessas organiza­»es. Estes s«o definidos em n²veis gen®ricos (-3,-2,-1,0) e para os n²veis mais 

espec²ficos (1,2,3,4,5), conforme Figura 39. 

 

Figura 39 - Escala dos n²veis de co-determina­«o did§tica. 

 

Fonte: Chac·n (2008, p. 73). 
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Pensamos nas restri­»es do n²vel civiliza­«o para sociedade ® que a sociedade exige um tempo 

para o ensino de matem§tica em uma IES, logo os elementos do saber s«o traduzidos em modelos 

diria concretos, ou seja, isto se ensina assim e os livros did§ticos preparam suas OM neste estilo. 

As restri­»es entre escola e pedagogia no ensino superior se encontram atomizadas, pois as 

atividades s«o isoladas e portanto, desarticuladas com outros saberes, pois, segundo Garcia (2007), a 

atividade matem§tica se d§ pela realiza­«o rotineira de micro tarefas, que de um modo geral s«o 

incapazes de dominar t®cnicas amplas e flex²veis que levem os alunos de encontro ao saber. 

Restri­»es provenientes dos n²veis 1 a 5, conforme Figura 39, se d«o, inicialmente, em adequar 

a atividade na institui­«o de ensino, a experimenta­«o de um MER da AL, pois a mesma ® apresentada 

de forma formalista; restri­»es em aplicar a ideia de modeliza­«o, onde nosso caso o aluno ao 

manusear os sistemas lineares alcan­am as transforma­»es lineares, durante o percurso de estudo, 

logo n«o houve uma algoritimiza­«o do processo; restri­«o proveniente da ideia de que todo saber 

ensinado ® inquestion§vel e definitivo e restri­»es impostas pelo tempo que temos para ensinar, 

portanto o tempo did§tico. 

Relacionando as OM com os n²veis de co-determina­«o did§tica podemos dizer que uma OM 

global corresponde a identifica­«o do dom²nio de estudo, a OM regional ao setor, a OM local ao tema 

e a OM pontual ao assunto. O MER apresentado neste cap²tulo encontra-se no n²vel de setor, e ao 

apresentarmos uma justificativa da tarefa, onde de posse desta tecnologia ao aplicarmos em um 

processo de estudo nos permitiu revelar o grau do conhecimento matem§tico de futuros professores 

desta disciplina, quando este estuda objetos matem§ticos para elaborar ou reelaborar OMD.  

Em nosso MER o marco tecnol·gico-te·rico que engloba todas as t®cnicas necess§rias para o 

enfrentamento do novo conjunto de tarefas, onde as t®cnicas utilizadas s«o confi§veis, econ¹micas, 

s«o pertinentes, j§ que o discurso tecnol·gico ajuda na explica­«o das t®cnicas, implicando em uma 

tecnologia intelig²vel para outras indiv²duos da institui­«o, permitindo que a t®cnica habite 

institucionalmente. 

O bloco do logos presente no MER esta contemplado no terceiro postulado antropológico se 

refere à ecologia das tarefas e das técnicas, isto é, das condições e das restrições que permitem ou 

não a produção e a utilização nas instituições, pois a técnica de solução de sistemas pelo método da 

substituição e eliminação existe na instituição IFPA, e apareceu compreensível, legível e justificada. 

Para Almouloud (2007), a praxeologia associada a um saber é a junção de dois blocos já 

estudados: saber-fazer e saber, sendo que a ecologia refere-se às condições de sua construção e vida 

nas instituições de ensino que a produzem, utilizam ou transpõem. Consideram-se aqui as condições 

de sobrevivência de um saber e de um saber-fazer em analogia a um estudo ecológico: qual o habitat? 

Qual o nicho? Qual o papel deste saber ou saber-fazer na ñcadeia alimentarò? Tais respostas ajudam 

na compreensão na organização matemática determinada por esta praxeologia.  
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Finalmente, nosso modelo apresenta tra­os fortes da proposta de Delgado (2006) quando trata 

do MER e do problema da desarticula­«o entre objetos matem§ticos, pois considera o MER 

fundamental para articular as tarefas, pois h§ a inten­«o de tornar o saber matem§tico em saber 

ensinado. A ideia do MER foi minorar as limita­»es das atividades matem§ticas no que diz respeito 

ao estudo de AL, e por meio do MER provocar articula­»es por interm®dio da presen­a da tecnologia 

que justifica a t®cnica, pois foram constru²das outras praxeologias matem§ticas, propiciado por meio 

de tarefas o que possibilitou a constru­«o do saber de uma forma mais econ¹mica.  

Nosso modelo epistemol·gico foi problematizado, mas faz-se necess§rio considerar que os 

saberes matem§ticos, objeto de ensino nas institui­»es de ensino superior, n«o est«o prontos e 

acabados. Apresentamos de forma esquem§tica nosso MER (Figura 40).  

Figura 40 ï Esquema de conex»es das OMD. 

 

Fonte: Autor desta tese. 

 

No pr·ximo capitulo, n·s faremos a an§lise de duas organiza­»es proxeologicas relacionadas 

com nosso MER.   
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CAPITULO  V ï O MER E A ANÁLISE DE DUAS ORGANIZAÇÔES  PRAXEOLÓGICA S 

 

 O modelo popular das matem§ticas ® um modelo epistemol·gico geral que, segundo o 

matem§tico Thurston (1994), ® o modelo dominante nas institui­»es onde se manipula o saber 

matem§tico, incluindo especialmente as institui­»es universit§rias e a comunidade produtora do 

conhecimento matem§tico. Ainda para tal modelo reduz a atividade matem§tica a s®rie do tipo 

defini­«o ï especula­«o ï teorema e prova (CALLEJO, 2002). 

Ao construirmos nossa proposta do MER, referente ao estudo de AL, nos municiamos de um 

dispositivo did§tico, que por meio de uma OMD, nos servir§ de refer°ncia ao analisarmos o livro 

texto utilizado no IFPA, no curso de Licenciatura de Matem§tica, e em tr°s textos do saber dos 

professores que ministram a disciplina AL na institui­«o IFPA, sendo assim, nos permitir§ revelar 

poss²veis modelos epistemol·gicos sobre o ensino de AL presentes no IFPA. 

Na aus°ncia de orienta­»es curriculares mais consolidadas, o livro did§tico ® a op­«o did§tica 

que o professor tem para elabora­«o de seu texto do saber, portanto ® uma das maiores fontes de aquisi­«o 

do saber. Pelo que pude constatar no IFPA, entre os 2 professores (o autor dessa tese mais um colega) 

que ministram AL, o livro ® a principal refer°ncia para elabora­«o do texto do saber no ensino 

superior, isto ®, sobre o saber a ser ensinado.  

O livro did§tico ® a principal ferramenta do professor e para os alunos ® uma fonte de 

informa­«o e para realiza­«o de tarefas. Segundo Catal§n (2002), no livro h§ um modelo de atividade 

matem§tica institucionalizada que ® o meio que qualquer pessoa entra em contato com a OM. 

Portanto, diante da import©ncia que o livro utilizado para ministrar AL no IFPA tem, resolvemos 

analisa-lo a partir do nosso MER.  

Nossa an§lise se dar§ entre a codetermina­«o entre a OM e a OD, portando OMD, por 

acreditarmos que as mesmas n«o se separam nem do objeto que se quer estudar e nem da organiza­«o 

para que aconte­a tal estudo. Tomaremos como unidade de an§lise praxeol·gica Almouloud (2015):   

t, t,q e Q, identificando estas componentes, j§ que estes s«o os integrantes da OM. As categorias 

de an§lise se dar«o a partir do que prop»e Almouloud (2015), quando cria uma metodologia de an§lise 

de mat®rias did§ticos. Destacaremos os principais pontos: an§lise ecol·gica que trata O objeto de 

saber faz parte das recomenda­»es curriculares para a Educa­«o Superior? Est§ presente nos livros 

did§ticos? Como ® apresentado e com qual finalidade? Esse objeto de saber ® efetivamente trabalhado 

na escola? Se sim, em quais condi­»es? Se n«o, quais s«o os motivos para ser deixado de lado? 

Almouloud (2015) e an§lise praxeol·gica que trata em: avaliar as t, t,q .   

Introduzir o modelo de uma nova OMD para o ensino de Al, nos permitiu verificar se h§ 

articula­«o entre depend°ncia linear, independ°ncia linear, combina­«o linear, espa­os vetoriais com 
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os sistemas lineares. As praxeologias matem§ticas, em termos de tarefas e t®cnicas, que levam os 

alunos ao encontro dos sistemas lineares s«o articuladas com os demais objetos de AL, num fazer de 

complexidade crescente? As praxeologias matem§ticas que levam os alunos ao encontro dos espa­os 

vetoriais requerem a no­«o de estudo qualitativo de seitas lineares? As OM do principal livro texto   

utilizados como refer°ncia por professores no curso de Licenciatura em Matem§tica do IFPA 

apresentam articula­»es e integra­»es de praxeol·gicas que favore­am um fazer m²nimo racional, 

ou se caracteriza pela pura aplica­«o de defini­»es e conceitos abstratos?   

 

5.1 OMD DA OBRA: ALFREDO STEINBRUCH E PAULO WINTERLE. ÁLGEBRA 

LINEAR. 2º EDIÇÃO, 1987 ï MAKRON BOOKS -SP  

 

 Iniciamos pela escolha do livro. Este ® a obra principal adotado no IFPA para se ministrar AL 

no Curso de Licenciatura em Matem§tica, disciplina ministrada no 4Ü semestre, logo se trata de um 

problema concreto, pois esta obra faz parte do milieu desse sistema did§tico Sô(Y, f, Oô1), onde Y = 

pesquisador desta tese, Oô1 ® a obra Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle. Ćlgebra Linear. 2Ü Edi­«o, 

1987.   

Segundo Chevallard (1998), n«o h§ um mundo institucional ideal, no qual as atividades 

humanas sejam coordenadas por praxeologias bem apropriadas que permitam realizar todas as tarefas 

desejadas de uma maneira eficaz, segura e inteligente, pois estas organiza­»es praxeol·gicas 

envelhecem perdem seus cr®ditos. Portando devemos constituir novas organiza­»es, necess§rias ao 

melhor funcionamento de uma determinada institui­«o, em consequ°ncia dos novos tipos de tarefas. 

Usaremos as seguintes nota­»es Ti (tipos de tarefas), Tij (subtipos de tarefas) tij (tarefas, onde 

i indica o tipo de tarefas que esta relacionado e j a numera­«o da tarefa), tijk (ij indicam o Tij e k ® a 

numera­«o da tarefa),it (t®cnica que esta relacionada a uma ou mais de uma Ti), qi (tecnologia) e   

Qi  (teoria), para representar os tipos de tarefas, as tarefas, a tecnologia e a respectiva teoria. 

 A obra inicia com estudo de vetores, sem evocar os sistemas lineares, portanto inicia por algo 

novo para os alunos, parte dos estudo de espa­os vetoriais, espa­os vetoriais euclidianos, 

transforma­»es lineares, operadores lineares, vetores pr·prios e valores pr·prios, formas qu§dricas e 

finaliza com o ap°ndice que cont®m matrizes, determinantes e sistemas lineares, objetos estes 

exigidos pelo Projeto Pol²tico Pedag·gico (PPC) do curso de Licenciatura em Matem§tica. 

 A finalidade do cap²tulo 1 (cap²tulos da obra em an§lise Oô1), que trata do estudo de vetores, 

propiciou revisar a no­«o de vetor no RĮ e no Rį e suas propriedades. Apresenta vetor 

geometricamente, uma semi reta, vetor oposto, vetor nulo e o unit§rio. Em seguida, na (p. 3) trabalha 

as opera­»es com vetores e suas propriedades, utilizando a regra do paralelogramo. Neste cap²tulo 

n«o h§ tarefas propostas e a OMD apresenta tarefas pontuais resolvidas. 
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 O produto escalar definido, usualmente, por: u = (x1, y1) e v = (x2, y2) e se representa u.v ou 

<u,v> e se l°: ñu escalar vò, como: u . v = x1x2 + y1y2. Em seguida ® apresentado o m·dulo de 

² ²v x y= + , onde v = (x,y). Defini vetor unit§rio, como sendo 
v

u
v

= . Define 

2 1 2 1( x )² ( )²AB x y y= - + -, onde A = (x1, y1) e B = (x2, y2), como sendo o m·dulo. N«o h§ 

articula­«o com a dist©ncia entre dois pontos, assunto ministrado na Geometria Anal²tica. Ąngulo de 

dois vetores ® mostrado a partir da tecnologia lei dos cossenos at® chegar na f·rmula .
cos

| u | . | v |

u v
q=  

onde se calculando o cosq determina-se o q em uma tabela de cossenos ou em uma calculadora. 

Encerra-se esse cap²tulo com paralelismo e ortogonalidade de dois vetores. Todas as t®cnicas de 

resolu­«o tem como suporte tecnol·gico/te·rico 1 1qQ a defini­«o de vetor e produto escalar, sendo a 

teoria 1Q a AL, apresentando como 1t aplica­«o direta da defini­«o.   

No livro did§ticos o autor presume que os alunos j§ trazem do ensino b§sico os saberes 

matrizes, determinante e sistemas lineares e os professores do IFPA acabam n«o ensinando tais 

objetos. Conforme Chevallard (1991) chamou de trabalho interno de transposi­«o, que tem no 

professor o respons§vel por este momento de transforma­«o do saber, nem mostram este t·pico t«o 

importante que ® o estudo de sistemas lineares. 

Em nosso MER ao trabalharmos com vetores revelamos o porqu° que partem da origem, al®m 

de apresentarmos tarefas sobre o produto escalar e o estudo de ©ngulo entre vetores. Comparando 

com obra analisada onde vetor ® apresentado via conceito. 

 No cap²tulo 2 s«o introduzidos os espa­os vetoriais e parti de registro geom®trico, como sendo 

o plano cartesiano. Aparece nas Figuras 41a e 41b o par (x,y), onde x e y s«o coordenadas, ou seja, 

um ponto ou s«o componentes, logo um vetor, e sugere ao leitor ter a mesma vis«o geom®trica para 

o Rį e demais dimens«o. Em seguida os espa­os vetoriais s«o definidos a partir das 8 propriedades, 4 

da adi­«o e 4 da multiplica­«o, sendo os elementos do espa­o vetorial V s«o chamados vetores.   

Figura 41a ï interpreta­«o geom®trica do RĮ.         Figura 41b - ï Interpreta­«o vetorial do RĮ.  

 

        Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 15).              Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 15). 
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T2: Verificar se o conjunto V ® ou n«o ® um espa­o vetorial. 

t21: Verificar se o conjunto V = RĮ = {(x,y)/x, y Í R} ® um espa­o vetorial. 

 t22: Verificar se os conjuntos RĮ, Rį, .... s«o espa­os vetoriais com as opera­»es de adi­«o e 

multiplica­«o por escalar usuais. 

 t23: Verificar se o conjunto V = {(x, xĮ)/ x ÍR} com as opera­»es (x1, x1
2) Ä(x1, x2

2) = (x1 + 

x2, (x1 + x2)Į) e aÃ (x, xĮ) = (ax, aĮxĮ), onde Ä e Ã s«o as adi­»es e multiplica­»es n«o usuais. 

 t24: Verificar se o conjunto RĮ = {(a,b)/a, b Í R} n«o ® um espa­o vetorial, munido das 

opera­»es (a,b) + (c,d)  = (a +c, b + d)e k (a,b) = (ka, b). 

 A 2tutilizada ® a aplica­«o da defini­«o de espa­o vetorial, onde t21, t22, t23 s«o espa­os 

vetoriais e a tarefa t24 n«o ® um espa­o vetorial, onde a propriedade 

( )(x, y) (( ) x,( ) y)a b a b a b+ = + +  n«o ® comprovada.  

 O discurso 2 2qQ ® a defini­«o de espa­o vetorial, portanto bastante formal desenvolvida por 

Peano (1888). A an§lise ecol·gica que trata O objeto de saber faz parte das recomenda­»es 

curriculares para a Educa­«o Superior, mas a finalidade que constatamos ® de que definiu-se espa­os 

vetoriais e aplicou-se a defini­«o, sem dar a ideia do que seria espa­o.  

 Em seguida os autores34 j§ passa para subespa­os vetoriais na (p. 25), utilizando a defini­«o 

usual, isto ®, um subconjunto S n«o vazio ® um subconjunto de um subespa­o vetorial V, se S ® um 

espa­o vetorial em rela­«o a adi­«o e a multiplica­«o usual definidas por V. Mas para n«o se provar 

os 8 axiomas os autores aconselham usar o teorema 1: Um subconjunto S, n«o vazio, de um espa­o 

V ® um subespa­o vetorial de V se estiverem satisfeitas as seguintes condi­»es:  

i) Para quaisquer u, v Í S, tem-se u + v Í S.  

ii)  Para quaisquer  aÍ R, u Í S , tem-se: au Í S. 

 

T3: Verificar se S ® um subespa­o vetorial. 

t31: Verificar se S = {(x,y) Í RĮ/y = 2x}® um subespa­o vetorial, utilizando o teorema 1. 

t3: Aplica­«o do Teorema 1.       

 

u + v = (x1 + x2, 2x1 + 2x2) = (x1 + x2) = (x1 + x2, 2(x1 + x2)) Í S = u + v 

au = a(x1, 2x1) = (ax1, 2ax1))ÍS. 

 Apresenta como discurso tecnol·gico 3q o teorema 1 e a teoria a Q1 a AL. 

Em seguida apresenta uma representa­«o vetorial para representar um subespa­o, pois ao se 

tomar dois vetores u e v da reta a soma u + v tamb®m ® reta e ao se multiplicar u por um escalar 

                                                 
34 A partir de agora os autores s«o os do livro analisado, isto ®, Steinbruch e Winterle (1987). 
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qualquer aobtemos um vetor tamb®m, na reta.  

           

Figura 42 - Representa­«o geom®trica de S. 

 

                                         Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 26). 

 

 Mostra um contra exemplo quando n«o ® um subespa­o vetorial, como na Figura 43: 

    S = {(x, 4 ï 2x); x ÍR} 

  

                       Figura 43 - Recurso geom®trico para provar que S n«o ® um subespa­o vetorial.  

 

     Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 27). 

 

A tecnologia apresentada ® o representa­«o geom®trica do estudo de vetores e a teoria Q1 

AL. Com a defini­«o de subespa­o fica f§cil se aplicar a t®cnica, mas n«o tem uma import©ncia  

satisfat·ria, pois n«o est§ relacionado com nenhum outro saber; mas sua confiabilidade ® aceit§vel 

sendo dadas suas condi­»es de emprego, e s«o suficientemente intelig²veis. 

 t32: verificar se V = R
4 ® um subespa­o vetorial. 

 A t®cnica apresentada parte que S = {(x,y,z,0), x, y,z Í R}. Cria os vetores u = (x1, y1, z1, 0) e 

v = (x2, y2, z2, 0) e a soma deles a quarta componente ® nula, assim como e au. A raz«o de ser ® a 

aplica­«o da t®cnica oriunda da defini­«o. 

 A tarefa t32 apresenta como t®cnica a t3 aplica­«o do teorema 1, a 3q ® o teorema 1 e a 1Q ® 
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a AL.  

 Continuando com T3 apresenta a t33 (p.31): 

 t33: Sejam V = M(n, n), B uma matriz fixa de V e S {A ÍM (n, n)/AB = 0}, onde S ® um 

conjunto de matrizes que multiplicado por B, tem como resultado a matriz nula. 

i) A t3 apresentada ® a seguinte: 

 Se A1 Í S ent«o A1B = 0 

 Se A2 Í S ent«o A2B = 0 

 Logo A1B + A2B = 0  

          (A1 + A2)B = 0  

     e   A1 + A2  Í S     

ii) multiplicando por aÍR a primeira igualdade: 

a (A1B)= a 0 

(aA1)B=0 

Ý aA1 Í S 

Logo S ® um subespa­o vetorial de M (2,2). 

 A t34 da (p. 32) apresenta um sistema linear homog°neo, como segue: 

t34: Sejam V = M(3,1) e S o conjunto solu­«o de um sistema linear homog°neo a tr°s vari§veis.  

3 4 2 0

2 0

3 0

x y z

x y z

x y z

+ - =ë
î
+ - =ì

î- + =í

 

  A t3 ® a seguinte: 

 O sistema linear homog°neo ® disposto em nota­«o matricial: 

3 4 2 0

2 1 1 , 0 0

1 1 3 0

x

A X y e

z

-å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö
= - = =
æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö-ç ÷ ç ÷ ç ÷

 

AX = 0 

Cria dois vetores u = X1 = 

1

1

1

x

y

z

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

 e v = X2 = 

2

2

2

x

y

z

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

. Logo AX1 = 0 e AX2 = 0. Utilizando a 

mesma3t da tarefa t33 conclui que S ® um subespa­o vetorial de M(3,1). Observa que que S ® 

denominado espa­o solu­«o do sistema AX =0; se S tiver m equa­»es e n vari§veis o espa­o solu­«o 

ser§ um subespa­o de Rn; caso o sistema n«o seja homog°neo o conjunto solu­«o S n«o ® um 

subespa­o vetorial. 

A t35: Verificar se S ® um subespa­o (STEINBRUCH e WINTERLE, 1987, p. 34). 
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Sejam V = RĮ e S ={(x,y); x > 0}, isto ®, S ® o conjunto dos vetores de RĮ cuja primeira 

componente ® positiva. Sendo: 

u = (x1, y1), x1 > 0, 

v = (x2, y2), x2 > 0  (STEINBRUCH e WINTERLE, 1987, p. 34). 

 A t3 ® a mesma nesse tipo de tarefa e a tecnologia t3 ® o teorema 1, enquanto que a teoria 1Q 

® a AL. 

i) u + v = (x1 + x2, y1 + y2) ÍS, pois x1 + x2 > 0 e, 

ii)  au = (ax1 + ay1) ÎS, quando  a ¢ 0, pois se u = (3, -4) e -2 (3, -4) = (-6,8) ÎS, 

logo S n«o ® um subespa­o de RĮ.  

  

 Em seguida, os autores tratam de interse­«o de subespa­os, a soma direta e a soma destes, 

al®m de tratar que a interse­«o ® um subespa­o, como segue: 

S = S1 Æ S2 

S tem pelo menos um vetor em comum, a origem. Essa ® um subespa­o. 

Se v Í S ent«o v Í S1 e v Í S2 

Se u Í S ent«o u Í S1 e u Í S2 

(I) (v + u) Í S, pois: 

v Í S1 e u Í S1. Logo (v + u) Í S1 

v Í S2 e u Í S2. Logo (v + u) Í S2 

Assim, (v + u) Í S1 e (v + u) Í S2. Logo, (v + u) Í S. 

(II) a Í Á, v Í S Ý av Í S, pois: 

 v Í S1. Logo, av Í S1 

 v Í S2. Logo, av Í S2 

Assim, av Í S1 e av Í S2. Logo, av Í S. 

A parte introdut·ria ¨ espa­os vetoriais n«o foi feita por meio de abordagem hist·rica, mas se 

estabeleceu correla­«o entre a Geometria e a Ćlgebra Linear, ora pelo tratamento alg®brico ¨s 

quest»es geom®tricas. A utiliza­«o de registros de representa­«o (alg®bricos, figurais e textuais) 

tamb®m foi verificada em T1, T2 e T3, por meio de exemplos no contexto intra-matem§tico. 

Na (p. 39) os autores tratam das combina­»es lineares, como sendo: dado um vetor v este ® 

chamado de uma combina­«o linear dos vetores v1, v2, ... , vn se v pode ser expresso na forma: 

v = a1v1 + a2v2 + ... +  anvn, onde os  ai s«o escalares. 

 T4: Determinar se v ® combina­«o linear. 

 t41: Determinar se v = 7xĮ + 11x ï 26 ® combina­«o linear dos polin¹mios v1 = 5xĮ - 3x + 2  e 
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v2 = -2xĮ + 5x - 8.  A t®cnica 4tvem por tentativa a partir da aplica­«o da defini­«o e conclui que v 

pode ser escrito como: v = 3v1 + 4v2, ou seja, 7xĮ + 11x ï 26 = 3(5xĮ - 3x + 2) + 4( -2xĮ + 5x ï 8).  

 t42: Determinar se v = (-4, -18, 7) ® combina­«o linear de v1 = (1, -3, 2) e v2 = (2, 4, -1). 

       t4: (-4, -18,7) = a1 (1, -3, 2) + a2 (2, 4, -1) 

 Recai num sistema 

1 2

1 2

1 2

2 4

3 4 18

2 7

a a

a a

a a

+ =-ë
î
- + =-ì
î - =í

 

 Determinando a1 = 2 e a2 = - 3 , logo, v = 2v1 ï 3v2. 

 t43: Determinar se v = (4, 3, -6) de v1 = (1, -3, 2) e v2 = (2, 4, -1). 

 A t4 ® a mesma da t42 e pelo sistema ser incompat²vel, logo n«o h§ combina­«o. 

 Apresenta o que consideramos um sub tipo de tarefa T41: Determinar k (componente de u) 

para que o vetor u seja combina­«o linear. t411: Determinar k (componente de u) para que o vetor u 

seja u = (-1, k, -7) seja combina­«o linear de v1 = (1, -3, 2) e v2 = (2, 4, -1). 

 Utililizando a mesma t®cnica t4, isto ®, a aplica­«o da defini­«o, resolvendo-se o sistema 

chega-se a encontrar as inc·gnitas k = 13, a1 = -3 e a2 = 1.   

 Apresenta a t412: Determinar x, y e z componentes de (x, y, z) seja combina­«o linear de v1 = 

(1, -3, 2) e v2 = (2, 4, -1). Utilizando a mesma t®cnica t4 chega a solu­«o (y + 2z, y, z), com y, z Í R.  

Nesta t412 apresenta uma motiva­«o geom®trica para interpretar tal resultado, pois (x, y, z) = a1v1 + 

a2v2 forma um planop, de equa­«o x ï y ï 2z = 0, que estabelece a condi­«o solicitada entre x,y e z 

como mostra a Figura 44:    

Figura 44ï Representa­«o geom®trica de p: x ï y ï 2z = 0. 

 

   Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 43). 

 

   Na (p. 44) apresenta T42: Determinar como v ® combina­«o linear de outros vetores. A t421: 

Determinar como v = (3,4) pode ser escrito como combina­«o linear dos vetores v1 = (1,0), v2 = (0,1) 

e v3 = (2, -1). Esses tipos de tarefas aparecem com motivos v§lidos, pois a t®cnica recai em um 
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sistema, mas que na obra os autores j§ trazem que o leitor j§ t°m como conhecimento pr®vio. Logo 

esse tipo de tarefas considerados s«o representativos das situa­»es matem§ticas, sendo pertinentes 

tendo em vista as necessidades matem§ticas dos alunos, em estudar as ideias de LD e LI, para se 

chegar em base..  

 Para escrever v como combina­«o de v1, v2 e v3 

 A 4t ® fazer v = a (1,0) + b (0,1) + c (2, -1) 

 
2 3

4

a c

b c

+ =ë
ì
- =í

 ® not·rio notar que para cada valor de c obt®m-se um valor para a e outro para b. 

 Na (p. 44) os autores iniciam definindo os subespa­os gerados da seguinte modo: Seja V um 

espa­o vetorial, consideremos um subconjunto A = {v1, v2, ..., vn} ËV, A¸Å.  O conjunto S de 

todos os vetores de V que s«o combina­»es lineares dos vetores de A ® um subespa­o vetorial.  Isto 

® demonstrado utilizando a teorema 1, portanto a tecnologia 3t. Conclui que: 

 { }1 1 2 2 1/ .... , ,......,n n nS v V v a v a v a v a a R= Í = + + + Í, onde S ® gerado pelos vetores v1, 

v2, ....,vn, ou ainda gerado por A. S = G(A) ou S = [v1, v2, ....,vn], onde v1, v2, ....,vn s«o geradores do 

subespa­o S. A partir da defini­«o inicia-se o T5: Verificar se um vetor ou mais de um geram o espa­o 

vetorial. 

 

t51: Esta tarefa ® apresentada na (p. 43) pelos autores, que a enunciam como segue: 

Os vetores i = (1,0) e j = (0,1) geram o espa­o vetorial RĮ, pois qualquer (x,y) Í RĮ ® 

combina­«o linear de i e j: 

A t®cnica apresentada para enfrentar a tarefa ® a seguinte: 

Os vetores i e j geram o espa­o RĮ, pois qualquer (x,y) ÍRĮ ® combina­«o linear de i e de j. 

Ent«o (x,y) = x (1,0) + y (0,1) = (x,0) + (0,y) = (x,y), logo [i,j] = RĮ (STEINBRUCH e WINTERLE, 

1987, p. 43).   

Em rela­«o ao nosso MER as combina­»es lineares s«o estudadas a partir do estudo de 

sistemas lineares, inclusive dando a ideia do estudo da rela­«o entre as linhas de uma matriz, al®m de 

se revelar por ambiguidade a ideia de LD e LI, enquanto no livro em quest«o os autores partem da 

defini­«o de combina­»es lineares e apresentando tarefas a partir dessa defini­«o.   

A Tarefa t52 ser§ apresentada na Figura 45: Os vetores i = (1,0,0) e j = (0,1,0) geram o S = 

{(x,y,0) ÍRį/x,y Í R}. A t®cnica (x,y,0) = x (1,0,0) + y (0,1,0), logo [i,j] ® um subespa­o pr·prio 35do 

Rį.  

Os autores prosseguem com a tarefa t53 e utilizam a t®cnica a partir da defini­«o.  

                                                 
35 S«o os que n«o s«o triviais. 
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Os vetores e1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) geram o Rį, j§ que qualquer v (x, y, z) ÍRį ® 

CL de e1, e2 e e3. A t®cnica ® fazer (x,y,z) = x (1,0,0) + y (0,1,0) + z (0,0,1) ou v = xe1 + ye2 + ze3, 

logo [e1, e2, e3] = Rį. 

Conclui esta parte observando que sendo S um subespa­o gerado por um conjunto A, ao se 

acrescentar vetores de S a esse conjunto A, os novos conjuntos continuar«o gerando o mesmo S, ou 

seja, S pode ser gerado por uma infinidade de vetores, mas h§ um n¼mero m²nimo de vetores para 

ger§-lo (STEINBRUCH e WINTERLE, 1987, p. 47). 

A tarefa t54: Determinar o subespa­o S pelo vetor v1 = (1,2,3), onde o espa­o vetorial V = Rį 

(STEINBRUCH e WINTERLE, 1987, p. 48). Aplicando a 3t: (x,y,z) = a (1,2,3); onde x = a, y = 2a 

e z = 3a, donde y = 2x e z = 3x. Logo [v1] = {(x,y,z) Í Rį/ y = 2x e z = 3x}, ou ainda, [v1] = {(x, 2x, 

3x); x Í R}. Esse subespa­o gerado ® uma reta que passa pela origem, conforme Figura 45. 

 

                                                 Figura 45 - Subespa­o S. 

 

                Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 48). 

 

 t56: Determinar o subespa­o gerado pelo conjunto A = {v1, v2}, sendo v1 = (1, -2, -1) e v2 = (2, 

1,1).  Aplicando a 3t, temos: 

 [v1, v2] = {(x,y,z) Í Rį/ (x,y,z) = a1 (1,-2,-1) + a2 (2,1,1); a1, a2 ÍR} 

 Recai num sistema: 

1 2

2 2

1 2

2

2

a a x

a a y

a a z

+ =ë
î
- + =ì
î- + =í

 

 O vetor (x,y,z) Í [v1, v2] Ú o sistema tem solu­«o, isto ®, quando se tem x + 3y ï 5z =0 (os 

autores deixa a cargo do leitor provar). Logo o subespa­o gerado por v1 e v2ÍRį n«o colineares ® um 

plano que passa pela origem, conforme mostra Figura 46. 

 



 

170 

 

              Figura 46 - Subespa­o gerado por [v1, v2]. 

                  

                                           Fonte: Steinbruch e Winterle, (1987, p. 49). 

 

 t57: Determinar o subespa­o gerado pelo conjunto A = {v1, v2, v3} , sendo v1 = (1, 1,1), v2 = 

(1,1,0), v3 = (1,0,0), onde V = Rį. 

 A ® 3t utilizada para enfrentar essa tarefa, ent«o: 

 (x,y,z) = a1 (1,1,1) + a2 (1,1,0) + a3 (1,0,0).  Gera-se em seguida um sistema linear, para se 

determinar a1, a2 e a3. 

 

1 2 3

1 2

1

a a a x

a a y

a z

+ + =ë
î

+ =ì
î =í

 e portanto a1 = z, a2 = y ï z e a3 = x ï y.  

 Substituindo a1 = z, a2 = y ï z e a3 = x ï y em (x,y,z) = a1 (1,1,1) + a2 (1,1,0) + a3 (1,0,0), 

temos:  

(x,y,z) = z (1,1,1) + (y-z) (1,1,0) + (x - y) (1,0,0) 

  

E portanto os vetores v1, v2 e v3 geram Rį, j§ que cada vetor do Rį ® combina­«o linear dos 

vetores dados na tarefa, conforme mostra Figura 47. Mesmo que somemos mais vetores o subespa­o 

gerado por esses vetores gerar§ o pr·prio Rį. Com rela­«o ao nosso MER, observa-se que os autores 

da obra n«o revelam em nenhum momento que h§ uma rela­«o entre o homog°neo associado e o 

sistema dado na tarefa, pois o sistema divide o espa­o em dois, inclusive na Figura 47 ® poss²vel se 

observar isto. 
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   Figura 47ï Espa­o gerado por [v1, v2, v3]. 

 

    Fonte: Steinbruch e Winterle, (1987, p. 51). 

 

 t58: Determinar o subespa­o gerado  por 
1 2 3 1

,
2 3 1 1

A
ë - - ûè ø è ø
=ì üé ù é ù
-ê ú ê úí ý

, onde V = M (2,2). 

 A partir da 3t tem-se: 
1 2 3 1

2 3 1 1

x y
a b

z t

- -è ø è ø è ø
= +é ù é ù é ù
-ê ú ê ú ê ú

 

 Encontra-se z = -y e x = -2y + t  

 
2

(A) ; ,
y t y

S y t R
y t

- +ë è ø û
= Íì üé ù

-í ê ú ý
 

A q3 ® a defini­«o de combina­«o linear, sendo a teoria 1Q ® a AL.  

Inicia na (p.53) os espa­os V finitamente gerado se existe um conjunto finito A, A VË , tal 

que V = G(A). J§ mostramos pela T5 espa­os finitamente gerados. Os autores mostram como contra 

exemplo um espa­o vetorial que n«o ® finitamente gerado que o espa­o de todos os polin¹mios reais 

P.  

Sua OMD proposta para o ensino de depend°ncia linear (LD) e independ°ncia linear (LI) ® 

justificado pela necessidade de se determinar o menor conjunto gerador de um espa­o vetorial.    

Introduz LD e LI por defini­«o, como segue na (p. 54): 

Sejam V um espa­o vetorial e A = {v1, ...., vn} VË . Consideremos a equa­«o a1v1 + ....+ anvn 

= 0. Sabemos que esta solu­«o admite pelo menos uma solu­«o, onde os coeficientes s«o todos nulos 

ï solu­«o trivial. Ent«o o conjunto A ® LI caso a solu­«o da equa­«o seja somente a trivial, caso 

contr§rio ser§ LD.  

A T6 ® anunciada na (p. 54): Determinar se vetores s«o LD ou LI. 

As tarefas s«o as seguintes: 
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t 61: Determinar se os vetores v1 = (2, -1, 3), v2 = (-1, 0, 2) e v3 = (2, -3, 1), onde V = Rį ® LD.  

t62: Determinar se os vetores v1 = (2, 2, 3,4), v2 = (0,5, 2-3,1) e v3 = (0, 0 4, -2), onde V = R4 

® LI. 

A 5t apresentada na resolu­«o dessas tarefas ® a seguinte: 

a (2, 2, 3,4) +b (0,5, 2-3,1) + c (0, 0 4, -2) = (0,0,0,0) 

Recai em um sistema: 

2 0

2 5 0

3 3 4 0

4 2 0

a

a b

a b c

a b c

=ë
î

+ =î
ì
- + =î

î + - =í

 

O sistema admite uma ¼nica solu­«o, que ® a trivial, isto ®, a = b = c = 0. 

As demais tarefas apresentadas por Steinbruch e Winterle (1987) sobre esses objetos LD e LI, 

s«o resolvidas pelas mesma 5t, inclusive apresentado os vetores na forma matricial. Os autores 

institucionalizam a atividade quando relatam que se um conjunto A ® LD se A ® combina­«o linear 

dos outros. Ent«o, apresentam o teorema 2: ñ Um conjunto A {v1, ..., vj, ....vi} ® LD se, e somente 

se, pelos menos um desses vetores ® combina­«o linear dos outrosò.  

Em nosso MER, a ideia de LD e LI foi evocada pelos estudo qualitativo de sistemas lineares, 

dando uma raz«o de ser para o estudo das combina­»es lineares, isto ®, as tarefas s«o dispostas de 

modo que o aluno possa chegar a verificar a diferen­a entre LD e LI. Na obra em an§lise foi 

apresentado a defini­«o e tarefas pontuais, enquanto que na obra a raz«o de ser ® mera aplica­«o da 

t®cnica decorrente da defini­«o. As combina­»es lineares tornam-se tecnologias para o estudo desses 

objetos LD e LI. Por meio das Figura 48 e Figura 49 ® poss²vel se interpretar geometricamente os 

vetores. 

 

Figura 48 ï Interpreta­«o geom®trica da LD  e LI, onde v1 e v2 est«o representados na mesma 

reta que passa pelo origem. 

 

 

                                  Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 60). 
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Figura 49 ï Interpreta­«o geom®trica da LD  e LI, onde v1 e v2 est«o representados no 

mesmo plano que passa pelo origem. 

 

 

                           Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 61). 

 

T61: Determinar k de modo que um conjunto seja LD ou LI.   

  t611: Determinar k de modo que o conjunto {(1,0,-1), (1,1,0), (k,1,-1)} seja LI. 

   A 5t: a (1,0,-1) + b (1,1,0) + c (k,1,-1) = (0,0,0) 

0

0

0

a b ck

b c

a c

+ + =ë
î

+ =ì
î- - =í

 Os autores deixam a cargo do leitor mostrar que para k 2̧ o sistema ser§ LI. 

 Tais tipo de tarefas T6 e subtarefas T61 apresentam como justificativa da t®cnica q4 a defini­«o 

de LD e LI apresentada pelos autores e a teoria 1Q ® a AL. Conforme nosso MER h§ uma discuss«o 

do sistema, partindo ideia de ambiguidade, pois h§ solu­«o para um determinado sistema, mas n«o ® 

¼nica, mas diversas, infinitas, logo o sistema ® poss²vel e indeterminado, portanto h§ um infinidade 

de combina­»es lineares. Quando isto acontece o sistema ® dito LD, ou seja, toda vez que o sistema 

provoca ambiguidade este ® LD, portanto uma ideia diferente da habitual. 

 S«o apresentadas as propriedades de um conjunto, a partir da ideia de LD e LI.  

i) Se A = {v}ËV e v 0̧, ent«o A ® LI; 

ii)  Se AËV cont®m o vetor nulo, ent«o A ® LD; 

iii)  Se uma parte de A ËV ® LD, ent«o A ® tamb®m LD; 

iv) Se A ËV ® LI, qualquer parte de A ® tamb®m LI; 

v) Se A = {v1, v2, ..., vn} ËV ® Li e B = {v1, v2, ....., vn, w}ËV ® LD, ent«o w ® combina­«o 

linear de v1,.....,vn (STEINBRUCH e WINTERLE, 1987, p. 66). 

Os autores chamam aten­«o para um detalhe importante da (p.66) sobre a propriedade iv, pois 

se todos os subconjuntos pr·prios de um conjunto finito de vetores s«o LI, mas n«o significa que 

o conjunto seja LI. 

 Na (p.66) inicia-se o estudo de base de um espa­o vetorial. Um conjunto B = { v1, v2, ..., vn } 
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® uma base de um espa­o vetorial se: 

i) B ® LI; 

ii)  B gera V (STEINBRUCH e WINTERLE, 1987, p. 66). 

T7: Verificar se B ® uma base. 

t71: Verificar se B = {(1,1), (-1,0)} ® base de RĮ. 

A 5t ® utilizado para se provar que ® LI, pois a (1,1) + b (-1,0) = (0,0), o que implica que a = 

b = 0. E pela 3t prova-se que B gera o RĮ, pois a (1,1) + b (-1,0) = (x,y) ent«o a = y e b = y ï x. 

Comprova-se assim que ® uma base. 

£ poss²vel se verificar na Figura 48 que dois vetores n«o colineares s«o LI. Conclui que 

quaisquer dois vetores n«o colineares forma o RĮ. Com rela­«o ao nosso MER, proposto nesta tese, ® 

observa-se que os autores n«o revelam em nenhum momento que h§ uma rela­«o entre o homog°neo 

associado e o sistema dado na tarefa, inclusive na Figura 50 ® poss²vel se observar isto. 

Qual o habitat?  Qual o papel desse saber ou saber-fazer na ñcadeia alimentarò? Postulamos que o 

objeto base vive na ideia de LI e espa­o gerador, mas em nosso MER esse objeto parte da ideia do estudo 

dos sistemas lineares e em rela­«o ao MER est§, em rela­«o a que estudamos, no final da cadeia alimentar, 

que se inicia por sistemas. 

Pelo crit®rio de identifica­«o36 verifica-se que tipos de tarefas est«o postos de forma clara e 

bem identificados, mas desarticulados do g°nero de tarefas estudar sistemas lineares. 

 

 Figura 50 ï Representa­«o dos vetores da base B. 

 

                Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 68). 

 

 t72: Verificar se B = {(1,0), (0,1)} ® base de RĮ.  

 t72: Verificar se B = {(1,0,.....,0), (0,1,........,0), (0, 0, 0, ........1)} ® base de R
n. 

 t73: Verificar se 
1 0 0 1 0 0 0 0

, , ,
0 0 0 0 1 0 0 1

B
ë ûè ø è ø è ø è ø
=ì üé ù é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú ê úí ý

.® uma base can¹nica de M (2,2). 

                                                 
36 Cf. Almouloud (2015). 
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 t74: Verificar se B = {1,x,xĮ, ...., xn} ® uma base do espa­o vetorial Pn. 

 A t75 mostra um contra exemplo: B = {(1,2), (2,4)} n«o ® uma base de RĮ, pois ® LD. 

 A t76 mostra um contra exemplo: B = {(1,0), (0,1), (3,4)} n«o ® uma base de Rį, pois ® LD. 

 A t77 mostra um contra exemplo: B = {(2,-1)} n«o ® uma base, pois ® LI, mas n«o gera o RĮ. 

 A t78 mostra outro contra exemplo: B = {(1,2,1,), (-1,-3,0)} n«o ® uma base de Rį, pois ® LI, 

mas n«o gera o R3.   

 A 5t e a 3t s«o apresentadas para enfrentar o T7. A q3 ® a defini­«o de combina­«o linear 1Q 

® a AL.  

 Apresentam na (p. 71) o teorema 3: Se B ={v1, v2, ...,vn} for uma base de um espa­o vetorial 

V, ent«o todo conjunto com mais de n vetores ser§ LD.  

 Na (p. 72) ® apresentado o corol§rio: Duas bases quaisquer de um espa­o vetorial t°m o mesmo 

n¼mero de vetores.   

 Na mesma (p.72) ® definido dimens«o de um espa­o vetorial, como sendo: Seja V um espa­o 

vetorial Se B possui uma base com n vetores, ent«o V tem dimens«o n, dim V = n. Se V n«o tem base, 

ent«o dim V = 0. Se V tem B com infinitos vetores, ent«o a dim V = ¤.  

Seja S um subespa­o de V, ent«o caso dim S = 0, logo S {0} ® a origem; se dim S = 1, S ® 

uma reta que passa pela origem; se dim S = 2, S ® um plano que passa pela origem, dim S = 3, este ® 

o pr·prio S, onde S = Rį.    

Como consequ°ncia apresenta algumas informa­»es importantes sobre dimens«o, como : 

(STEINBRUCH e WINTERLE, 1987, p. 74): 

Seja V um espa­o vetorial e B uma base de V, ent«o: 

i) Se sua dim V = n, logo qualquer subconjunto de V com mais de n vetores ® LD; 

ii)  Se a dim V = n, para obtermos uma B de V, basta que apenas uma das condi­»es da 

base seja satisfeita. 

Apresentam na (p. 74) o teorema 4: Seja V um espa­o de dim V = n. Qualquer conjunto de 

vetores LI em V ® parte de uma base, isto ®, pode ser completado at® formar uma base de V.   

Na (p.75) ® apresentado o teorema 5:  Se B = {v1, .....,vn} ® uma base de V, ent«o todo vetor 

v de V se exprime de maneira ¼nica como combina­«o linear de dos vetores de B.  

As matrizes s«o apresentadas como vetores coluna na forma 

1

2

....

....

B

n

a

a

V

a

è ø
é ù
é ù
é ù=
é ù
é ù
é ù
ê ú

, onde a1, a2, ...., an, 

s«o as chamadas coordenadas de v Í V em rela­«o a base B = {v1, .....,vn}, onde v = a1v1 + ....+ anvn. 
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Na OMD da obra o autor exemplifica essa situa­«o do seguinte modo: T8: Dado um vetor v escrever 

este a partir de uma combina­«o linear dos elementos de uma base.  

t81:  Dado o vetor v = (8,6) e as bases do RĮ, A = {(1,0), (0,1)}, B {(2,0), (1,3)} e C = {(1,-3), 

(2,4)} escrever v a partir dos elementos de A, B e C. 

 (8,6) = 8(1,0) + 6(0,1)}, (8,6) = 8(2,0) + 6(1,3) ou ainda (8,6) = 8(1,-3) + 6(2,4). Na Figura 

51 ® poss²vel se verificar a partir do registro figural a representa­«o de v em rela­«o as bases A e B. 

Tt82: Dado v = (5,4,2) e B = {(1,2,3), (0,1,2), (0,0,1)} base do Rį.  

Aplicando a 3t: (5,4,2) = a (1,2,3) + b (0,1,2) + c (0,0,1) 

 Encontra-se a = 5, b = -6 e c = -1. Logo 

5

6

1

BV

è ø
é ù
= -
é ù
é ù-ê ú

.      

A 3t ® a aplica­«o da defini­«o de combina­«o linear, enquanto que a q3 ® a combina­«o 

linear e a 1Q ® a AL. O resultado tecnol·gico da atividade podia ser explorado para produzir novas 

t®cnicas para resolver novas tarefa, sendo as formas de justifica­«o utilizadas s«o pr·ximas das 

justificativas matematicamente v§lidas (cf. ALMOULOUD, 2015). Como a tecnologia, que ® estudo 

os sistemas lineares, o resultado tecnol·gico da atividade poderia ser explorado para produzir novas 

t®cnicas para resolver novas tarefas, como fizemos em nosso MER.    

 

Figura 51ï Representa­«o de v em rela­«o a A e B. 

 

             Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 78). 

 

 A ideia ® institucionalizada a partir do T9 que ® determinar a base e a dimens«o de um espa­o 

vetorial. A tarefa t91: Determinar a base e a dimens«o do espa­o vetorial S = {(x, y, z) ÍRį/2x + y + z 

= 0}. 

 A t3 ® utilizada para enfrentar a esse tipo de tarefas e q3 ® a defini­«o de combina­«o linear, 
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sendo a teoria 1Q ® a AL.   

 Isolando-se z = -2x ï y, sendo x e y s«o vari§veis livres. Temos que (x,y,z) Í S, ent«o (x, y, -

2x-y). Portanto: 

 (x,y,z) = (x, 0, -2x) + (0,y,-y)  

 Ou ainda; 

 (x,y,z) = x(1, 0, -2) + y(0,1,-1).  

Isto nos mostra que todo vetor de S ® combina­«o linear dos vetores (1, 0, -2) e (0,1,-1). Como 

(1, 0, -2) e (0,1,-1) s«o LI, logo o conjunto {(1, 0, -2), (0,1,-1)} ® uma base de S, onde dim S = 2. Os 

autores chamam aten­«o que o n¼mero de vari§veis livres ® a dimens«o do espa­o.  

 t92: Determinar a base e a solu­«o do espa­o-solu­«o do sistema homog°neo (STEINBRUCH 

e WINTERLE, 1987, p. 85): 

2 4 3 0

2 2 2 0

2 4 2 3 0

x y z t

x y z t

x y z t

+ - + =ë
î
+ - + =ì

î + - + =í

 

A solu­«o S = {(x,y,z,t)/t=2z e x = -2y - 2z}, que ® um subespa­o do R4. Como as vari§veis 

livres s«o y e z, ent«o a dimens«o dim S ® 2.  A base ® determinada, substituindo-se valores em y e z, 

assim ® poss²vel se construir os dois vetores que formam a base na forma v = (x, y, z, t), que depende 

dos valores dessas vari§veis. 

O autor deixa a cargo do leitor a resolu­«o do sistema. A t6 ® a resolu­«o de sistemas. A q5 

definiremos como sendo o estudo de sistemas lineares e Q1 ® a AL.   

Na (p.87) os autores iniciam diversos ñproblemas propostosò. De um modo geral os tipos de 

tarefas iniciam por provar que determinados conjuntos s«o espa­os vetoriais; determinar se tais 

conjuntos s«o subespa­os vetoriais; escrever um vetor v como combina­«o linear de outros vetores; 

determinar os subespa­os do Rį gerados por diversos conjuntos; classificar conjuntos em LD ou LI; 

verificar se tais conjuntos de vetores formam uma base; dado uma base B determinar o vetor 

coordenada; determinar a dimens«o e uma base para os espa­os vetoriais; encontrar uma base a partir 

da solu­«o do sistema homog°neo.  

A parte de matrizes, determinantes e sistemas lineares ® apresentado a partir da (p. 369) como 

ap°ndice no final do livro, quando que estudamos que os sistemas lineares ® o grande problema da 

AL. Define matriz de ordem m por n a um quadro de m x n elementos (n¼meros, polin¹mios, fun­»es, 

etc.) dispostos em m linhas e n colunas (STEINBRUCH e WINTERLE, 1987, p. 369).  
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Em seguida apresenta ordem de matriz A (m,n) onde a ordem ® definido como m por n. Segue com os 

tipos de matrizes, entre estes tipos, inicialmente: retangular, coluna, linha, quadrada, diagonal, escalar, 

unidade, zero. As opera­»es entre matrizes esta na (p. 374), a adi­«o, produto por escalar e produto 

de matriz s«o mostrados pelo autor, sendo a soma se d§ pela soma dos elementos que est«o nas 

mesmas posi­»es, sendo as matrizes de igual n¼mero de linhas e colunas, enquanto que o produto se 

d§ pela multiplica­«o de linhas por colunas, logo o n¼mero de colunas da 1Û matriz tem que ser igual 

ao n¼mero de linhas da 2Û matriz. A Matriz comut§vel ® colocado de modo formal AB = BA = I, onde 

A, B e I s«o matrizes. Em seguida s«o matriz transposta e suas propriedades, matriz sim®trica e anti-

sim®trica, matriz triangular supeior e inferior, pot°ncia de matrizes, matriz peri·dica, matriz 

Idempotente (AĮ = A) e a Nihilpotente (matriz quadrada A, se $ p inteiro e positivo tal que igual a 0 

(zero), isto ®, se Aį = A.A.A = 0, ent«o ter§ ²ndice 3). As Tipos de tarefas s«o somar matrizes, 

multiplicar matrizes, identificar os tipos de matrizes, calcular A.B, AAt, A + At.  

Pouco nos deteremos nos determinantes, pois nosso MER esta mais voltado ao estudo de 

sistemas e matrizes. Este objeto ® apresentado na (p. 420) e ® definido como o determinante de uma 

matriz quadrada ¨ soma alg®brica dos produtos que se obt®m efetuando todas as permuta­»es dos 

segundos ²ndices de um termo principal, fixados os primeiros ²ndices e fazendo-se proceder os 

produtos + ou -, conforme a permuta­«o dos segundos ²ndices seja de classe par ou ²mpar. 

Por conseguinte apresentam ordem de um determinante, como sendo a mesma da matriz, 

c§lculo do determinante de segunda ordem e de terceira ordem (Teorema de Laplace), as 

propriedades, e o c§lculo do determinante de qualquer ordem. Uma t®cnica apresentada ® utilizar o 

m®todo da elimina­«o e substitui­«o gaussiana e ap·s a matriz estar na forma de escada multiplicar 

os elementos da diagonal principal (triangula­«o). 

Aparece a matriz inversa na (p.466) como AB = BA = I, onde A ® inversa de B e vice-versa. 

Esta ® singular se o det A = 0, caso n«o esta ® denominada de n«o-singular. Propriedades da matriz 

inversa s«o exemplificadas na (p. 468). Aparecem as opera­»es elementares e equival°ncia de 

matrizes. Os autores prop»e o tipo de tarefas sobre c§lculo da inversa de uma matriz utilizando 

operadores elementares at® se transformar a matriz na identidade, conforme Figura 52. 

Os autores prop»e resolver v§rias tarefas utilizando esta mesma t®cnica, para matrizes de 

ordem 3 e 4. O objeto sistemas lineares, que no nosso modelo vem por primeiro, pois esse ® a 

tecnologia que justificar nosso jeito de fazer e de pensar sobre o ensino da AL. Os autores definiram 
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sistema linear como sendo como um conjunto de equa­»es lineares. Logo parte para a solu­«o de um 

sistema, como sendo os valores das vari§veis que transformam, simultaneamente, as equa­»es de um 

sistema linear em identidade, isto ®, que satisfazem a todas as equa­»es do sistema, constituem sua 

solu­«o (STEINBRUCH e WINTERLE, 1987, p. 505). 

Apresenta o sistema compat²vel, como sendo determinado ou indeterminado e o sistema 

incompat²vel. Os sistemas equivalentes s«o os sistemas que apresentam a mesma solu­«o e cita 

exemplos na (p. 507). Na (p. 508) relata que os operadores (permuta­«o de duas linhas, multiplica­«o 

por um real diferente de zero e substitui­«o de uma equa­«o por uma soma com outra equa­«o 

previamente multiplicada por um n¼mero real diferente de zero) transformam o sistema num 

equivalente.  

O estudo e solu­«o dos sistemas lineares quando o n¼mero de n (equa­»es) ® igual, maior ou 

menor que o n¼mero de inc·gnitas. Apresenta tarefas para resolver sistemas e utiliza como t®cnica o 

m®todo de Gauss-Jordan. Apresenta o estudo da caracter²stica de uma matriz sem articular com o 

estudo de LD ou LI. 

Trata dos importantes sistemas homog°neos na (p. 534) e os resolve utilizando como t®cnica 

o m®todo de escalonamento de Gauss-Jordam. Assim como nos livros do ensino b§sico a obra em 

an§lise mostrou pouco a import©ncia desse tipo de sistema, e n«o os articula com o estudo dos espa­os 

e subespa­os vetoriais. 

Em nenhuma parte do livro h§ tipos de tarefas gen®ricas, que ® por onde o estudante da obra 

ir§ verificar no caso o aparecimento dos operadores lineares, ou at® mesmo o m®todo de elimina­«o 

gaussiana. 
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Figura 52 - Tarefa: Determinar a matriz inversa de uma matriz. 

 
                  Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 476). 

 

No conjunto de elementos que instituem a praxeologia analisada pelos autores do livro, ® 

poss²vel perceber em boa parte das situa­»es, que a t®cnica est§ associada ao discurso te·rico ï

tecnol·gico, como no estudo de base e dimens«o onde a combina­«o linear est§ justificando o jeito 

de fazer. O que nos faz compreender essa praxeologia, adotada pelos autores. Assim como em nosso 

MER o registro alg®brico ® apresentado como estrat®gia para explicar e justificar conceitos dos 

objetos estudados, propriedades e teoremas. Mas h§ objetos na OM do livro, como os sistemas 

lineares, cuja organiza­«o praxeol·gica apresenta o bloco pr§tico-t®cnico. Os autores, tamb®m  se 

valem das constru­»es geom®tricas e de bem pouca resolu­«o de problemas contextualizados (a partir 

da realidade do aluno, como articulando o objeto em estudo com outras §reas do conhecimento), isto 
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®, pouca aplica­«o. 

5.2 DISCUSSÃO DA OMD DO LIVRO DIDÁTICO SELECIONADO  

 Os tipos de tarefas est«o postos de forma clara, pois define tal conceito e aplica. As raz«o de 

ser est«o de forma explicitados, como aplica­«o da t®cnica oriunda de defini­»es, pois os motivos aos 

quais se prop»e de certa forma s«o alcan­ados. Verificar se ® espa­o, verificar se ® subespa­o? 

Verificar se ® base, ou dimens«o? Mas n«o leva em considera­«o o car§ter epistemol·gico dos objetos. 

Com rela­«o ao crit®rio de pertin°ncia s«o representativos das situa­»es matem§ticas, tendo em vista 

as necessidades matem§ticas dos alunos. 

 Com rela­«o as t s«o esbo­adas, sendo que os autores resolvem um exemplo e prop»e aos 

alunos algo semelhante. N«o consideramos efetivamente um problema, pois as tarefas e as t®cnicas 

utilizadas n«o permitem o pensar dos alunos sobre os objetos. S«o intelig²veis e confi§veis dada as 

condi­»es de seu emprego, tendo sua import©ncia satisfat·ria, para que se prop»e, que tem ao nosso 

ver uma inten­«o diferente do nosso modelo, com rela­«o as articula­»es. 

 Em nossas an§lises n«o percebemos justifica­«o em algumas t®cnicas, a n«o ser a presen­a de 

alguns teoremas. Mas o que justifica a t®cnica de um modo geral s«o as defini­»es apresentadas dos 

objetos, sendo que os argumentos utilizados s«o sim cientificamente v§lidos. Vimos que o resultado 

tecnol·gico da atividade com combina­»es lineares, pode ser explorado para produzir novas t®cnicas 

para resolver novas tarefas at® chegar em base e dimens«o. 

 Podemos perceber a preocupa­«o dos autores de I, com o desenvolvimento cognitivo do aluno 

e com a OD das atividades, que ao nosso ver poderia iniciar por sistemas e n«o com espa­os, que 

auxiliam o professor na elabora­«o de seu texto do saber.  

 A obra apresenta uma variedade de tarefas propostas aos alunos o que enriquece a atividade 

matem§tica em tornar os problemas rotineiras. Constatamos algumas tarefas problem§ticas, com 

rela­«o aos espa­os, pois h§ tarefas at® no R4.  

 Ap·s a an§lise da OMD do livro did§tico procuraremos responder quest»es que emergem do 

MER, tais como: 

No sentido de integra­»es de praxeologias para um fazer de complexidade crescente h§ 

praxeologias matem§ticas que articulem os sistemas lineares com o estudo de matrizes? 

As praxeologias matem§ticas, em termos de tarefas e t®cnicas, que levam os alunos ao 

encontro dos espa­os vetoriais articuladas com o estudo de sistemas lineares, num fazer de 

complexidade crescente? 

Os autores do livro analisado constroem sua OMD tomando como base as defini­»es e 

aplica­»es diretas da defini­«o, portanto algo trivial. Inicia com o estudo de vetores, passa aos espa­os 

vetoriais, combina­«o linear, LD e LI, e por fim base e dimens«o, comprovando que o modelo 
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epistemol·gico dominante dos objetos analisados que apresentam como principal tecnologias, esta 

que justifica as t®cnicas, ® a aplica­«o da defini­«o de espa­os vetoriais e de combina­«o linear, 

portanto modo de pensar dos autores exige que as tarefas com LD, LI, base e dimens«o, sejam objetos 

de estudo anterior, ou seja, as tarefas com combina­«o lineares devem surgir como problematiza­«o 

da t®cnica apresentada na combina­«o linear. 

Segundo Dorier et al. (1997) o estudo dos objetos base e dimens«o constituem no­»es 

elementares de AL. Esta ideia n«o quer dizer que seja a mais simples, mas significa que s«o no­»es 

fundamentais para construir outras no­»es de AL. 

Todos os tipos de tarefas s«o apresentadas a partir de aplica­«o direta das defini­»es. Como 

citam Dorier (1997), Dorier et al. (1999) o livro utiliza-se do formalismo da AL para desenvolver sua 

OMD e que segundo esses autores acaba se transformando em obst§culo no processo de ensino desta 

disciplina de curso superior. Tal formalismo deixa de lado coment§rios importantes sobre os temas 

estudados, como, por exemplo a articula­«o entre os sistemas lineares, incluindo os homog°neos com 

o estudos dos espa­os vetoriais, portanto um estudo tecnicista, com mera aplica­«o da t®cnica 

apresentada na defini­«o. 

Conforme Gasc·n (2001) os modelos teoricistas, s«o os que trazem a teoria como algo 

cristalizado, isto ®, pronto e finalizado, que n«o h§ preocupa­«o com a atividade matem§tica, e sim o 

resultado desta, que ® o que constatamos nos tipo de tarefas apresentadas na OMD do livro analisado. 

Logo, os modelos de ensino teoricistas reduzem todos os saberes matem§ticos a um conjunto finito 

de proposi­»es trivialmente verdadeiras axiomas e que podem enunciar-se utilizando, unicamente, de 

termos, perfeitamente, conhecidos (GASCčN, 2001, p.5). NA OMD isto fica claro quando os autores 

come­am a tratar de espa­os vetoriais, onde apresentam os 8 axiomas. O ensino fica reduzido a 

aplica­«o direta da defini­«o. 

Nosso MER parte do g°nero de tarefa, que ® estudar qualitativamente os sistemas lineares, 

onde o aluno de gradua­«o a partir de obras que lhes ser«o fornecida no PER poder§ manusear os 

sistemas lineares e ir construindo a partir deste saber outros saberes, portanto completamente fora do 

que prop»e os autores do livro, at® porque o objeto sistemas ® apresentado como ap°ndice e sem 

articula­«o com os temas j§ estudados como espa­os, combina­»es e base. 

 Podemos encontrar t®cnicas dadas para se enfrentar uma determinada tarefa e da² passa-se a 

resolver v§rias tarefas utilizando as mesmas t®cnicas, enquanto que outras resultam de justificativa, 

pois apresentam alguns teoremas, que poder²amos formular tipo de tarefas que fizesse o leitor chegar 

num processo de institucionaliza­«o nos teoremas e n«o colocar e criar tipo de tarefas a partir deles. 

Na obra em an§lise, constatamos articula­»es entre o estudo a de combina­»es lineares 

(tecnologia) com LD, LI, base e dimens«o podendo at® caracterizar as tarefas em um n²vel de 

complexidade crescente. A tecnologia combina­«o linear justifica as t®cnicas utilizadas para espa­o 
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gerado, LD, LI, al®m de base e a dimens«o. Postulamos estar de acordo com nosso modelo, pois 

consideramos as tarefas com combina­«o linear uma tarefa fundamental para o estudo desses objetos. 

Ainda no sentido de integra­»es de praxeologias para um fazer de complexidade crescente os autores 

n«o apresentam praxeologias matem§ticas que articulem os sistemas lineares com o estudo de 

matrizes, que epistemologicamente, j§ mostramos no trabalho de Cayley (1858) no cap²tulo que tratou 

do estudo hist·rico de matrizes.  

 Nosso modelo revelou que a partir de sistemas lineares surge a ideia de matrizes, como 

abrevia­«o desses, espa­os vetoriais, LD e LI, base e dimens«o, enfim ® a tecnologia. Os autores da 

obra em an§lise, mostram tarefas pontuais, n«o parte do estudo de sistemas lineares. A TD nos mostra 

que um objeto de ensino tem passado e futuro, e da² a necessidade de integra­»es de tarefas e t®cnicas 

entre si, onde o professor proporcione uma infraestrutura m²nima de saberes quanto a no­«o de LD, LI, 

base aos alunos, por meio da combina­«o linear, como podemos evidenciar com os tipos de tarefas T4, T5, 

T6 e T7. 

As praxeologias matem§ticas, em termos de tarefas e t®cnicas, levam os alunos ao encontro 

dos espa­os vetoriais articuladas com o estudo de sistemas lineares, num fazer de complexidade 

crescente? 

A resposta ® n«o. Evidenciamos que a OM do livro analisado n«o apresenta articula­»es e 

integra­»es de praxeologias que favore­am um fazer m²nimo racional sobre os objetos sistemas 

lineares e espa­os vetoriais, pois a tecnologia, que justifica a t®cnica apresentada ® a utiliza­«o direta 

da defini­«o de espa­os vetoriais. Podemos perceber em torno do objeto espaços vetoriais uma OMP, 

além da razão de ser para se estudar tal objeto é a aplicação dos 8 axiomas, portanto ® ensinar t®cnicas 

de resolu­«o, ¨s vezes, sem criar condi­»es favor§veis ¨ apropria­«o das tecnologias, nelas 

relacionadas e ¨ dimens«o econ¹mico did§tica. 

 Na OMD n«o se leva em conta a hist·ria e a epistemologia dos espa­os vetoriais, que 

postulamos ser importante do ponto de vista da did§tica da matem§tica, j§ que os objetos matem§ticos 

de ensino t°m uma hist·ria que pode ser contada por meio de diferentes epistemologias. Comparando 

com nosso MER, de um modo geral, procuramos (re) construir a OM em uma institui­«o docente, 

desenvolvida a partir de certa problem§tica que proporciona as raz«o de ser iniciais da OM em Ii.  

 Postulamos que os objetos matem§ticos podem ser apresentados/ensinados aos alunos 

levando-se em conta a hist·ria e a epistemologia, e por meio da did§tica tomarmos consci°ncia de um 

fen¹meno de TD, que os objetos s serem ensinados t°m uma hist·ria que pode ser contada por 

diferentes praxeologias.  

Com rela­«o as t®cnica s«o f§ceis de utilizar, sua import©ncia ® satisfat·ria, sua confiabilidade 

® aceit§vel sendo dadas suas condi­»es de emprego e percebemos que s«o suficientemente 

intelig²veis. 
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 Em nosso pontos de vista, os cinco itens elencados abaixo, caracterizam a raz«o de ser do 

objeto em estudo na institui­«o livro. Enfim, constatamos que a OM para ensinar espa­os vetoriais 

at® o estudo de dimens«o de um espa­o, levam em conta as seguintes situa­»es: 

i) Tratam os espa­os por mera aplica­«o da defini­«o, tornando-o bastante abstrato; 

ii) Definem subespa­o sem articular com os sistemas lineares; 

iii) Apresentam as combina­»es lineares por defini­«o, e em um n²vel de complexidade crescente de 

tarefas este objetos ® articulado com o subespa­o gerado, espa­o finitamente gerado, LD e LI, base e 

dimens«o. 

iv) N«o constatamos a problematiza­«o das tarefas e as situa­»es apresentadas de modo a tornar as 

tarefas intelig²veis, 

v) Os tipos de tarefas podemos considera-los muito atomizados (no sentido de pouco articulados entre 

si, associando assim cada T atcorrespondente, caracterizando uma organiza­«o tecnicista, enquanto 

poderia ir ampliando a t®cnica. 

 Os objetos de saber analisados fazem parte das recomenda­»es curriculares presente no PPC 

do curso de Licenciatura do IFPA e s«o utilizados como refer°ncia pelos professores, que ministram 

a disciplina AL.  

Estes saberes que analisamos na obra principal de ensino de AL no IFPA, segundo nosso olhar, 

apresentam tarefas pontuais, e portanto atomizadas. As condi­»es que o livro coloca, ao nosso ver, 

s«o que os sistemas lineares s«o movimentados em separado, n«o h§ tarefas que evocam o alcance da 

t®cnica, isto ®, n«o h§ articula­«o a partir de novas tarefas. Segundo o crit®rio de identifica­«o37, 

verifica-se que tais tarefas foram postas de forma clara e bem identificadas; e com rela­«o ao crit®rio 

da raz«o de ser, os tipos de tarefas aparecem apenas como aplica­«o da t®cnica a partir da defini­«o, 

pois define-se matrizes e apresentam-se as propriedades e as tarefas s«o aplica­»es destas; define-se 

base e dimens«o e as tarefas s«o aplica­»es da defini­«o. Comparando com nosso modelo as tarefas 

s«o engendradas a partir de sistemas lineares sendo articuladas ao estudo de matrizes, espa­os, base 

e dimens«o. 

 Partiremos para an§lise do texto do saber do professor que leciona a disciplina AL no IFPA, 

sendo a OMD foi preparada para o curso de matem§tica. 

 

5.3 ANÁLISE DO TEXTO DO SABER DE UM PROFESSOR I1 DA INSTITUIÇÃO IFPA 

QUE MINISTRA A DISCIPLINA AL NO CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMÁTICA  

 

Segundo Garcia e Ruiz, (2005), o sistema de ensino das matem§ticas podemos encontrar um 

                                                 
37 Cf. Almouloud (2015). 
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modelo epistemol·gico dominante impl²cito, que se imp»e aos sujeitos de uma determinada 

institui­«o e que tem uma import©ncia did§tica crucial, pois determina o que se entende por ensinar 

e aprender matem§tica em uma institui­«o. 

Para Bosh e Gasc·n (2001) os diversos componentes das praxeologias did§ticas espont©neas 

dos professores, que est«o assujeitados a uma determinada institui­«o Ii, s«o fragmentos de uma 

determinada organiza­«o institucional (por exemplo o livro did§tico), que esses autores denominaram 

de uma praxeologia ou organiza­«o did§tica de Ii. 

 Em nossa proposta de praxeologia do MER, como um m®todo de modeliza­«o, segundo a 

TAD, e como sugerem Bosh e Gasc·n (2001), levamos em conta a organiza­«o did§tica (OD) da 

institui­«o, como um sistema a ser modelizado; 

5.3.1  Aspectos introdutórios 

 

 De um modo geral o professor de ensino superior baseia-se no livros presentas no ement§rio 

da disciplina, contida no PPC do curso, onde ministra suas aulas. O professor tem a fun­«o de colocar 

a OM em a­«o, logo postulamos que o papel central do professor esta na cria­«o da OD. A OD ir§ 

exigir t®cnicas did§ticas que permitam fazer viver as tarefas demandadas pelo MER, de um 

determinado modo que permita ao aluno, sob as condi­»es a que est«o subordinados na I, quanto ¨ 

infraestrutura matem§tica e did§tica, por exemplo, de proceder o estudo dos espa­os vetoriais a partir 

das combina­»es lineares.  

 No ©mbito da TDI, considerando a ementa da disciplina AL do curso de licenciatura em 

Matem§tica do IFPA, constante no PPC do curso, materializa-se para o professor de matem§tica nos 

conte¼dos que constam dos livros did§ticos de AL. Nessa perspectiva, cabe ao professor de 

matem§tica a partir da ementa do curso, eleger, organizar e desenvolver os objetos matem§ticos da 

ementa, que consolidar§ o texto de saber.  

 O equipamento praxeol·gico do professor deve mobilizar v§rios saberes e para isto ® 

necess§rio, tais quais o conhecimento matem§tico-did§tico, proposto por Chevallard (2001, 2009), o 

qual postula ser importante para a (re) constru­«o do seu texto do saber e da aplica­«o deste em sala 

de aula. Esta OMD, ainda deve estar em conformidade com a I, que a mesma ser§ desenvolvida e que 

conforme Silva (2013) possa contribuir para que o aluno construa uma boa rela­«o com o objeto 

matem§tico de estudo.  

Conforme conversa com o professor I1, este utiliza como base dois livros did§ticos para a (re) 

constru­«o do seu texto do saber, que ® considerado por ele (I1) como sua principal referência para 

construção deste. Neste momento caracterizado pela etapa da TD, que é a TDI - saber a ensinar, o 

professor é responsável por recriar o saber, isto é, estrutura o objeto matemático a ser ensinado de 
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um modo racional, transformando o saber a ensinar em saber ensinado. Ainda é importante frisar 

que o aluno no momento da construção do texto do saber é hipotético, enquanto que a aplicação deste, 

que é o momento de interações entre o professor e o aluno, este passa a ser passa a ser real. 

O professor recorre ao livro didático, que está presente em seu plano de curso, para identificar 

os T e t que serão (re) construídas no texto do saber e aplicadas no momento do saber ensinado, ou 

seja, no momento de ação. Pensamos que não só o livro didático tem esta função, mas para um 

professor pesquisador ʊ outras obras, como artigos científicos, dissertações e teses por exemplo, 

colaborará, também, na construção deste texto, pois para Silva (2013) o livro didático orienta o 

professor na (re)construção da OMD no texto de saber, mas não determina essa (re)construção, pois 

o professor não segue de forma integral o modelo de nenhum dos livros utilizados por ele, logo, a 

(re)construção de OMD realizada pelo professor é de co-determinação. 

 

5.3.2 Análise da OMD do texto do saber do professor (I1) 

 

O professor I1 inicia seu texto do saber com o estudo de matrizes, conforme constatamos no 

material (texto do saber) fornecido por I1 aos pesquisador ʊ. apresentando esse objeto por defini­«o, 

depois as matrizes gen®ricas, opera­»es onde a raz«o de ser esta na aplica­«o direta da defini­«o, sem 

relacionar com os sistemas como propomos no MER.  

As matrizes s«o definidas como: dados dois n¼meros naturais e n«o nulos, chama-se m por n 

toda a tabela M formada por n¼meros reais formada por m linha s e n colunas. Em seguida, trata as 

representa­»es de matrizes, o estudo das matrizes gen®ricas e lei de forma­«o de uma matriz.   

Trabalha com igualdade de matrizes, matrizes gen®ricas e os tipos de matrizes (matrizes 

especiais): linha, coluna e real. Inicia, em seguida as opera­»es com matrizes: adi­«o, subtra­«o e 

multiplica­«o por um escalar e multiplica­«o entre matrizes de modo igual ao como se encontra nos 

livros did§ticos do ensino superior, apresentado, para finalizar este cap²tulo, tarefas para operar com 

matrizes. 

 Mostramos que historicamente as matrizes n«o t°m sua g°nese de tabelas, o que poder²amos 

chamar de um falso saber38, e sim este objeto nasce por causa dos sistemas lineares, conforme nos 

mostrou Cayley (1858). Portanto, matriz ® ensinada a partir de uma OMD, por meio de uma 

praxeologia espont©nea de I1 j§ que esta organiza­«o praxeol·gica ® apresentada deste jeito nos livros 

did§ticos. As opera­»es com matrizes s«o apresentadas na Figura 53, sem articula­«o com os sistemas 

lineares como propomos.  

 

                                                 
38As tarefas apresentadas pelos autores n«o esta relacionado com a g°nese do objeto matriz, por exemplo. 
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   Figura 53 - Opera­»es com matrizes. 

 

 

Fonte: I1 (2015). 

 Os determinantes s«o apresentados por defini­«o, onde sua raz«o de ser ® a aplica­«o da 

defini­«o. Este objeto matem§tico ® trabalhado de modo espont©neo, ou seja, esta praxeologia 

espont©nea tem a ver com a ideia de que, ̈ s aulas para ensinar determinantes s«o ministradas 

definindo-os, determinando sua ordem, resolvendo determinantes de ordem 2, depois de ordem 

maiores, estudo de menor complementar e cofator. Aplica-se a regra de Sarrus, Laplace, Vandermonde 

e Chi· para resolu­«o de determinantes de ordem maiores que dois e por meio das propriedades dos 

determinantes ® poss²vel resolver alguns casos de forma r§pida. 

 Os tipos de tarefas est«o postos de forma clara e bem identificados; mas as raz»es de ser dos tipos 

de tarefas ® aplicar regras e defini­»es, sem, no entanto, dar, talvez, condi­»es favor§veis ¨ 

aprendizagem do aluno, logo os tipos de tarefas considerados s«o representativos das situa­»es 

matem§ticas, mais frequentemente encontradas e se s«o pertinentes tendo em vista as necessidades 
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matem§ticas dos alunos. N«o est§ presente em nosso modelo, mas os determinantes poderias ser 

trabalhados a partir dos sistemas lineares. 

 As técnicas para enfrentar as tarefas são puras aplicações de técnicas de resolução de 

determinantes, portanto tais técnicas são esboçadas, sendo que as formas de justificação utilizadas são 

próximas das justificativas matematicamente válidas.  

 Na Figura 54 s«o apresentados os operadores elementares por I1 e uma tarefa para aplicar os 

operadores. Em nossa proposta de MER, mostramos a g°nese desses operadores, que s«o justificadas 

pelo m®todo da substitui­«o e elimina­«o. 

Figura 54ï Texto do saber apresentado operadores elementares. 

 

Fonte: I1 (2015). 

 

 No nosso MER vimos que o m®todo da elimina­«o gaussiana ® a descri­«o do m®todo da 

substitui­«o e elimina­«o, pois no sistema de equa­»es lineares quando substitu²mos e eliminamos 

inc·gnitas em outra equa­«o do sistema, obtemos os operadores lineares, ou seja, ® dado uma raz«o 

de ser para esta t®cnica do ponto de vista matem§tico.  

 Na Figura 55 s«o apresentados duas tarefas para calcular o determinante utilizando os 

operadores lineares. Trabalha-se as linhas por meio de operadores, at® que a matriz fique escalonada. 

 As t®cnicas escolhidas por I1 utilizam registros alg®bricos e linguagem matem§tica simb·lica 

para representar os operadores, enquanto que em nosso modelo propomos uma tarefa que dar§ a 

g°nese desses operadores elementares, propiciando ao aluno a busca de como surgem estas opera­»es. 

 O bloco tecnol·gico-te·rico que justifica as t®cnicas no caso os sistemas lineares, n«o aparece 
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na t®cnica (escalonamento) utilizada por I1. 

 

            Figura 55ï Tarefa para o c§lculo de determinantes.    

 

Fonte: I1 (2015). 

 

 A tarefa ® enfrentada utilizando como t®cnica utilizando os operadores elementares para deixar 

a matriz na forma escada, tornando o c§lculo do determinante, apenas o produto dos elementos da 

diagonal principal. Podemos perceber que essa pr§tica justifica esta t®cnica ® nada mais que o m®todo 

da elimina­«o e justifica­«o, conforme j§ demonstramos em nosso MER. 

 Na Figura 56 ® definido posto e nulidade de uma matriz. O posto de uma matriz Amxn 

gen®rica ® o n¼mero de linhas n«o nulas, ap·s o escalonamento, enquanto que a nulidade ® o 

n¼mero n ï p, onde n ® o n¼mero de colunas e p ® o posto. 



 

190 

 

                   Figura 56 - Posto e nulidade de uma matriz. 

 

Fonte: I1 (2015). 

  

I1 passa a trabalhar com sistemas de equa­»es lineares, ap·s apresentar a matriz na forma 

ampliada, mas sem relacionar matrizes com sistemas, como mostrou Cayley (1858), conforme mostra 

as Figuras 57 e 58. Inicia apresentando os sistemas lineares, que pode ser um sistema linear poss²vel 

e determinado, poss²vel e indeterminado e indeterminado. 

Constatamos que a t®cnica utilizada por I1 (professor autor deste texto do saber) para resolver 

sistemas lineares privilegiaram a resolu­«o destas tarefas utilizando os operadores elementares e que 

I1 poderia utilizar no processo de estudo a representa­«o geom®trica. 
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Figura 57ï Introdu­«o ao estudo da OM de sistemas lineares. 

 

    Fonte: I1 (2015). 

 

Na Figura foi apresentada pelo professor uma defini­«o de equa­»es lineares e de 

sistema linear e sua representa­«o. Apresentou um exemplo 6 x1 ï 3x2 + 4x3 = -13e uma das 

solu­»es (2, 3, -4) do sistema. 
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Figura 58 - OM de sistemas lineares. 

 

 

                                     Fonte: I1 (2015). 

 

Tr°s sistemas lineares s«o apresentados e o tipos de tarefa ® resolver o sistema, sendo dois 2 

por dois e um tr°s por tr°s, sendo este ¼ltimo ® necess§rio se discutir, ou seja, verificar se ® um sistema 

poss²vel ou imposs²vel. Pela an§lise dessa atividade, observou-se que I1 privilegia a aplica­«o direta 

do m®todo denominado por I1 como m®todo da triangulariza­«o. 

 Na Figura 59 ® apresentado uma atividade que mais tarde ser§ apresentada como a ideia de 

um espa­o gerado. O professor resolve o sistema operando-se as linhas via operadores lineares e 

determina que o sistema ® compat²vel e determinado. 
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Figura 59 - OM de sistemas lineares. 

 

Fonte: I1 (2015). 

 

 Inicia, conforme Figura 60 o estudo de espa­os vetoriais apresentando os 8 axiomas, e as 

tarefas s«o resolvidas por t®cnicas com aplica­»es diretas da defini­«o, tonando a t®cnica trivial, como 

segue: 

Propriedades da adi­«o 

A1 :  u  +  v  =  v  +  u (fechamento) 

A2 :  (u  +  v)  +  w  =  u  +  (v +  w) (associativa)   

A3 :   $ 0 nÁÍ   , "u nRÍ ,   u + 0 = u (elemento neutro) 

A4 :  "u nRÍ , $(-u) nRÍ ,  u + (-u) = 0 (elemento sim®trico) 

 

Propriedades da multiplica­«o 

M1 :   (a + b)u  =  au + bu (distributividade dos escalares) 

M2 :   a(u + v)  = au + av (distributividade com os vetores) 

M3 :   (ab)u  =  a(bu)    (associatividade escalar) 

M4 :   1u  =  u  (unidade do corpo) 
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Figura 60 - OM referente ao objeto espa­os vetoriais. 

 

Fonte: I1 (2015). 

 

Na Figura 61 os espa­os vetoriais s«o apresentados por meio do estudo de Corpos. 
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   Figura 61ï OM apresentada para o estudo de corpo. 

 

Fonte: I1 (2015). 

 £ poss²vel se notar que n«o h§ rela­«o com o objeto sistemas lineares, pois os espa­os s«o 

apresentados de independente deste objeto, isto ®, ser articular estes saberes. 

I1 inicia seu texto com o estudo de subespa­os vetoriais, conforme Figura 62. A defini­«o ® a 
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usual e as tarefas s«o aplica­»es diretas da defini­«o.  

A institucionaliza­«o do conceito estudado constituem provas pragm§ticas, caracterizadas 

pela fun­«o de verifica­«o da defini­«o, n«o sendo utilizado qualquer registro gr§fico, at® ent«o que 

auxilie na ideia de um espa­o de vetores.  

Figura 62ï OM de subespa­os vetoriais. 

 

Fonte: I1 (2015). 

 A tarefa para se determinar se ® subespa­o a raz«o de ser ® a aplica­«o da t®cnica justificada 

pelo teorema: Seja V um espa­o vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto S ® um subespa­o 

vetorial de V se: 

1. S é não vazio e (0,0) Í S 
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2. Se v,w Í S, então v + w Í S. 

3. Se kÍ K e v ÍS, então k, v Í S. 

A t®cnica enunciada por I1 de resolu­«o ® a seguinte: 

i) (0,0) Í S; v = (0,0,0) e w = (0,0,0) ent«o (0,0,0) + (0,0,0) = (0+0, 0+0, 0+0) ÍQ; 

ii)  v = (x1, y1, z1) e w = (x2, y2, z2)  

v + w = (x1, y1, z1) + (x2, y2, z2) = (x1 + x2,  y1 + y2, z1 + z2) 

 (x1 + x2) + (y1 + y2) ÍQ; 

iii)  k (x, y, z) = (kx, ky, kz)  

kx + ky = k (x + y) ÍQ. Logo ® um subespa­o vetorial.  

Figura 63 ï OM do objeto subespa­o. 

 

Fonte: I1 (2015). 

 

A t®cnica utilizada para estudar se um determinado conjunto ® um subespa­o, poderia ser 

deduzida, utilizando a motiva­«o geom®trica para isto, conforme mostramos no nosso MER, pois o 
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sistema linear divide o espa­o em dois subespa­os, que ® o n¼cleo da matriz (sistema homog°neo) e 

o outro ® o gerado pelas linhas da matriz do sistema R(At), e que s«o ortogonais entre si. Essa t®cnica 

privilegiaria o entendimento do objeto subespa­o, que ap·s o aluno compreender e assimilar 

poder²amos conduzir para um processo de generaliza­«o, conforme a defini­«o apresentada o que se 

daria de um modo menos formal e mais pr§tico. 

Na Figura 64 o conte¼do de subespa­os continua, com uma tarefa que ® (Rį, +, .) um espa­o 

vetorial com as opera­»es usuais verificar se ;

0

s

H t s e R

ë ûå õ
î îæ ö
= Íì üæ ö
î îæ ö
ç ÷í ý

, ® um subespa­o de  (Rį, +, .). 

Ap·s I1 aplicar a t®cnica para enfrentar esta tarefa, que ® aplica­«o direta da defini­«o, ent«o 

® poss²vel se provar que H ® um subespa­o de Rį. I1 ressalta que RĮ n«o ® subespa­o de Rį, mesmo 

tendo o mesmo comportamento de H. Utiliza o registro gr§fico como motivador para mostrar que RĮ 

n«o ® subespa­o do espa­o vetorial Rį. Apresenta, conforme Figura 64 uma nova tarefa, para 

determinar se L ® subespa­o de RĮ, que no caso desta tarefa n«o ® subespa­o. Na Figura 64 ® 

apresentada, tamb®m, a soma de subespa­os, com a utiliza­«o do registro geom®trico, como 

motivador. Mostramos em nosso MER a seguinte ideia, que poderia ser usado nesta aula, a partir da 

tarefa: 

Encontre 2 solu­»es do homog°neo associado ao (SH). Em seguida some estas duas solu­»es 

e substituas no mesmo SH. 

          

1 2 3

1 2 3

0

2 2 0
H

x x x
S

x x x

+ + =ë
=ì

+ + =í  

       

0 0

0 1

0 1

S t

å õ å õ
æ ö æ ö
= + -
æ ö æ ö
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 

Substituindo valores para t, tem-se: 

 

0 0 0

1; 0 1. 1 1

0 1 1

t S

å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö

= = + - = -
æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷

 e 

0 0 0

2; 0 2. 1 2

0 1 2

t S

å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö

= = + - = -
æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ 

Somando S1 + S2, temos: 

  

0 0 0

1 2 3

1 3 3

å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö
- + - = -
æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö-ç ÷ ç ÷ ç ÷     

A subtarefa pede para:  Substituir o resultado de S1 + S2, no sistema S, temos: 
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0 ( 3) ( 3) 0

0 2( 3) 2( 3) 0
HS

+ - + - =ë
=ì
+ - + - =í  

Concluimos que S1 + S2 ® solu­«o do sistema SH. Logo, o sistema linear homog°neo tem uma 

solu­«o nula, enquanto que o sistema n«o homog°neo n«o; o m¼ltiplo de uma solu­«o tamb®m ® 

solu­«o, enquanto que no n«o homog°neo n«o e a soma de duas solu­«o de duas solu­»es que para o 

homog°neo ® solu­«o para o n«o homog°neo n«o ®. £ interessante notar que as opera­»es com o 

homog°neo associado ® fechado em rela­«o a opera­«o externa, pois pegamos uma solu­«o e 

multiplicamos t que ® qualquer n¼mero real, como mostra. 

 

Figura 64 ï OM do objeto subespa­o. 

 

Fonte: I1 (2015). 
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Figura 65 - OM do objeto subespa­o. 

 

    Fonte: I1 (2015). 

 

 Nas Figura 66 ® muito bem apresentado por I1 proposi­»es para se verificar a partir da ideia 

de interse­«o e soma de subespa­os se esta interse­«o e a soma s«o subespa­os com a respectiva 

demonstra­«o. 
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         Figura 66 ï OM proposi­»es envolvendo a Æe a + de subespa­os. 

 

Fonte: I1 (2015). 

 

 O bloco tecnol·gico-te·rico que fundamenta as t®cnicas adotadas para a realiza­«o das tarefas 

apresentadas por I1, com rela­«o ao estudo de subespa­o, ® a aplica­«o da defini­«o deste objeto, 

portanto est§ no campo da AL. A no­«o de demonstra­«o ® apresentada desde a introdu­«o ao conceito 
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de subespa­o, quanto na execu­«o das tarefas, pela formaliza­«o utilizada e adequa­«o dos termos: 

seja, ent«o, logo, que s«o caracter²sticos da linguagem formal e do m®todo axiom§tico, conforme 

relata (ALMOULOUD, 2015). 

Seguindo a ementa constante do PPC do Curso de Licenciatura em Matem§tica, nas Figuras 

67,68 e 69, I1 define combina­«o linear e espa­o gerado. 

 

                        Figura 67 ï OM combina­«o linear. 

 

Fonte: I1 (2015). 

 

 I1 recorre ao registro gr§fico para melhor visualiza­«o do que seja um espa­o gerado por 

vetores, conforme utilizamos em nosso MER.  
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Figura 68 ï OM espa­o gerador. 

 

Fonte: I1 (2015).  
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             Figura 69ï OM propondo a tarefa para encontrar os vetores geradores. 

 

Fonte: I1 (2015).  

 

 Na Figura 70 inicia-se o estudo de base e dimens«o de um espa­o de vetores. Inicia com a 

defini­«o de depend°ncia linear (LD) do seguinte modo: Seja V um espa­o vetorial. Sendo L = {u1, 

u2, ...., un} e LËV ® LI Ú a1u1 + a2u2 + ...+ anun = 0. Caso contr§rio ser§ LD.  

 O bloco tecnol·gico-te·rico que fundamenta as t®cnicas adotadas para a realiza­«o das tarefas 

apresentadas por I1, com rela­«o ao estudo de espa­o gerado, ® a aplica­«o da defini­«o deste objeto, 

portanto est§ no campo da AL.  

 No MER apresentado, revelamos que dado um determinado sistema, podemos pegar o 

homog°neo, que cria o espa­o que n«o ® necessariamente o espa­o todo, pois falta a solu­«o 

particular. Se o sistema 3x3, ou seja, no Rį, mas se ele tem uma solu­«o ® representa um ponto. Mas 

se o sistema for indeterminado ele tem uma solu­«o particular e tem a solu­«o do homog°neo 

associado, que tamb®m tem solu­«o, o qual gera o espa­o. Ent«o, o espa­o gerado pelo homog°neo 

mais a solu­«o particular, que quando combinados gera todos os vetores partindo da origem.  
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Figura 70 ï OM dos objetos base e dimens«o. 

 

Fonte: I1 (2015). 

  

Inicia o estudo de base com a tarefa: verificar se um conjunto de vetores ® LI. O bloco 

tecnol·gico-te·rico que fundamenta a t®cnica adotada para o enfrentamento da tarefa ® a combina­«o 
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linear e a estudo qualitativo de sistemas lineares. O sistema ® abreviada na forma matricial e ® 

escalonada, m®todo que mostramos no MER ter sua g°nese no m®todo da elimina­«o e substitui­«o. 

A ¼ltima linha da matriz j§ na forma de escada ® nula, concluindo que o conjunto de vetores ® LD, 

al®m representar a matriz na forma de sistema verifica que o sistema ® indeterminado, portanto ® LD.  

 No MER propomos a tarefa: Dado o subespa­o 

1 1 1 3

1 , 1 , 1 ³ 3

2 1 5 3

S R e v

è øå õ å õ å õ å õ
é ùæ ö æ ö æ ö æ ö
= Í =é ùæ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ öé ù-ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ê ú

 verifique 

se v Í S? 

 Abreviando na forma de matriz 1 2 3

1 1 1 3

1 1 1 3

2 1 5 3

a a a

å õ å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö æ ö
+ + =

æ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ ö-ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

, e depois coloca-se na forma 

de sistema . 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3

3

2 5 3

a a a

a a a

a a a

+ + =ë
î
+ + =ì

î - + =í

 

Aparece a vari§vel livre 3a, e a partir desta ® poss²vel se determinar o valor das outras duas 

vari§veis, logo se 3a = 0 Ý 2a = 1 e 1a=2, ent«o: [V]B = 

2

1

0

å õ
æ ö
æ ö
æ ö
ç ÷

. Para cada valor de 3a que colocarmos 

encontramos outros valores para 2a e 1a ,  3a = -1 Ý 2a = 0 e 1a=4, ent«o: [V]B = 

4

0

1

å õ
æ ö
æ ö
æ ö-ç ÷

. Surge a 

ideia de ambiguidade, pois h§ solu­«o para o sistema, mas que n«o ® apenas uma, mas infinitas, pois 

o sistema ® poss²vel e indeterminado, portanto h§ um infinidade de combina­»es lineares. Quando 

isto acontece o sistema ® dito LD, ou seja, toda vez que o sistema provoca ambiguidade este ® LD, 

portanto uma ideia diferente da habitual apresente no texto do saber de I1. 

Logo vÍS, pois ® CL de v1, v2, v3. 

 £ apresentado no MER o porqu° escalonar o sistema e ai definir se ® LD ou LI, logo o que 

justifica este m®todo do escalonamento ® que por este m®todo se faz as combina­»es das linhas, logo 

s«o combina­»es lineares. Com isto se tivermos uma linha que seja combina­«o da outra esta ir§ se 

anular, pois anulamos os elementos das linhas de baixo de modo a tornar o sistema triangular. 

   Na Figura 71 ® apresentada por I1 por meio de registro geom®trico a ideia de LD e LI. Na 

mesma ® poss²vel se verificar a defini­«o de base de modo usual, isto ®, assim como definido no livro 

analisado. 
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Figura 71 - OM registro geom®trico da ideia de LD e LI e defini­«o de base. 

 

Fonte: I1 (2015). 

 

 A tarefa anunciada ® para verificar se S = {a,b,c,d} Í R4; a+b+c = 0 e d =0}® uma base. £ 

utilizado a t®cnica de espa­o gerador para se verificar se estes geram o espa­o o que ® mostrado e S 

® um conjunto LI (Figura 72), pois a = b = c = d = 0 que ® a solu­«o trivial do sistema. 

Ainda na Figura 72 ® demonstrado que todo o espa­o vetorial finitamente gerado admite uma 

base. O Teorema da Invari©ncia que trata que um espa­o finitamente gerado V qualquer tem o mesmo 

n¼mero de vetores ® apresentado. Em seguida define dimens«o de uma base, como sendo o n¼mero 

de vetores de uma base. 
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Figura 72 ï OM do objeto base. 

 

    Fonte: I1 (2015). 

  

Na Figura 72 ® apresentada uma base S1 e se pede para determinar sua dimens«o, onde S1 = 



 

209 

 

{(x,y,z) Í Rį/x ï 2y = 0}. 

 A t®cnica para se enfrentar esta tarefa S1 = (2y,y,z) j§ que x = 2y, ent«o S1 = y (2,1,0) + z 

(0,0,1).  

 Colocando na forma de matriz 
2 1 0

0 0 1

è ø
é ù
ê ú

 que j§ esta escalonada, logo conclui-se que ® LI. 

Logo o conjunto de vetores (2,1,0) e  (0,0,1) formam uma base de dimens«o 2.  

 Na Figura 73 ® apresentado S2 = {(x,y,z)ÍRį/ x + z = 0 e x ï 2y = 0}. 

 A solu­«o geral S2 = (x, y, z) = (x, x/2, -x) = x (1, İ, -1) ® LI. Logo, (1, İ, -1) ® uma base de 

dim S2 = 1, pois s· h§ um vetor. 

 Mostra S1 Æ S2 ®  igual a BÆ = (1, İ, -1) de dim (S1 Æ S2)= 1.  

 A soma de S1 +  S2 ® dado pela matriz 

2 1 0

0 0 1

1 1/ 2 1

è ø
é ù
é ù
é ù-ê ú

. Ao se aplicar como t®cnica o m®todo 

da elimina­«o e substitui­«o a matriz se reduz a 

2 1 0

0 0 1

0 0 0

è ø
é ù

-
é ù
é ùê ú

. Ent«o a base B desta adi­«o B+ = 

2 0

1 , 0

0 1

ë ûè ø è ø
î îé ù é ù
ì üé ù é ù
î îé ù é ù-ê ú ê úýí

 de dimens«o 2. 

Concluindo que dim (S1 +  S2) = dim S1 + dim S2 ï dim (S1 Æ S2) = 2 + 1 ï 1 = 1. 

 Esta tarefa foi apresentada para se determinar a dim de S1 e de S2, e as subtarefas para 

determinar a dim (S1 Æ S2) e por conseguinte a dim (S1 +  S2) e depois podemos observar o processo 

de institucionaliza­«o que ® o teorema da Figura 73 que ® a tecnologia.  
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               Figura 73ï OM dimens«o de um espa­o. 

 

    Fonte: I1 (2015). 

 

 A institucionaliza­«o do conceito foi bem institu²da, sendo que I1 poderia neste momento 

relatar que existe um teorema para que ele acabara de demonstrar por meio deste T. 
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 Na Figura 74 ® apresentado a OM do objeto dimens«o, com uma tarefa para se aplicar o 

teorema dim (S1 +  S2) = dim S1 + dim S2 ï dim (S1 Æ S2). 

 

Figura 74ï OM do objeto dimens«o. 

 

Fonte: I1 (2015). 

 

       I1 apresenta os vetores ortogonais por defini­«o e apresenta uma tarefa na qual utiliza o 

registro alg®brico para mostrar o produto escalar, al®m do registro geom®trico para que o aluno at® 

ent«o hipot®tico, pois I1 ainda esta no momento de prepara­«o da aula, para que o aluno possa 

visualizar a ortogonalidade entre vetores. 
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 No nosso MER mostramos a g°nese do produto escalar, e porqu° de vetores ortogonais este 

produto tem que ser nulo, j§ que na AL a ortogonalidade significa falar em produto escalar nulo, 

enquanto que do ponto de vista da Geometria ® falar em angulo de 90Ü.  

Com a subtarefa t162 que se enuncia: Resolver o sistema a seguir pelo m®todo do 

escalonamento. 

0

2 0

x y z

x y z

- + =ë
ì
+ - =í

 

t12: T®cnica do escalonamento. 

Podemos deduzir pelo exemplo que um sistema homog°neo se d§ por encontrar um vetor que 

seja ortogonal a cada linha da matriz, pois o produto escalar ® zero. 

 Resolvendo o sistema, temos: 

A = 
1 1 1 0

2 1 1 0

-å õ
æ ö

-ç ÷
L2 = L2 ï 2L1 Č  

1 1 1 0

0 3 3 0

-å õ
æ ö

-ç ÷
, voltando ao sistema: 

x y z

y z

- =-ë
ì

=í
  Logo a solu­«o x = 0, y = z e z = z, ent«o S = {(0,z,z)} ou S = {z(0,1,1)} ou S ={(0,1,1)}. 

Portanto (0,1,1) ® ortogonal aos vetores (1,-1,1) e (2,1,-1), que S. Utilizamos no modelo o registro 

figural como motiva­«o para o estudante para melhor entendimento de ortogonalidade. 

 Trabalhamos em nosso MER, tamb®m com o registro geom®trico, para que os alunos melhor 

visualizem a situa­«o. A ideia tratada no MER observar que u ® ortogonal a L1 e a L2. Diremos ent«o 

que u ® o n¼cleo da matriz ou kernel da matriz, que ® diferente do vazio. O espa­o que trabalhamos 

tem 3 componentes (x,y,z), ou seja o Rį que ® a soma de um plano com reta, logo existe um espa­o 

linha, que ® um espa­o gerado pelas linhas da matriz, que iremos representar R(At) ï gerado de A 

transposto, o qual representa no plano. Podemos dizer que o kernel da matriz A ® o conjunto de todos 

os vetores do espa­o, tal que A. u= 0. Portanto trabalhamos com uma outra OMD para ensinar a ideia 

de ortogonalidade. 

 Pela an§lise realizada, tudo indica que o texto do saber do professor I1, esta condicionada ao 

modelo dominante, com aplica­»es da defini­«o, sem que haja um processo central, segundo a TAD, 

que ® a ideia de modeliza­«o, onde os alunos ir«o construir a partir do modelo apresentado por I1 para 

a constru­«o dos saberes.  

O texto de I1 apresenta subs²dios suficientes para que leve o aluno ao encontro de tarefas que 

lhe possibilitem estudar AL, isto ®, possa compreender os saberes sistemas lineares, matrizes, 

determinantes, espa­os, combina­«o, LD e LI, base e dimens«o. No entanto percebemos que a OMD, 

proposta por I1 para o ensino desses objetos j§ mencionados, poder§ causar a memoriza­«o de 

defini­»es e desarticuladas de outros saberes, pois vimos em nosso MER a import©ncia do estudo de 
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sistemas lineares. 

Nesta proposta de MER para o ensino a partir de uma OMD de AL corresponde a um elemento 

te·rico central de uma OD hipot®tica (n«o emp²rica) de n²vel regional, pois a praxeologia ® justificada 

pelo m®todo da elimina­«o e substitui­«o (estudo qualitativo de sistemas) e o estudo de combina­«o 

linear, onde levamos em conta ¨s pr§ticas com menos formalismo. A OMD dominante de I1 

caracterizada por uma AL axiom§tica, onde n«o h§ o questionamento tecnol·gico, sendo tarefas 

pontuais, portanto r²gidas, portanto as organiza­»es aparecem atomizadas e independentes entre si.  

O modelo epistemol·gico de I1 n«o h§ quest»es abertas
39 e este coincide com o modelo do 

livro analisado, pois conforme o euclidianismo prega h§ um processo de trivializar os saberes, j§ que 

o estudo, tanto pelo livro, quanto por I1, se dar por mera aplica­«o das defini­»es apresentadas, sendo 

este o modelo epistemol·gico dominante, portanto muito perto do modelo teoricismo. Segundo 

Gasc·n (2000), quando este modelo penetra no sistema de ensino pode dar origem a tipos de modelos 

docentes, j§ que tem em comum a trivializa­«o do processo de ensino, caracterizando os modelos 

docentes cl§ssicos.  

Em nossa proposta de MER no que diz respeito ao estudo qualitativo de sistemas utilizamos 

at® tr°s t®cnicas para resolver uma mesma tarefa, proporcionando assim aos alunos qual a mais 

adequada a ser utilizada. Tarefas deste tipo n«o aparecem no texto do saber analisado, se tratando de 

uma atividade ausente no processo de ensino. 

 Ao construirmos nossa OMD de refer°ncia, entendemos que nosso milieu foi enriquecido 

mediante os aspectos epistemol·gicos/hist·ricos e a proposta de g°nero de tarefa, que ® estudar 

qualitativamente os sistemas lineares, havendo assim uma incorpora­«o da din©mica de sua 

constru­«o em Ii.  

Diferente do proposto no texto do saber de I1, podemos interpretar que o MER ® uma parte 

essencial do bloco pertencente ao logos, portanto o bloco tecnol·gico-te·rico da praxeolog²a did§tica 

escolar associada, que segundo Bosh e Gasc·n (2001), ® o discurso que pretende justificar, interpretar 

e engendrar as t®cnicas did§ticas do ensino, do nosso caso, de AL na universidade, pois h§ uma raz«o 

de ser para se ensinar AL, que ® a justificativa que permeia as t®cnicas presentes nos tipos de tarefas 

do MER, visto que a caracter²stica do programa epistemol·gico de investiga­«o em did§tica das 

matem§ticas se d§ pela constru­«o e utiliza­«o de modelos epistemol·gico-did§ticos como parte de 

entrada da an§lise did§tica.  

  

                                                 
39 Segundo Bom (2011) s«o aquelas em que os dados s«o valores conhecidos mas s«o tratados como se fossem 

desconhecidos (par©metros) e as inc·gnitas s«o objetos matem§ticos concretos (como exemplo os valores num®ricos).  
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CAPÍTULO VI  - METODOLO GIA DO PER 

 

Ministrando a disciplina no IFPA h§ v§rios anos incomod§vamos com o pr§tica de ensino de 

AL, pois v²amos que assim como aconteceu comigo, o estudo por meio da OMD acontecia por mera 

aplica­«o da defini­«o dos objetos ensinados nesta disciplina, sem compreender a raz«o de ser de 

determinados objetos e postulamos que poder²amos mudar esta perspectiva quando apresentamos a 

proposta do MER. 

 Nosso PER objetivou ensinar alguns objetos de AL, com participa­«o mais efetiva dos alunos, 

possibilitando autonomia na realiza­«o das tarefas. O professor dirige os estudos, a partir de 

questionamentos oriundos da comunidade de estudo. Os alunos manejaram conhecimentos e  

habilidades que n«o s«o poss²veis conhecer sozinhos, portanto tiveram o apoio do professor, que junto 

com eles enriqueceram o milieu (mesog°nese).  

 

6.1  ASPECTOS INTRODUTÓRIOS 

 

 Thurston (1994) preocupou-se de como as pessoas aprendem matem§tica, relatando que o 

ensino n«o pode ser autom§tico e que devemos tornar os saberes matem§ticos intelig²veis e 

ensin§veis.  

Nosso PER foi desenvolvido como metodologia de ensino de objetos da AL, que prop¹s uma 

atividade matem§tica universit§ria que retomasse as OM estudadas  no ensino m®dio. Sua OMD 

demonstrou nosso jeito de pensar as ideias sobre espa­os vetoriais a partir do objeto sistemas lineares. 

Partindo das ideias de Bon (2011) que vislumbrou um percurso de estudo de PER particular e 

Delgado (2011) que realizou uma experimenta­«o de uma pr§tica de estudo para forma­«o de 

professores, em nossa pesquisa denominamos PER adaptado, porque adaptamos em nosso entorno 

educacional e que foi utilizado como metodologia de ensino.  

Consideramos um PER adaptado, pois ocorreu em um curso de forma­«o inicial de 

Licenciatura em Matem§tica, j§ que na Fran­a ocorre no Liceu; as tarefas encaminhadas a partir do 

MER, tornando-se um modelo epistemol·gico alternativo, de certa forma prontas tiveram que ser 

encaminhadas previamente aos alunos devido ao tempo, conforme Silva, Nunes, Guerra (2016), que 

® uma restri­«o, para que os alunos movimentassem seus EP e que tiv®ssemos um documento com a 

produ­«o dos alunos que servissem para os dados da pesquisa e avalia­«o dos mesmos na disciplina, 

que ® semestral; n«o havia nenhum dispositivo did§tico institucionalizado em nosso ensino 

universit§rio de Matem§tica que fomentasse o trabalho da t®cnica, a partir da ideia de modeliza­«o 

matem§tica e que permitia aos alunos passarem da explora­«o de um tipo de tarefas matem§ticas e 

desenvolvessem novas t®cnicas, ampliando o campo de problemas, j§ que a quest«o proposta foi 
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aberta; outra caracter²stica foi a cronog°nese ® o que distinguiu tamb®m esse PER de um AER, dos 

mais facilmente identific§veis epis·dios did§ticos usuais na IE, j§ que a constitui­«o e o "trabalho" 

do milieu M s«o, em efeito, a origem de uma dilata­«o do tempo did§tico e, portanto, 

correlativamente, de uma extens«o do tempo de rel·gio, conforme (CHEVALLARD, 2009d); 

partimos de uma quest«o geratriz, que diferente dos moldes franceses, foi colocado para a turma de 

graduandos, e n«o discutido previamente com eles; buscamos um forte grau de integra­«o no fazer 

das quest»es Q derivadas de uma ¼nica quest«o geratriz Q0, j§ que em um AER
40 cada um tem a sua 

quest«o Q, que segundo Chevallard (2009d) a ideia do PER modifica o esquema do AER, j§ que em 

vez de procurar uma entidade praxeol·gica Â fixada de antem«o, uma pergunta QÂ cujo estudo sob 

certas restri­»es e sob certas condi­»es, faz o reencontro de[X, Y] com Â e com outras  obras, pelo 

menos outras poss²veis (mesmo relevantes da  disciplina ensinada);  seguindo as ideias do PER de 

(BON, 2007; BON e CASAS, 2009, e BON, PEREIRA e CASAS, 2009) caracterizado pelo problema 

did§tico matem§tico, uma institui­«o concreta, uma raz«o de ser, quest«o geratriz, uma organiza­«o 

matem§tica local relativamente completa, contrato did§tico, priorizando o car§ter funcional da 

matem§tica; sendo o percurso caracterizado como um PER finalizado.    

Nossa quest«o Q0 ® a seguinte: Qual(is) objeto(s) matem§tico(s) podem ser mobilizados para 

se estudar AL, no que diz respeito ao estudo dos espa­os vetoriais, em um curso de gradua­«o de 

professores de matem§tica?   

Considerando a quest«o como forte, isto ®, uma quest«o problem§tica, e que n«o tem uma 

resposta a priori, logo deve ser estudada, pois requer uma resposta forte no sentido de, com base na 

constru­«o de uma OMD, que se d§ por um conjunto de tipos de tarefas e t®cnica para resolver estes 

problemas e defini­»es, propriedades e teoremas, al®m de descrever e justificar o seu trabalho. 

Bon (2011) relata que a Q0 ® uma das etapa do PER se configura como uma legitimidade 

funcional41.  Uma vez eleita esta quest«o entre v§rias poss²veis esta ir§ impulsionar e provocar todo o 

processo de estudo do projeto que se deve manter viva ao longo de todo o estudo. Com a resposta a 

quest«o Q0 ser§ poss²vel construir uma outra raz«o de ser dos sistemas lineares, que ® o ponto central 

desta obra e que a partir do estudo qualitativo desse responder§ outras quest»es que este MER visa 

responder.   

                                                 
40 Chevallard (2009a) escreve que o programa do ano na Fran­a podia ser estudado por meio grandes AER, portanto esse 

conjunto de AER poderia ser chamado de Percursos de Estudo e de Investiga­«o (PER), e que podiam ser divididas em 

AER no sentido mais usual do termo: um PER aparece ent«o como um verdadeiro ñpercurso de descobertaò. Chevallard 

(2009b) exp»e que uma nova  ideia de um tal PER modifica o esquemado AER uma vez de procurar uma entidade 

praxeol·gicaÂ fixada de antem«o, uma pergunta QÂ cujo estudo-sob certas restri­»es e sob certas condi­»es ïfaz o 

reencontro de [X, Y] com Â e com outras  obras.  
41 No processo de constru­«o de uma OM se planeja com os alunos o estudo de respostas de quest»es problem§ticas 

cruciais, ricas e fecundas, al®m de um importante potencial did§tico, vinculados a atividade matem§tica como verdadeiros 

problemas de engenharia (BON, 2011, p. 8). 
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Segundo Chevallarde Artaud (2014), um professor pesquisador faz de sua sala de aula um 

local de experimenta­»es em did§tica da matem§tica, para o estudo da engenharia did§tica, por meio 

de situa­»es did§ticas criadas por ele, que consistir§, principalmente, em lidar com os problemas em 

um sentido amplo, j§ que o processo de ensino e de aprendizagem da matem§tica n«o se d§ em ensinar 

apenas ideias matem§ticas, como os conceitos matem§ticos e sim ver o ensino como uma atividade 

humana concreta, que foi desenvolvida em uma institui­«o.  

Ent«o, os pesquisadores ɝ est«o engajados em uma atividade matem§tica, portanto uma 

pesquisa em did§tica da matem§tica. A institui­«o, grupos de graduando em Licenciatura em 

Matem§tica do IFPA, denotaremos neste trabalho por X. A liga­«o de ɝ com X permite se ñbeneficiarò 

das condi­»es Cɝ, sendo que Chevallard (2009d) relata que tais condi­»es n«o podem ser enumeradas 

a priori: a sua descoberta ® progressiva e a compreens«o de seu papel na difus«o de uma determinada 

entidade praxeol·gica Â s«o os objetivos permanentes da pesquisa em did§tica, al®m de que Cɝ 

imp»em-lhe ao mesmo tempo as restri­»es Kɝ, que determinar«o ao menos em parte a atividade de ɝ.  

Os pesquisadores Bosh e Gasc·n (1994), postulam que o sentido do estudo explorat·rio de 

problemas cumpre um objetivo did§tico fundamental de familiarizar com as teorias, muito pouco ou 

quase nada presente no ensino b§sico no Brasil, com as t®cnicas utilizadas para enfrentar as tarefas 

matem§ticas e com o que chamaram de campos de problemas que se quer ensinar.     

 Nosso processo de estudo se deu em tentar responder a Q0 e de onde surgiu ao longo do PER 

diversas outras quest»es Qi que provocaram a constru­«o de uma OMR, j§ que esta responde ¨s 

quest»es problem§ticas advindas das OMP, s«o mais capazes de responder, constituindo assim a raz«o 

de ser da OMR.  

 

6.2  IDEIA  DO PER PROPOSTO POR YVES CHEVALLARD 

 

No PER idealizado pela TAD, n«o temos uma situa­«o definida a priori, e sim teremos uma 

situa­«o espont©nea, aonde iremos reagir. Devemos pensar se dado um conjunto de condi­»es qual a 

pr§tica que vive aqui, que ® poss²vel? E o pensamento inverso, problema dual, temos uma pr§tica, 

ent«o em que condi­»es essa pr§tica se torna poss²vel? Portanto, h§ uma pr§tica e n«o queremos na 

verdade discutir a pr§tica em si, mas o que faz com essa seja poss²vel de ser realizada, ou o que esta 

impedindo que essa pr§tica se realize.  

As ideias prim§rias sobre o PER surgem por meio dos Trabalhos Pessoais Orientados (TPO)42 

(daqui em diante usaremos a sigla TPE, do original em franc°s). Os TPE s«o atividades escolares 

obrigat·rias, no sistema de ensino franc°s, principalmente, nos liceus (institui­«o com ensino m®dio 

                                                 
42 Em franc°s: Travaux Personnels Encadr®s  (TPE) (CHEVALLARD; MATHERON, s. d., p. 1; FORTIN, 2004). 
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e tecnol·gico) (CHEVALLARD, 2001).  

Segundo Chevallard (2001), para se estudar a praticidade dos TPE, deve-se considerar a 

hierarquia dos n²veis de determina­«o de uma organiza­«o did§tica (sociedade  Osistema escolar  O

disciplina  Odom²nio  Osetor  Otema  Oassunto) e, principalmente, o n²vel do sistema escolar que 

cont®m o pedag·gico. Nesse pedag·gico, as condi­»es oferecidas e as restri­»es impostas no ©mbito 

do sistema escolar existente ï entenda-se isso como a infraestrutura did§tica43 desse sistema ï 

implicam no estudo de tipos de sistemas did§ticos S e de uma quest«o א  qualquer. O estudo de tipos 

de sistemas did§ticos   e de uma quest«o   qualquer, constitui a pedagogia do PER, mas antes de 

tratarmos desse dispositivo did§tico, explicitaremos de forma breve o que ® um sistema did§tico S. 

 No processo de forma­«o inicial de professores de matem§tica, o objetivo ® o ensino da (AL), 

num curso de Licenciatura em Matem§tica, do (IFPA). Nessa forma­«o a metodologia do PER foi 

adaptada. Em termos de discuss»es, trataremos aqui apenas dos elementos metodol·gicos do PER 

que conduziu esse estudo, que norteiam as pesquisas desta tese doutoral (CHEVALLARD, 2009a, 

2009b, 2009c).   

 Por fim, o PER surge monodisciplinar ou bidisciplinar, associado ao esquema herbatiano44: 

 ê  ¨. Essa ® a forma n«o desenvolvida desse esquema, que cont®m o sistema(ìM ( א ;   ;  )  )

did§tico ╢ , o milieu45 M e a resposta esperada  ¨ (CHEVALLARD, 2009a, 2009b). Na metodologia 

do PER, o esquema herbatiano ® aplicado em sua forma desenvolvida: [ (  ;   ; א ) ì 

{Ὑ 
ГȟὙГȟȣȟὙГȟὙГ  ȟὕ ȟȣȟὕ}]ê  ¨. Nessa forma, o esquema herbatiano revela a 

complexidade do milieu M = {Ὑ 
ГȟὙГȟȣȟὙГȟὙГ  ȟὕ ȟȣȟὕ}.  

Os ὙГ (ñ  contrasteò) s«o respostas prontas e legitimadas institucionalmente, na TAD, diz-se 

que elas receberam um ñseloò institucional. A an§lise das reposta ὙГ Ὑ 
ГȟὙГȟȣȟὙГȟὙГ   poder§ 

levar ¨ elabora­«o da resposta esperada  ¨ (CHEVALLARD, 2009a, 2009b). Entretanto, h§ as 

respostas R provenientes das obras O= ὕ ȟȣȟὕ }, da cultura. Da an§lise dessas obras O 

podemos ter R = ὙГ e, por conseguinte, elaborar a resposta esperada  ¨ (CHEVALLARD, 2009a). 

O sistema did§tico S2 46constitui as etapas de sala de aula, isto ®, o pr·prio PER e denotaremos 

por ╢ 2(X; Y; 2 א). Nesse sistema did§tico, X = {x2,1; x2,2; x2,3; ... ; x2,n}, s«o os alunos em forma­«o 

                                                 
43 Chevallard enfatiza, que na pedagogia AER (Activit® dËEnseignement et dË£tudde) e PER, exige-se que os professores 

revisem sua rela­«o com o saber matem§tico. Ele afirma que quando um curr²culo ® constru²do em torno de uma pedagogia 

dada, ® formada uma infraestrutura educacional, did§tica/matem§tica ou matem§tica/did§tica, que permite a 

implementa­«o desta pedagogia. Ele chama de infraestrutura did§tica as condi­»es de ensino e restri­»es que a maioria 

das organiza­»es matem§ticas explora dentro das limita­»es impostas pelo sistema [...] (ALMOULOUD; SILVA,  2012, 

39-40). 
44 Em homenagem ao filosofo alem«o Johann Friedrich Herbart. 
45 A tradu­«o de millieu ® meio em L²ngua Portuguesa, mas a compreens«o e significado de um milieu, na Did§tica da 

Matem§tica francesa, ® muito mais amplo que o significado de meio. 
46 Sistema Did§tico do PER e Q2 = Q0 (quest«o geratriz do PER). 
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inicial do curso Licenciatura em Matem§tica do IFPA; Y = {y1}, representa o professor ministrante 

da disciplina AL (diretor de estudo). A quest«o ÇÅÒÁÔÒÉÚ, desdobra-se em quest»es Q1,....., Qi. 

 O terceiro sistema did§tico auxiliar, S3(X2; Y; Q3), possibilitou aos diretores de estudo dialogar 

sobre o bloco do saber-fazer ([T, ʐ]) da TAD. A quest«o est§ assim anunciada: Q3: Como esses futuros 

professores selecionam os tipos de tarefas T para ensinar Ćlgebra Linear no Ensino Superior? (Etapa 

final do processo de forma­«o). Espera-se que o milieu M esteja estabelecido e exista a confian­a 

entre o conjunto X e Y.  

Assim, as repostas para as quest»es dos sistemas did§ticos S1(X; Y; Q1), S2(X; Y; Q2) e S3(X; 

Y; Q3), est«o sujeitas a organiza­«o de um milieu de trabalho M, reunindo o conjunto de recursos 

antigos e novos que X e Y utilizar«o. Entre esses recursos, alguns possuir«o respostas prontas para 

Q1, Q2, e Q3, que se denota por Rß (CHEVALLARD, 2008, 2009b). Da an§lise das respostas Rß (  

contraste), Y = {y1, y2} (alunos em forma­«o e diretor de estudo) poder«o obter o material para 

constru­«o da resposta R¨ (resposta ·tima).  

6.3 SESSÕES DO PER NO IFPA (ɂ) 

Postulamos, inicialmente, em um problema nosso sobre o ensino e a aprendizagem da disciplina 

AL nas IES, mas ap·s a leitura de outros trabalhos, verificamos ser um problema da profiss«o. Nossa 

proposta de ensino por meio do PER, ® verificar as condi­»es e restri­»es em que nosso modelo m²nimo 

(proposta do MER) se aplica e legitim§-lo, j§ que trazemos em nosso equipamento praxeol·gico, um novo 

modo de agir e pensar sobre o ensino de AL em uma IES, especificadamente, em um curso de Licenciatura 

em Matem§tica, e que pretendemos nos desvencilhar da proposta axiom§tica do ensino desta disciplina. 

 

6.3.1 Aspectos introdutórios do PER no IFPA (ɂ) 

    

Como temos 60horas/aula que ® o tempo institucional, para execu­«o do PER em ɂ, ent«o n«o 

iremos resolver algumas tarefas em classe, mas daremos tarefas extraclasse (extra sess«o), pois j§ de in²cio 

o tempo institucional ® uma restri­«o, pois limita nosso trabalho como pesquisador e professor. Ent«o 

trabalhamos com quest»es problem§ticas situadas na legitimidade funcional, cujas as respostas dadas 

pelos alunos e discutidas em sala para a constru­«o de R¨ permitam comprovar se as no­»es 

matem§ticas foram interiorizadas. 

Nosso contrato pedagógico feito entre X e Y ocorreu por meio de oficinas, em que cada sessão 

teve um tempo para execução de 150 min por quinta-feira, além de complementarem as atividades 

em casa, num total de 20 sessões. Os alunos foram divididos em grupos de trabalho, que atuaram 

juntos tanto em classe como extraclasse. Cada um deste grupos elegeram uma espécie de secretário 

que se pronuncia, comentando e respondendo as tarefas as quais lhes são propostas nas sessões, 
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comentando as dificuldades e o entendimentos das mesmas. O diretor de estudo Y e também 

pesquisador ɝ atua de forma a incentivar de forma ativa as atividades e guiar os debates. Ao final do 

PER cada grupo X apresentou em uma sessão (que corresponde a 150 min), um ou mais objetos 

matemáticos vistos no PER e utilizando a OMD proposta no MER, apresentaram uma oficina para a 

turma. Cada aluno entregou a Y as tarefas desenvolvidas em aula. Poderão utilizar as obras validadas 

por X e Y. 

 Neste processo de estudo combinamos trabalhos para X durante as sess»es e fora destas. O 

grupo de alunos X foram incentivados a participar apresentando os resultados das atividades de modo 

oral e escrito, que foi entregue a Y. As sess»es foram gravadas em §udio e v²deo. 

 A preocupa­«o inicial de nossa OD foi verificar a m²nima estrutura praxeol·gica necess§ria 

para se estrurar a OMD que criamos (proposta de MER); oportunizamos um primeiro encontro com 

os tipos de tarefas matem§ticas; em seguida pensamos em um momento explorat·rio com intuito da 

comunidade de estudo tenha oportunidade de construir e utilizar t®cnicas potentes; apresentando 

novos problemas para que sejam enfrentados com o aux²lio dos sistemas did§ticos auxiliares que 

continham as obras O; em nosso estudo apareceu novas quest»es matem§ticas relativas a 

interpreta­«o e justifica­«o das t®cnicas e alcance das mesmas e a rela­«o entre elas, com o objetivo 

de se construir, conforme Bon (2011) um marco tecnol·gico-te·rico; e por fim num processo de 

institucionaliza­«o X apresentaram um ou mais objetos utilizando a praxeologia do MER estudado.    

 Para Bon (2011), o REI 47 n«o funciona como uma estrutura r²gida e sim como um processo 

de estudo din©mico que se inicia a partir de uma quest«o aberta. Come­aremos com uma OMP at® 

chegarmos em uma OMR.  

 Nosso trabalho se restringe ao estudo do tema espa­os vetoriais pertencente a disciplina AL, 

que ® ministrada no 4o semestre letivo, do noturno, do curso de Licenciatura em Matem§tica na 

institui­«o IFPA, processo este ocorrido no 2o semestre de 2014 e findando no 1o semestre de 2015. 

Partimos da ideia de se trabalhar com o objeto matem§tico sistemas lineares, que ® um tema visto no 

ensino b§sico no Brasil, geralmente no segundo ano do ensino m®dio, com este nome, mas sistemas 

de equa­»es com duas ou mais vari§veis no 7Ü ano do ensino fundamental, e partindo deste objeto 

estudamos estudar os demais, em tarefas que se apresentam em n²vel de complexidade crescente. 

 Chevallard (2009) relata sobre a organização do estudo e preconiza em se dispor o trabalho 

em equipe, pois há de se ter trabalho mais atraente e bem sucedido, se dando pela formação de 

pequenos grupos de alunos, cada um dos quais recebe a carga de expor uma pergunta específica, 

apresentando ao mesmo tempo, algumas tarefas de aplicação. Nosso motivo em dividir em grupos 

                                                 
47 PER traduzido para o ensino Espanhol. 
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também se deu pela questão do tempo, pois na finalização do PER cada equipe apresentou um dos 

objetos estudados e não houve tempo se a apresentação fosse individual. 

Cabe-nos ressaltar dois pontos importantes: primeiro foi a rela­«o ד o fato que um sujeito ʊ 

na posi­«o ʍ p»e-se uma quest«o Q ï portanto, uma quest«o ñde pesquisaò; que se coloque em a­«o 

sobre ela uma dial®tica de estudo e pesquisa, onde o estudo de RГ (e outras obras) ® um meio da 

pesquisa, pelo qual visa elaborar R¨ (CHEVALLARD; ARTAUD, 2014, p. 3) e outro ponto ® que 

devemos levar em conta neste percurso de estudo ® o contrato did§tico, que rompe com o contrato 

did§tico habitual, quando se tem uma tarefa, h§ a aplica­«o com certa rigidez de uma t®cnica 

matem§tica.  

Demos como instruções aos membros de X de não utilizar matrizes com a ideia de tabelas, 

determinantes para o cálculo de sistemas, explorar as técnicas de resolução de sistemas, procurar não 

utili zar conceitos formais dos objetos estudados e sim construir via modelização os conceitos dos 

objetos estudados, sempre trabalhando com sistemas lineares, com objetivo claro que é apreensão dos 

saberes pelos alunos, onde se permite que o aluno tenha a responsabilidade de decidir, a partir das 

técnicas que são úteis para resolver uma determinada tarefa e qual a mais econômica ou a mais fiável. 

 Nossa questão geratriz Q0: Qual(is) objeto(s) matemático(s) podem ser mobilizados para se 

estudar AL, no que diz respeito ao estudo dos espaços vetoriais, em um curso de graduação de 

professores de matemática?   

Alguns elementos do milieu:  

Institui­«o (ɂ): Instituto Federal do Par§ (IFPA) turma de Licenciatura em Matem§tica do 4Ü 

semestre do noturno. Ano: 2014.  

Raz«o de ser:  

Legitimidade matem§tica: Investigamos qual as origens hist·ricas e epistemol·gicas dos 

objetos matem§ticos estudados neste PER, que est«o presentes no MER; 

 Legitimidade social: os alunos disp»e de uma biblioteca central no Campus Bel®m do IFPA, 

e computadores ligados ¨ internet para pesquisa, al®m de obras fornecidas por Y e por X tamb®m; 

Legitimidade funcional: Planeja-se com os alunos, durante o estudo, encontrar respostas a Qo. 

Legitimidade did§tica: No cap²tulo inicial desta tese, em que buscamos trabalhos relacionados 

com ensino de AL, destacamos os trabalhos de Lindner (2003), Dorier (2000), Dorier et al. (1999), 

Dorier (2002), Silva (1999), Karrer (2003, 2006, 2009), Laugwitz (1974), Carlson (1993), Uhlig 

(2015), Padredi (2003), Prado (2010), Parraguez (2009), Coimbra (2008), Wawro et al. (2011), Harel 

(1990), Sierpinska et al. (2002) e Dias (1993) que mostram que o ensino formal, por meio de axiomas, 

tem criado problemas no processo de ensino dos alunos e ent«o estes vem a crias estrat®gias de ensino, 

outros denotam os obst§culos encontrados, entre outros aspectos, demonstrando-se que h§ obst§culos 

em manipular o modelo dominante de ensino de AL.  
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 Uma primeira restrição (Kɝ), que chamamos de K1 foi uma primeira dificuldade, está no lado 

de quem dirigiu o PER, particularmente professores no caso nós (autores da tese), pois não é fácil sua 

concepção e construção, a segunda restrição é a K2, está no lado do X e Y, isto é, o lado de aqueles 

que viverão o PER, e estas restrições surgem, já que tanto X, quanto Y tem pouca familiaridade com 

esta metodologia de estudo. Para o diretor de estudo, autores desta tese, uma dificuldade, diria algo 

que se torna uma outra restrição K3 é o fato de termos encontrado poucos exemplos deste tipo de 

estudo, pois na França onde se começou a aplicar o PER no Liceu (ensino básico no Brasil), os 

professores têm cursos de formação.  

Realizamos estudos nos trabalhos de Le concept de PER et as Réception actuelle em 

mathematiques et ailleurs de Julia Marietti, orientado por Chevallard em 2009; no Simpósio ocorrido 

na Universidade de Rennes em 2008, Chevallard apresenta o trabalho intitulado Didactique de 

lôenqu°te codisciplinaire et des parcours dô®tude et de recherche, o trabalho de tese de Andrade 

(2012), o artigo Parcours dô®tude et de recherche dans lô®cole secondaire: une ®tude longitudinale 

dos autores (LHANOS et al., 2010) e no IV Congresso Internacional da TAD (2013) em Toulouse, 

que para nós foram obras que nos possibilitaram caracterizar nosso desenho metodológico com um 

PER adaptado.  

 O PER permitiu que os alunos e o professor (diretor de estudo) juntos tenham uma visão em 

conjunto sobre os temas estudados ou a um determinado conceito. Faremos isto por meio de sistemas 

de tarefas sobre um mesmo assunto, permitindo com que os alunos entrem em contato com as OMD, 

que estão na proposta de MER. As técnicas serão discutidas com os alunos, pois diferentes técnicas 

podem ser utilizadas para um mesmo tipo de tarefa e discutindo a conexão que há entre eles.    

 O percurso de nossa investigação trata em construir uma compreensão sobre o gênero de 

tarefas, que é estudar qualitativamente os sistemas lineares, no sentido da instalação e manutenção de 

um PER, para a construção de organizações praxeológicas de complexidade crescente (processo de 

modelização). O desenvolvimento do PER pressupôs, que olhemos concretamente a concepção e 

construção, implementação, observação, análise e a avaliação do PER e por fim reescrever a proposta 

de MER agora legitimada como um modelo alternativo para o curso de Licenciatura em Matemática 

do IFPA, sobre novas condições e restrições, permitindo que os alunos se tornem agentes de uma 

pedagogia da investigação.  

 Explicamos aos membros de X48, que a TAD prop»e descrever os processos de modeliza­«o, 

no sentido de reconstru­«o e articula­«o de OM de complexidade crescente, a partir de quest»es ditas 

problem§ticas que se posta em uma comunidade de estudo e que esta se prop»e a apresentar respostas, 

conforme (GARCIA e RUIZ, 2005 e BARQUERO, 2009). 

                                                 
48 Refere-se a S (X, Y, Q), que s«o os alunos do Curso de Matem§tica do IFPA. 
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 Nosso PER se imp»e como dispositivo de forma­«o de professores ¨ medida que encaminha 

a constru­«o de respostas ¨s quest»es problem§ticas da e pela comunidade de estudo e que podem ser 

traduzidas pela quest«o Qo j§ apresentada. 

 Comentamos ainda que nosso PER permitia que toda comunidade estivesse engajada em 

estudar coletivamente a quest«o geratriz, e que produz²ssemos uma resposta ·tima, ou esperada, por 

meio da resposta as demais quest»es que surgiam, rompendo com o contrato did§tico habitual. 

 

6.3.2 Sessões do PER  

 

1Û sess«o  

 O PER ocorreu em uma turma do 4Ü semestre do curso de Licenciatura em Matem§tica do 

noturno do IFPA, em um per²odo de 5 meses, pois houve recesso escolar neste per²odo, durante os 

meses de novembro de 2014 a mar­o de 2015. A classe foi dividida em 2 grupos de 4 e 2 grupo de 3 

integrantes, pois havia 14 alunos (a partir de agora Ai), sendo que a participa­«o de cada Ai nas 

sess»es foi individual, inclusive na entrega das tarefas feitas em classe e fora desta institui­«o. 

Nesta primeira sess«o foi conversado com a classe de alunos de matem§tica como se daria a 

metodologia de ensino da disciplina Ćlgebra Linear I (AL) durante as sess»es. Comentou-se sobre as 

oficinas, da import©ncia da participa­«o dos mesmos neste processo que os leva ao encontro do saber, 

e que os mesmos poderiam trazer obras para enriquecer o milieu. 

'1Q

YR : As quest»es aqui indicadas norteiam as atividades do pesquisador (diretor de estudo) 

nas etapas iniciais da metodologia do PER. Nossa proposta de MER se torna neste momento um 

entendimento m²nimo sobre as pr§ticas de se ensinar objetos da AL, coordenadas em uma OMD, que 

caracterizamos como regional. Questiono o modelo dominante, pelo mesmo ser formalista e as tarefas 

n«o se articularem, criando um obst§culo de cunho did§tico e epistemol·gico, para membros de X. 

Basicamente trabalharemos com a tecnologia estudo qualitativo de sistemas, que permeia toda nossa 

OMD sobre AL. 

 Chevallard (2009c) relata que ao se estudar, formalmente, uma quest«o Q0 gen®rica, em geral, 

® trabalhar para dar-lhe uma resposta R. Estudar um saber, mais precisamente uma entidade 

praxiol·gica Â, ® realmente estudar algumas quest»es relativas a Â, a sua estrutura e suas fun­»es, 

sua g°nese. As obras tem a inten­«o de ajudar no processo de estudo, contribuindo com a mesog°nese. 

As respostas R dadas para Q0 s«o Â.  

Iniciamos a conversa com os membros de X sobre o PER, que se configura como uma 

pedagogia de investiga­«o/questionamentos utilizada inicialmente na Fran­a no Liceu franc°s e em 

n²vel de ensino superior na Espanha.  
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H§ um sistema did§tico S (X, Y, Q0) de um modo geral, onde o X representas os grupos de 

alunos da classe, Y ® o diretor de estudo (professor da disciplina) e Q0 ® a quest«o geratriz. H§ um 

sistema S(X, Â) que ® a pr§tica matem§tica e outros sistemas S (X, Y, O), onde as obras O podem 

ser matem§ticas ou n«o e que da² surgem as respostas R, que gerar«o outras Q, at® chegarmos em S 

(X, Y, Qi) e ai em Rx, carimbando at® chegarmos em RГx, onde o objetivo de S (X, Y, Q0) Ą M Ą 

R¨, resposta ·tima validada pelo professor a partir das RГx validadas por X e Y.    

Ao final da primeira sess«o colocamos em classe a quest«o geratriz Q0? E pedimos pra que 

pesquisassem. 

Q0: Qual(is) objeto(s) matem§tico(s) podem ser mobilizados para se estudar AL, no que diz 

respeito ao estudo dos espa­os vetoriais, incluindo combina­»es lineares, LD, LI, base e dimens«o 

em um curso de gradua­«o de professores de matem§tica? 

 

2Û Sess«o 

O nosso PER se configurou, por meio sistema did§tico S2, o qual constitui as sess»es em sala 

de aula, e que denotamos por ╢ 2(X; Y; 0 א). Nesse sistema did§tico, X = {x2,1; x2,2; x2,3; ... ; x2,n}, s«o 

os alunos em forma­«o inicial do curso Licenciatura em Matem§tica do IFPA; Y = {y1}, representa o 

professor ministrante da disciplina AL (diretor de estudo). A quest«o 0 א, desdobra-se em quest»es 

 σ, ..., etc., sendo formulada durante as sess»es de estudo (aulas). Al®m disso, s«o essas א ,ρ, Q2 א

quest»es que auxiliar«o o pesquisador a formular a resposta ·tima (esperada)  ¨ de nossa tese 

doutoral, cujo sistema did§tico, denota-se por ╢ ȭ(X; Y;  ), no qual X = {x1} = doutorando, Y = {y1} 

= orientador e  π = quest«o norteadora da tese doutoral (CHEVALLARD, 2009a, 2009b). 

 Come­amos perguntando a X o que eles encontraram sobre AL que os levasse a resposta de 

Q0? Iniciamos a sess«o ouvindo algumas respostas. A resposta de A10 (que chamaremos de 10

tiR  (tarefa 

i) e 10

tiRß(por exemplo, resposta carimbada do A10 a tarefa i) ou ainda 10

QiR  (resposta a quest«o Qi, 

assim para as demais) foi de que ® o estudo dos espa­os vetoriais e que tem haver com vetores. A 

resposta R3 foi ñque a AL tem como objeto de estudo o comportamento de opera­»es definidas sobre 

conjuntos, ent«o esta disciplina trabalha com os espa­os vetoriais, sendo estes conjuntos definidos 

por opera­»es de soma e multiplica­«oò. R5 complementou a resposta de A3, dizendo que ños espa­os 

s«o estruturas alg®bricas e a ideia da abstra­«o vem, justamente, para generalizar o conceito de vetor 

no Rį, podendo ter dimens»es maiores e tais espa­os n«o s«o s· representados apenas por vetores, 

mas sim por matrizes ou fun­»esò.  

Conversamos se eles procuraram na internet ou em livros e foi poss²vel notar que nos livros 

assim como na internet, o iniciam por espa­os vetoriais. A7 manifesta sua R7 dizendo que: ñno 
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Wikip®dia a AL ® um ramo da matem§tica que surgiu do estudo detalhado de sistemas lineares sejam 

estes alg®bricos ou diferenciaisò.  

Questionamo-los sobre como estudar os sistemas lineares. A resposta de R7 ® de se estudar de 

como resolvemos eles. Ai apresentamos o momento chamado por Chevallard de momento do primeiro 

encontro, apresentando-lhes a primeira atividade contendo um sistema de tarefas, j§ que, segundo 

Andrade e Guerra (2014) as tarefas vivem nas praxeologias que atendem necessidades institucionais, 

inclusive docentes, e tal condi­«o nos leva a encaminhar as problem§ticas por n·s enfrentadas como 

da profiss«o docente, que requerem um milieu mais rico, um equipamento praxeol·gico mais amplo, 

que disponibilize outras obras e outras respostas para o seu enfrentamento.  

A medida que formos apresentando as tarefas, j§ iremos apresentar a(s) resposta(s) carimbadas 

por X e Y.  Como eram poucos alunos, a sistem§tica era que individualmente se pronunciassem ou 

que fossem ao quadro mostrar a t®cnica e por conseguinte a entrega do material, havendo uma 

discuss«o final para elegemos em conjunto, uma resposta carimbada, que denotaremos por (
i

x

t jRß ) , 

onde tij corresponde a tarefa e x resposta de um aluno. Conforme nosso modelo partiremos de uma 

tarefa em que os alunos, a partir de uma Figura 75 e com o aux²lio do Teorema de Tales, algebrizem, 

chegando a equa­«o da reta. 

T1: Determinar o valor de x, sendo x o valor da medida de um segmento (Figura 75). Momento 

do primeiro encontro. Essa tarefa nos permite faz parte do equipamento praxeol·gico inicial dos 

alunos. A tarefa pertencente ao tipos de tarefas 1 e a primeira tarefa t11: Determinar, utilizando o 

Teorema de Tales, o valor de EF = x , sabendo que AB = 5 cm, BC = y, DE = 6 cm. 

Figura 75 ï Duas retas cortadas por transversais 

 

Fonte: Autor desta tese. 

A Figura 76 expressa a 
11t

xRß .      
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Figura 76 ï Resposta dada por R6, carimbada 
11t

xRß . 

 

         Fonte: Produ­«o de A6 (2014). 

 

Observarmos nas respostas Rx, (momento do trabalho da t®cnica) para a t11 como os alunos 

estabelecem a rela­«o de proporcionalidade entre unidades de medidas dos segmentos e valores 

desconhecidos: inc·gnita, vari§vel, etc.), mas A5 questiona se n«o ter²amos que ter um valor para y 

para encontrarmos x, ent«o um conjunto de alunos A6, A7 e A15 dizem que a quest«o ® literal, que 

pode ter diversas respostas, dependendo do valor de x. A quest«o Q1 foi proposta por Y:  Porque eles 

fazem essa representa­«o resolutiva. Y diz que esse momento de trabalhar a t®cnica ® para que a 

mesma n«o se restrinja a um tipo de tarefas. 

A resposta quase un©nime foi 
11t

xRß  (resposta da tarefa t11 dada por um Ax que pertence a X) ® 

que assim que se resolve utilizando o Teorema de Tales. Ent«o discutimos em classe que quando veem 

uma figura deste tipo utilizam direto a t®cnica, que se baseia na proporcionalidade entre os segmentos. 

Q11: Podemos a partir do Teorema de Tales construir atividades de Ćlgebra ou de Geometria Anal²tica. 

Os membros de X discutiram e chegaram  ̈conclus«o que a partir desta atividade aparecem as letras. 

T12: Determinar tr°s poss²veis medidas inteiras para o segmento EF, de forma que  AB= 
Y

X
     (n«o 

esque­a que no Teorema de Tales a proporcionalidade deve ser mantida para as medidas dos 

segmentos).  

 Estamos no momento explorat·rio, pois h§ a necessidade de se buscar uma t®cnica que permita 

explorar a quest«o de partida, t11. 
12

xRß  (resposta carimbada de t12) de um modo geral foi  

 ȟίὩ ώ υ ᵼ   ᵾὼ φ, assim como fazendo y = 10, tem-se x = 12 e y = 15, ent«o x = 18. 

Pelo Teorema de Tales, a equa­«o y = 5x, possui valores que solucionam o problema proposto, mas 

n«o todos, pois n«o obedece a proporcionalidade, logo h§ restri­»es impl²citas na regra da 

proporcionalidade dos segmentos proporcionais. Alguns alunos de X fizeram, y = 5x ᵼ y = 5 Ā 1 = 5 

e quando substitu²ram em    verifica-se    ᵼρ φ, que ® uma resposta incorreta, t®cnica 

apresentada por A7, A15 e A14.  
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 Come­amos a conversar sobre a rela­«o entre esta Geometria Plana com Fun­«o. Surge na 

classe por A5 uma quest«o Q2: H§ alguma rela­«o entre a t®cnica de resolu­«o de t1 e t2 e a fun­«o 

linear, pois elas se parecem? 

 Propomos T2: Determinar a equa­«o da reta na forma y = ax + b. t21: Determinar a equa­«o da 

reta a partir da solu­«o da tarefa t1. Apresentaremos a resposta de R9 (Figura 77):  

Esta tarefa apresenta uma t®cnica que ® a mesma que se utiliza para resolver o problema envolvendo 

Tales, que ® uma t®cnica que resolve tarefas desta natureza. A compreens«o da Comunidade recaiu 

sobre esta tarefa de Tales, como uma tarefa  ̈qual poderiam promover a articula­«o e justifica­«o 

para introduzir as equa­»es lineares e depois os sistemas. 

    Figura 77 ï Resposta carimbada 
21t

xRß . 

 

    Fonte: Produ­«o de A9 (2014). 

 

t22: Determinar valores de x e de y para a equa­«o da tarefa t3, de forma que:  
AB

BC
= 
DE

EF
. 

Apresentaremos a resposta dada por A9, portanto a R9. (Figura 77). 

     Os alunos ainda desenharam o plano cartesiano, deduzindo a equa­«o da reta deste, e nas 

discuss»es em classe, discutimos da rela­«o com a t1. Membros de X poderam observar as rela­»es 

entre Tales e a equa­«o da reta, chegando a conclus«o que 
22

xRß  ocorre um processo de ñalgebriza­«o 

da Geometria antigaò.     

 A quest«o da raz«o de ser do estudo, partindo do Teorema de Tales est§ ligado a no­»es de 

raz«o e propor­«o e mostra que o alcance da t®cnica foi poss²vel se desenvolver a equa­«o da reta, 

articulando-se as tarefas. 

 Pedimos para que trouxessem na 3Û sess«o, qualquer obra que tratasse sobre Geometria 

Anal²tica, para constituir o sistema auxiliar S1(X,Y,O1).    
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3Û  Sess«o 

 

 Foi colocado no email da turma a obra O1, contribuindo com a mesog°nese, intitulada Da 

Ćlgebra Geom®trica Grega ¨ Geometria Anal²tica de Descartes de Maria Dalila Correa Pedrosa 

Ramos, Ramos (2013) por A6, al®m de outros textos menores, ent«o decidimos estudar esta obra.  

No in²cio da 3Û sess«o comecei, inicialmente, por proporcionalidade, em seguida comentamos 

sobre as curvas trabalhadas por Descartes e Fermat, al®m de explanar a eles sobre Oresme. Chegamos 

ao consenso que a Geometria Anal²tica veio ñalgebrizarò problemas da Geometria de Euclides, que 

eram resolvidos com r®gua e compasso. Momento do primeiro encontro com os sistemas lineares. 

T3: Resolver o sistema linear 

t31: Resolver o sistema linear a seguir: 
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   Figura 78ï A resposta carimbada 
31

xRß  dada por A1. 

 

Fonte: Produ­«o de A1 (2014). 

 

Apesar de serem alunos do ensino superior a tarefa t32 acabou sendo uma restri­«o Kɝ1 j§ que 

membros de X desconheciam esta pr§tica.  

t32: Resolver o sistema linear da compara­«o 
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Figura 79 - A resposta carimbada 
32

xRß  dada por A11. 

 

Fonte: Produ­«o do aluno A11 (2014). 

 

 Ap·s tornarmos as tarefas rotineiras propomos uma tarefa um pouco mais complexa. 

t33: Resolver pelo m®todo da adi­«o 
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 Durante esta sess«o, Ax
49 comentaram que no 7Ü ano do ensino fundamental este ® o m®todo mais 

utilizado, pelo sistema ser 2 por 2, pois ® um m®todo r§pido, seguro e eficaz. Apesar deste fato, n«o houve uma 

respostas carimbada nem por X e nem por Y. Os alunos de um modo geral encontraram uma solu­«o S = {(0, 

5/3, 6)}, mas esqueceram de testar nas 3 equa­»es, pois testaram s· na primeira. Quando a substitu²ram nas 

demais viram que n«o servia. As respostas dadas por A3, A7 e A9 ® que no ensino fundamental n«o se aplica 

este m®todo para um sistema 3 por 3 e no ensino m®dio j§ se resolve o sistema por determinantes, por Sarrus 

ou Laplace. Surge Q2,1: Porque se resolver por este m®todo? D§ o mesmo resultado pelos outros? 

 Ap·s o estudo da obra O1 os alunos de X exploraram a t®cnica presente neste tipo de tarefa e 

conseguiram suprir a dificuldade apresentada, pois esta se apresentava em trabalhar a equa­«o dois com a tr°s 

considerando a inc·gnita que havia sendo exclu²da, pois no momento de explorar a t®cnica houve dificuldade 

pois na a rela­«o que X tinha com este objeto era restrita a um sistema 2 por 2.  

t34: Resolver o sistema linear pelo m®todo substitui­«o e elimina­«o. 
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49 Mais de um aluno comentou a mesma quest«o e pelo §udio como foi poss²vel se identificar mais de 6 falas.  
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A t®cnica apresentada pelo aluno A11, para enfrentar a t34 (Figura 80). A raz«o de ser dessa 

tarefa ® a aplica­«o do m®todo e j§ em um sistema 3 por 3 os alunos conseguiram verificar a 

potencialidade do m®todo, isto ®, tem um longo alcance. Nesse in²cio de estudo os alunos estavam 

direcionados em responder a quest«o geratriz e tamb®m durante todo o processo, interessou-nos em 

movimentar as praxeologias j§ conhecidas pelos alunos, inicialmente com tarefas n«o problem§ticas 

e que alguma forma pudessem estar relacionadas com o trabalho de investiga­«o, estabelecendo-se o 

EP matem§tico dos alunos, que s«o os meios matem§ticos que os alunos disp»e. 

 A Comunidade assegura que as maneiras de resolu­«o, das tarefas, com sistemas lineares, lhes 

parecem ser os que se caracterizam como o estudo qualitativo de sistemas lineares, pois est«o 

presentes nas pr§ticas que vivem na escola e expressam a potencialidade de justifica­«o e articula­«o 

com as outras tarefas, parecendo transversalizar o setor da AL, ora assumindo o papel de tarefa, ora 

sendo utilizado como t®cnica, ou como tecnologia, o que para n·s, exp»e a funcionalidade dos 

elementos de uma praxeologia. 

Figura 80 - A resposta carimbada 
34t

xRß  dada por A11. 

 

Fonte: Produ­«o de A11 (2014). 
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Esta tarefa deve cumprir certas condi­»es para ser estudada em uma institui­«o docente. 

Durante este trabalho foi revelado o alcance desta t®cnica, n«o sendo portanto uma quest«o morta50, 

ou ainda centrada em si mesma, pontual, mas que articule com outros tipos de tarefas, durante este 

percurso de estudo e investiga­«o. (Momento explorat·rio). 

 Ap·s discutimos todas as respostas dos alunos, verificamos que os alunos X n«o conseguiram 

resolver, por n«o ter uma rela­«o com este objeto, a tarefa t33, logo n«o carimbamos nenhuma, pois 

ap·s conversa com os mesmos n«o havia em nenhum aluno de X infraestrutura matem§tica para 

enfrentar a tarefa.  

Apesar de termos admitido inicialmente como Cɝ1, que esta tarefa n«o traria dificuldades, esta 

acabou sendo, em resolver o m®todo da adi­«o para um sistema com 3 inc·gnitas e 3 equa­»es. Foi 

necess§rio criar um sistema did§tico auxiliar S2 (X, O2), onde pedimos para que os mesmos 

estudassem a obra O2, por meio da m²dia M®todo de Adi­«o Ordenada, que disponibilizamos na 

biblioteca do Campus para estudo de X, pois ® necess§rio haver um aprimoramento do trabalho da 

t®cnica.    

4Û sess«o 

 

Nesta sess«o foi poss²vel se discutir e chegar a reposta da t33. 

t33: Resolver pelo m®todo da adi­«o dada na sess«o anterior, para o sistema  
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A Resposta da por R5  foi a carimbada para esta tarefa (Figura 81). 

A t®cnica se deu pelo m®todo da adi­«o, muito comum para resolver sistemas lineares 2x2. 

A raz«o de ser dessa tarefa ® de que os alunos percebam que esse m®todo ® o mesmo da 

substitui­«o e elimina­«o, que consideramos a tecnologia que justifica o m®todo.  

                                                 
50 Cf. TAD. 
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Figura 81- A resposta carimbada 
33

xRß  dada por A5. 

 

Fonte: Produ­«o de A5 (2014). 

 

 Os alunos de X discutiram em classe o porqu° a dificuldade em resolver tal tarefa, pois a 

mesma se tornou problem§tica, pois ao elevarmos o sistema de 2 por 2 para um 3 por 3, os alunos 

trabalharam a primeira com a segunda equa­«o eliminando a inc·gnita x e esta mesma equa­«o foi 

trabalhada com a terceira sem a inc·gnita x, o que os fez chegar a uma resposta inadequada.  

Em conversa com os alunos em classe, verificamos que os mesmos fizeram uma interpreta­«o 

do funcionamento e da aplica­«o da t®cnica, sendo poss²vel diluir a dificuldade apresentada por eles 

na resolu­«o da tarefa em quest«o. A explora­«o do tipo de tarefa T3, e da (re) elabora­«o de uma 

t®cnica Ű relativa a t33. Para a resolu­«o da tarefa t33 houve a constitui­«o de uma t®cnica relacionada 

ao m®todo da adi­«o mais desenvolvida, para sistemas com mais de 2 inc·gnitas e mais de 2 equa­»es. 

Um momento foi dado a eles um novo sistema 2 x 2 e da² partimos para a resolu­«o da tarefa. 

Percebemos uma mudan­a da rela­«o do saber dos alunos com esse tipo de tarefa, havendo 

aprendizagem. A fala de A5 ñtrabalhamos com os n¼meros e n«o com as letrasò chegando onde 

desej§vamos que era que percebessem que trabalhamos com os coeficientes. 

 


































































































































































