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RESUMO

Esta pesquiiossssmuinéeétna-deo em €hgeéemmaa kbi mMdarci @
Licenciaturademi Matam8@8ifcapyl dade dos alunos n
Os objetos sistemas | ineares, matrizesli esprae
base e dimenhedadbéseampawti t adtovo de sistemas
se deu em tornar o FEsotnudeo/sd on anceinoonsa iasbh set rian-t«eor.n a
ut il i zanpawt rtaesorprasspondo caminhose fuecdemahbsda
abordagens. Assi m, esse tralQaé hoarespemnidet iaca
organi za-»es matem8tica e di d8ti ca asasou neindsaisno
Clgebra ueneamdeé- Qes podemos instaurar em in

organi za-»es matem8ticas e didg§ticas com car

model o epistemol -gico de refer°nci?dos oanppatrt to
estudo hist-rico epistemol - -gico em obras orig
percurso de estudo e pesquisa, que foi wutilizeéa

de Matem8ticaeg dembdmeslkis|l iechdad e o0os anos de 2

basseuna Teoria Antropol -gica do Did8tico. P
compara-«0 da nossa proposta de model o omamilsiey
e utilizamos as categorias de an8lise apoiada
saber de um professor gue ministra esta di s«
constatamos que o0 objetom mamemiprfrodi sesneméasnl
nN«o S«o0 articuladas com matri zes, espa-0s vet
uma tecnologia que justifica o estudo das dep
espa-@©@ model o epistemol -gico dominante do | i vi
defini-«o, c om atpdriecfaaBraersa ddierseetnavso |l wees mos o0 e
di d8ticos: O primeiro foi ea dcirdi8t-i«oa ddao onrogdaenl |
segundo se deu pelo percurso de estudo com
organi za-«o0o matem8tica e did8tica apresentada
est ud®adpoesr.c utr sdbo deompEsr ovou que estudar si st eme
LinedAarpartir do estudo, nossa tese se deu e

Epistemol -gico de Refear’nwoiod t sdlar ecamna Cilompegnestaon
na forma-«o de pseofemsomoee|] otepnasmwneéomol - gi co

Licenciatura em Matem8tica do Instituto Feder

PALAVRAIBSAVE Educa- «oTeMatieam8Atnitaoa.pol - §l gabda Di d
PercuEsbude eMdrPeslguiBmi.stemol -gico de Refer°n



ABSTRACT

This research deals with our concern to teact
Cour se, due to the student s’ di fficsulltiyndeanr usn
matrices, vector spaces, vector subspaces, [ i
the qualitative study of I inear systems, sinc
internationaé¢adyuadppesodalved atme subject usi ng
demonstrate the actions and functionalities o
guestWhans:characteristics do mat hematsi cianlstarnd
praxeol ogi es, ref i miemag ®BoO hademadiataidchnidn gc aorf we
higher institution to make certain mathematic
I n response, we propose an epistemological mo
from aahiepiosiemol ogical study in original wo
of a course of study and research, that was
undergraduates, lasting for 1%.mdrmtehg hleetr ed e It a
on the Anthropological Theory of Didactics. S
proposal with textbook adopted to teach the d
supporeedhearyh in addition to comparing the
who minister this Discipline in the course
mat hemati cal object |inear sydftempokomandad ha
articulated with arrays, vector spaces and su
justifies the study of I inear dependencies al
epi stemol owdi ¢ ale mekdelbook analyzed and the tea
applications in the tasks. I n order to develo
the creation of the mathematriefad r eemae dmadelt,i c
study course with 14 wundergraduate students
organi zation presented through Of the groups
proved thatr ssgywsdtydamsy ils ntema study Linear Al geb
based on a proposal for an Epistemol ogi cal M
education, with a direct I mpact oeimotleoagcihcearl tnm
the undergraduate course I n Mathematics of th

KEYWORDSEducat i onAnMafprdhleongityg adsf. Thied a e &air cHtl ugdeyb r -
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| - INTRODUCAO

Amot i veam <Jmmozsesrt a pdeescqourirsea de nossa pr8tica ¢
Clgebrantcémesnoge adudonsbt iFedeo al do . P a\redsrssétli FcPaA
const ajtummepraxeode o @ tacsolseqgams ni saturldedB| g elbirnae ar
gue ® dilei @pdasemt am semel dgauteeans coimpniinfaergt ted i v
como f rSetdea nbru&hle, ® o mai s utliilvrizqquessem§ rana
nesse .tAl ®bmaldh s s 0o aesvi diefnicd mimbasdes apresentadas
Clgebra Lineoardelceenclilatduor ac vernrs Mat em8t i c a.

A partir de nossa inser-«o0o no Grupo de Es:s
( GEDI'M) do Instituto de Educa-«o0 Matem8tica e
Par8 (UFPA) estabelecemdeoasapAnmedPPtaisicAaDet a- d
assim come-amos a relacionarnmoemndissad Epdgrbhao
Li ndhaparti,aode beredrsvaprrmoxsenosltao g ihuacsi eomsaiinso de Cl g
I(a partirprdes agbeams AQe) dadpfPaess e nt a g a s tpdea lof rrmd e s
e sem a preocupa-«0 de articul an«ercamwdeg aset
di scigsleimed se,oemat em@nsicrmadab ®®i co

Osdi scapteseéinffiacnuled adesnt e decompresnssg8eenci
aAlem decorr°ncia da abordagem est miotrament(d 98X
nossa idei a, pois em uma de suas pes@IUicamm O
aspectos formais da teoria de Espa-o0o Vetorial
compreender 0o uso deste na teoria de Espa-o0 'V
em rela-«0 aos cont &g bmead umasiiss tienmau idtel veogsu ac- o«noo
a AL perpassa.

Nossa pr8tica docentA&L®e mrrudloa-deo pams eto:l pigd

as Qquais estivemos em sujei-«0 como, a instit
as escolas de nzvel superior em que trabal hanm
0s cursos de forma-«o0o continuada em n2vel de

na nroeslsmomob$ et o,s fdaaz eArLd os sa cnodnutme@neirc aa cogni ti v

O curr2culo da referida disciplina no | FPA
criado, em 2001, cujasClingpe bress« oleisrrasdra d bzse se m d e
sistemas | inear esns feos pmea--ose sv e ti onreidaiese ber atnrdai a @
est udeaut o eeotesal ores, diagonaliza-«0, espa

AAL® uma disciplina importante na 8rea das
'Adiante trataremos desta ideia da Teoria Antropol -gica
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possibs|l ddadplica-»es em diversas Bateeaam§tdioc ac,0

gual se encontra subj acenPteer cae beueosse etnp daooss §oass
uma facilidade matengesoedessbbgatodsineeameisnar
espa-0s vetoriais, sapaspaems,askEasds ead me s

introduzidos aos estodapB.dessathadoeero®oesnsbDmo

Para subsidiar n o s s op rdoi cruerca noonsa mett wod anre stt raa
autores a partir da d®cada de 80 do s®cul o XX,
por JeanelLDouabldo®ikkhgdo gr uhioeardlgebra €urricutlim Stddyg Group
(LACSG)nos de&st &ni dos. Na Fran-a o ensino desta
d®cada de 60 no s®cul o XX, Cc 0@Ge o noesterei taiom Mlaw 7 @ ¢
acess?vel aestesesdantkbkbceees-taddtcuarasgaa-s@snpadfir d a
um ensino formalista carregado de novas def.
domi nam.

Dei xamdor mam ipowc ¢ derledeat pondowetriitoudi onal
procpepestudaemodeva sim per esspmeawdy almadsi fi cu
compreender 0 seu®®ugaendei aclhmesopada Mt mamar
d éDorier, Robert, Robinet e Rogals&obre dstaculo do formalismo da Ateforcam nossa &la
gue o formalismo é um obstaculo ao ensino da AL para sucessivas geracdes de estudantes.

Portanto, devemos pensar em que condi-»es ¢
em Matem8tica no | FPA as praxeolllogilaass enead &@an8d
constitu2das em PER de professores em forma- «

Nesse sendo dtogmpmE&tanas e obras da hostasa
| FPAomo objeto de estuda¢o udagpammmbur cmale hd itcuot & m
(TADquer pmeiGBED UM, onde dwexgodisse ue,s dpwsHaemem ahoj
repensar nossosmieppaasedobogahber e em

Nossa tedsacbuombasrpar oposta de um dMoRBRet @mraEmc isdee
ensiAhar vol tada paocwa ejeasstntmbib@samgdgdestcemm?2ve
provedlermset odol ogi as croenf @ rnegpmatce oaa i gredionm,a f o1
torna@adom model o epi stemol - gicemcalatt emBa teionaddp
| FPA.

A partir dissomorneadaapesdiviestayrui®z ecsar act er
apresentam as organiza-»es matem8tica e dids§
referentedflaoqledisdmens dpeodemos i nstaurar em i ns
certas organiza-»es matem8ticas e did8ticas ¢

Abor daroentCoasp ?at udeas el lepi st esmal - ghdmosgamfb@me hs
15



gue nNnos oriesnhbasamée asasmemgAL no Brasil € no mu

de dispositivos did8ticos, eaohpreoadiaeaggmeda

No Cap?2tulo |11 partimos de uma aborsdaa@em
guai s nos ajudam a (re) construir tarefas, e 1
portanto uma proposta de Model o Epi stemol - g

organi za-«o0 did8tbcgumat emdsidaegaeObPpsremod upa
al guma coisa, iIisto ®,  caso queiramos compreen
No Cap?tMERRel VnOcia com sistemassltiese &anvec,
objetos matem8ticos da AL eseaviat Paeaparosi v
organi za-»es matem8ticas (OMD) preésceneéxtsosnodo
de um prof esdest ami chir Bpiopalmorgaer cur so de Estudo
em unua ma de grcaednucai-a<tou ream eLhin Mat e mg§obi €leFdpdhoal d
No Capv tfuillzoemos a ans8lise de dpasdergassa
compreens«o prhiHpRsta gmalnopedemos comprovar
referente aonaensnhisnto tdie - Ab | FPA se d§8 por ap
matem8ticos e resolver tarefas a partir dessa
No CaptaxdoutVeemocsurBsoRrude ec®msqligs as uddoe « 0

curso de Licenciatu,;oa qgauaml Motceom§g teiuc anodd niIsERA ut

5 meses, ent.ODep2obtdr €0 2045 organi zado a part
est8vamos em busca de uma resposta -tima para
pelteescneséosgudo qualitati veo cdoonsb i :ias pcamidsienndadanase st

gue®t ger ayturei lesencadeou outros 25 questi oname
AL.

NoCap? tlmlpa elent amos noss,asgem@asatheem- ©e668SH
pesquisas correlatas, a parte hist-rica epist

do saber do professore e ea sdpiec@mivcaas dooa r RRE ,0 vaols

1.1PROBLEMATICA E JUSTIF ICATIVA

Em 1908 em Roma na I|I¢@gpamammamedi8sc ctoisr s@ ¢
e para isto formaram uma Comi ss«o0 I nternacio
mat em8ticos Felix Klein, Geopmgep&r eemai t éf @er H
de matem8tica, sendo que no Brassk de malt amlmét

projeto de reforomag umdras doodeameszi «niad do professor

16



secund8rio, metadomboogi ai 1@- easdoocerr2cul o.

A matem8tica ocupara um |l ugar de destaque
sobretudo da soci &dandgel ahtdeararodd, seanaandBe t dJehd sd 0 s
aCl geGooa s i d edroasé amoasiss diaanst poosd undesevadosverter
OoPr oblneamaesm&tme gwasabg®br i cparso cdemnb quenb rdiamaat- exm8t i c ¢
cl 8 stsarcreammadiros gopoesea@a lsatr at a F( BREUMIL WRJ1M,9 2) .

Comt®r mi nGuedard |l Mun8iiat osariqdi@mmc onti nent e
encontraram nos estados do sudeste brasileirdc
desenvol ver seus trabal hos e que contre bu?r
pesqui sadoNas d®Pc aBerad®@icddme-sXe&Xua ensinar a di s
Moderna peAsoclieamisgeBserap-s estudpasemu Rdamae ec
Osc

n

Mo

ar £Zasi m#EAVFRCULSPemM um cur so deddioaxpeelnos «pr, o faeusx
teiro.

O professor Zarei s1kQi4 5f iac d® 46 WPWDIRt mnbhos tumaad
para profmessotesdueeo sg ome @mifa qdnesi Glade@d asi dA
|l evando os Bltanda.P®lsdelnca@m mente, no per2odo d
Jean F. A. -1D%6d 8)a,r ttea nfbl®n®,3 at uou na Facul dade d
da USPnolbeasodi sci pdomiasa dad,EBipltardials Wibd p@s$ adD s
e Teoria a@&a Hli pteegrapos ( €ACAIlglehIr,a Al A)i.e

No in2cio do ano de 1950, a estrutura curr
praticamente a mesma, desde a ref orsmacudes 0E94
Matem8tica no Brasil.ddNocemdande®, gmnaad ude s«ae ipd &

Clgebra passojunat same mted®s d maduap,ear i or e cont e %d
Topol ogia passaram a com@ewrsteae rdadai@oa ddhe 6An 8 lai
reformul a-«o curricul aradios cciuprlsiarad eCrhigaeibtetag tiid @
nd°andLdo curso de graf€asaka)i g6 @agagimmflcuwerncic
francesa.

Caval ari (2012) EkbtatGomizéddd8)pp2Bgsscsrmador a
brasileira, afirma que nos primeiros anos do
os italianos, gue f oram de opreeamen Aloigs @ [Ed szsad € a8
rel atatpreumel euAbeo zaifnilramaava bfeéer at €l gebr ai Ada mai
foi com a vinda de Zariski, Weil e Dieudonn®
come-ou a se t&rpaPaobophecida em

Seguhrdaolt:p 0d@)®cdéd @8 o s ®coaMoov iXnkg Mabe mBIodeana

obj ewinvdutcrad s nopbousn d a me amta & ie N8 6 C cabtarragd®st r odlau - « 0
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el e meunntiofsi ccacddmeoTe ® db&onj unatdst reudlugr@bsa Ckcgesbr a s
dest ®eoas d &b g erbercacubnma i roirg@a s S uumiauc e n tpu @da WwCPan « o0
osaspektgesstor ud aigoanitsee/adporse cd @ « mguagem, pamrtard
pragmnmn$tpdr as oplrtvdee ma s .

Oprocesso de transposi-«o0 did8tica interna
as pr-prias pr8ticas com matem8ticas de um d
institui-«o0o, se cdng¢®@de ofioo renma -u«ro dp esspsocsa It irveol a't

A problem8tica que evidenciamos no ensino
ao tratamento ddqdR*de mf cecsassmmdodiossci pAiimmdbuse af - atl
comprekanderxo dde sserestudar taide ofbg remapii sI@ Itsaedn
resolvempasesp semm cpsnpr eendempdet ©aparasgsdiaubdtoa. s

Desde que Adpasscupadi nategrar o curr?2culo d
cosnt atadas v8rias dificul dadeeosnf ma e @i4riHdDit8z ange
Celestinodegaoobe)Enutnroecssa pr8§tica como profes

evidenciamos esta problem8tica e Tabt omohdDsg ameo:t

permitiu vislumbrar a possibilidade de trabal
Refer°ncia (MER), par @Lsearetnisciunlaard oa | cgounm sa | ogbuj nes
b8sico, |8 que estas@dimairgliicud a® «@apr®sne mtud d & S
mat em8ticos j 8 vistos no ensino b8sico.

Ar a¥:20,p&)s qwimeni versi dades particul ares e
verifiodasemmpashdi culacdhadescabdags i menwwaebi f erent e
§redaasonhecdd@esinperrconc| diEms$ ieBEs | c @ m r QS giier a
constatoomaipadeast udaptesbnat desempgqubéodgveasde
desconhe¢ oidad gteell ear des i diof i cdidp d aLeigatba rmtpmo? v e |
concequamtbosoncodreertopri edaedadgefismgiasane - gat ®as,
dificalddadasst neRtniadaegsasprmtopr icapirnide sliadcpedea- »es.

Celestino (2000) r emelnisziengr eemd d g Mc sdldasob
90 const anawnrdiovegueibdbdema UWUrirsi dade Estadual
(UNI CAM&®UN I v erks tdaRtieal(USE P eand rcki sci pbi DaseC&hc
| nt e@a ameAtnraila@ t i ¢ aAleadVestcadrghllaalp aee s @inntdad &€ er epr ov a -
em torno deqddmanndiofd cud da deepr eendd e sdggasmi pl i n
O a wtomrcd ues dificuldades dos alunos éh vem sendo detectado a tempos por meio dos
resultados obtidos pelos estudantes em suas avaliacoes.

Nos Estados Unidos as investigagcdes sobre o ensino e aprendizafjeraedderam a partir

da criagao ddiinear Algebra Curgulum Study GrougLACSG)em 1990. Na Franca, as pesquisas
18



sobre didatica dAL comecaram a aparecer também a partir de 1990, a tese de Jean Luc Dorier sobre
0 assunto é no inicio da década de 1990, enquanto que no Brasil, pesquisas sobre 0 ensino €
aprendzagem daAL, sdo muito recentes, mas tpie s q U ins @seeapu a da@e squi s as
i nternacionai s
Apesqepbkmsi no e adpffLemid zaddeéne mMBmPR sailper i or ,
t °tm dmat erc-rec pepnarktogse squi Sedgoba@mwi. erp i AP)9 3,
£f agoaCl gelbirneansumpaitmporrnmanemétdie mu@co
ensima@adédcal i v ersse mddokdo,auomd i scif phhidampeogat as e
t odoossat e m&p oncuoist D 8 n § uautt a 9 cioznhoenr r a Ale @M sasso

di ficulodsatedeantt gelbirnapar e c einmp otr«eoain$ %®einst o
emn8( cRebeRdbi(nNedt8Mogal 539 06() DORI.IEORP3L 9 3) .

AALtem muitas aplica-»es se mostrando mui
probl emas, mas assim como O0S outros campos da
de ensino e aprendi za®em{ gt es8psagarcaahi daensegse s q u
AlLvetespeumamtder esse@mrtse ui e md adr§& d mt&g a o0 © amoo
exterior. MSessumanatmnlthrddmyieadag i d&ta ccrat k&t o
et a mba®ng udmafsi c elnd @ oh p € bedsd su dhaens§sieas a .

Nesta tese enfocamos praxeologias instituc
Alpresentes no curr2culo do curso de Licenci at
em um MER que poosdcel ¢ eemtad r- rga rc oa Idteenrgneakteipvoos s i & i
analisar aisnpriaxeol ogaias evi deauaiead @as demsamel

Nessa perspectisgle e mimedlansermosdi d® i ensanot
ALno | FPA, poi srsedqumd®ae , Mens #sdYumsapedv iav es adrma r umm

institui-«o particular ® necess &rao leifertasardia
constituem uma realiza-«padbeéemval assbjetiva

O livro di es&t icooam®lt € giatsi ma € i a@®i su mv ai |l mpdoardt aasn t
utilizado pel os pr otfeexstsoo r,deo® wpasbecprae | ghhama o« o ¢

pl ano doetanta delseaempenha um papel diem@éncia na atividade do professor do ensino
superior, pois o professor é responsavel por recrsaber isto €, em fazer o que Yves Chevallard
chama detransposicao didatica intern&TDI), quando adéqua um determinado conteldo para

estruturar suaaulas, ou seja, realiza a transformacao do saber a ensinar em saber ensinado, na sala

de aula.

Justificamos a an8lise de |ivros did8ticos
estado atual em que mepermitincocarderizar indicios decamo se ddél a A
2Da a ideia de um model o, mas na realidade ® um ter mo ¢
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0 ensino que esta sendo desenvolvido em uma instituicdo, referente a um detesabieado
A partir da problem8tica anunciada buscamo:
um | i vreo tteextoo dtoe rsnaobsearnrdt i eml|l a- «x0o e n2vel de ¢

per spectriivaa Ada rToepoo| -TAIbca do di d8ti co (

Nos inserimés nbmsuma qibey asfTgPet ®atda, tent ar
vant aj osamemthd sa -g°imceas e o agabesrerdesnisg mado.p Se
(1991), tendo em conta as realiza-»es atuai s,
como um resumo mel horado, deixando de | ado os

ri queza de dadesfeerovwon o snesmtas vezes esqueci dos ¢

As quest»es norteadoras que nos ajlyda&x am

caracter2sticas apresentam as organiza-»es m
i nstointau &1, referentes ao2)n®i aondie- »Cd sgepa che nha s
institui-«o0o superior para fazer viver <certas
espec2ficas?

Assim tembhg eacloanmoraarpruonpostMaddbeo ubipi st e mol

Refer°ncia sobr ¢ aquCl gneobsr as ilrivnae adep aernat eannda | niesna

praxeol ogias i nstiutnm cliiowmraoesdipd Stsiecnad e ss &ber i n
desenwar&vMweDf | malpartirn -heess econmrdkstri -»epagaessul
desenvoluvmadd uema da | icenciatura em matem8tic

A fim de alcancarmos o0s objetivos apresentados nesta pesquisa, adotamos 0s seguintes
procedimentos metodoldgicos:

d Revisdo bibliografica examinandas obras mais difundidas na area sobre o tema estudado;

d Estudo aAbmeccpt ichuerusloo ddeo Li cencilaRPUAr,a aesns i
como do texum pmreogfuembeaas ddeiasci pl i na nessa irn

d AnS8lhiisset-epii £ooemol - gica de alguns el ementos
mostrar como articular objetos do ensino b
Assudm rreferencial te-rico gqueo chindoBAddlecnad e(

d (RE€EPpnstrauipraoypmeMouwdne | o Epi stefmeod > mgdé¢icd AMER)
de al gumladse nAd-,»epsara confrontar com -okSO MO C
(l'ivros e textog;de saber do professor

U Desenvol ver um PercuAcaptil@dEdst odmdal #radqua

em mat em8t,i cmardo Ma&FIPIAdar o MER como al tern

SNos referiremos a no-»es de AL, aos objetos mat em8ti cc
di mens«o.
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CAPITULO Il i BASES EPISTEMOLOGICAS DA PESQUISA

Neste cap?2t wleos qeun fscacsa ircla vemadm 2déarsct agos, obr as,
teseo®h bases nestas pesquisas tomamos conheci
aprendi AbNesnt e€lasent iedno paaltacpmegui saatreans88riea
a qual enf ocampd@et,se redne neasdpoesc i a | nrao sk r Easnt- aad o sn au
M®x iec Br adialr,«xogwasporte propssiat pedgumapeal o
sobre estes t-picos possibilita ao pesquisado
pesigsas e, ma i strep aurmt ipcaunl parrameansts@ de ensi no d
superi ores.

Di scorr ertermeobsa Ishodbsr eci ent 2 fi cos que adotar al
ensi no e aporbe nediAdzsa peammt d el evant arbemnrtda gewisst earoqin:
epi st egalntgiocpao | tgiabad hade que oportunizaram
praxeol -gicas did8ticas e matem8ti chet ererhion gpd
t e o ¢ 0 maplicacdo dpropostadidatica Pr et endemotsamemt @ shhiebll ie@@m
sustenta-«o te-rica, bem como justificar a re

Agrupamos os trabal hos em categorias nossa
cada pesqui sd,i spassticom®Pedi gchosgens;asiiGbasd §cul os

di ficuldades de aprendi zagem.

2.1 ALGUMAS INVESTIGACOES EM MATEMATICA EDUCATIVA QUE FAZEM
REFERENCIA A ALGEBRA LINEAR (AL)

As investiga-»es que comp»em esta categor.
ensd@oAL propostas por matem8ticos no Brasil

2.1.1Dispositivos didaticos

O artigo de Lindner (CABSugpprtecpMulipgleiRepaeseantatione m o
in Elementary Linear Algebra’he Case of the Gaussian Algorithma s em eat i vi dades
al gorit-hor @Ganmspara a solu-«o0o de si stdadmnsg ockea tec
di dg8ti co, gue basmboentceonsdeiitaOifée Sdmrz agam Al g®|
Computacional , f @iuei nelsw?ed of (08 acmeintaa sd de mat e

(Symbolic MNMatddTTABlI box
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http://pt.wikipedia.org/wiki/MATLAB

O autor supr asciet axdbo ucmn ceelnetmeonut ar de matri

aspectos matem8ticos e de programa- «o0, aonde
opera-»es e conceitos de inform8tfiaoa; »e® mondse
evolu2ram de um modo i nformal, evitando probl

Otrabtadvhed como foco as etapas cruciais do
t ®cnicos espec?2ficos do proa@ranlaa, ntagnretm8ndo ar «
mantendo as considera-»es para o0os alunos de f
exist°®ncia puramente matem8ticas, como por €
constru-»es algor2tmicas.

NaFr ammsaua pesDdarliesvaan ¢,a sl ereert al2u0cOpib)s ciwén@ U m
i mportante recurso Ppados segui nt eozg goar sopf eecsesoosri nad
di scurso associado a atividades pode gerar re
um probl ema, as informa-»es constitutivas do
jogo de quadrodr(abg®mmuim®s, cgeom®c. ) como un
reorgani ze par a resol ver oS probl emas, 0 p
guestionamenéabavgmeaigtevdios,deaa passagem do ant i
mef aqueiauxilalamo quando a mudarkE-sd ade dpdmt de
metant &l aci onado com 0 metNhalAlRlad¢ci madnh it o amamtdeom &

di spositgue diodhPpveco milieu ( measo)e tcaorneof aos udsi
nzvel de complexidade crescente.

Assim como no Brasil, ebopies g u easparaesnodb (z&9%89m
ensino da AL nas universidades francesas, que

dentorso Yd ti mos tri-steaaanasp ROPOrt Arudnh tde@p rog s

conte%dos matem8ticos no primeiro ano de toda

Segundo a mpiesiqai samsa defini-«vetaxiioam8tecacid
di agonali za-«0 de operadores | ineares, com t a
operadores |l ineares.

Utilizandal av ankgaasDode er et al . (1999) pos

enfrent asa® mopuoatii safma s,er resol-voi dempé@maééesxivaha

possibilidades de generaliza-«0 ou unifica-«o

‘“fime dchi z respeito ao conhecimento que o sujeito tem sob
caso iecpecéem a ver com a reflex«o que el e f &z aevos mcoar no
refere ao recurso ou estrat®gia de ensino que quando b
fal avant@R|l ER,Os2 0febopest a podem fazer os amanhesm8tetbset ide ¢
Linear, gue est«o sendcacurstosdados. nPar ma-e’les osnhcer ne
conhecmameamdti co, isto ®, siezus- «m®t o droa it @asn ingahacme eetmo |
classifica-«o0 de pirodhteimhiscpaca dasotl ®emni eaxwa e ferr ame
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ompreemdes erros das aalsdnoce wtpiilsit ZRodemgdi°®cnac i

i near. Os mesmos uwtoinlcil zue rrfaome myaulsei ssneo ,d etveen d o qu
om 0s CORpe®Vvmestad®s alunos e que oornNdsees en v (
ssenci al para a constmou-e«emda@aacdarecaiat od ucad i dl
ma abordagem fmeni ma®d,eu maa rceofnadsi - « 0 necess8ria
rofunda natureza epistemol -gica da teoria do

Segundo Dorier (2002), tcroancciesc@tomaa | enetnu é¢o of
spa-0s vetoriais ou uma aborHeagedl canmlad 2d e c ms

® O d T u”

|l i se da epistemol -gica da hist-ria da AL
stemol - gi ca mnothasmee nvt8ov ed ass ntoareenffase pel os al ur
Com a axiomatiza-«o0o da AL, houve uma recon
bl ema | inear, utilizando os conceitos e fe
o, pensamossejumuiat oAlLa btsotrrnaotuac ot seégm @avri taimeuwnlt
udados pelos alunos e dificultando a compr
Dorier (2002) concl ui gue um conheci mento
icul dades cognitivas gpueo feesstseos etsr aszee mi,o ranla®
envolver um ensinonmai deruma e€ommasrégpdanai
xi bilidade.

Em nos°smacivai vno ensino de AL no | FPA, per c
abeloaxc eomsr essab®a e ML boa partecadreceaietpasode - p0OO
esentados @eeadapki panfesmocesmpreender a razc«
AAnmorbe (2007, p 10raune @pe s¢gleamdl o gdteraal van o
Uu-«0 correta para um problema, si mpl esment
essariamente por ter entendido a sua neces
Por s8al(UM®B863%enwvame gqiuntsialhl e 6 a ac olncon edseo

ser piada@o mp utcaolxaos a8 nt r eanalisetdalisros didaticos e acompanhamento

de um grupo formado por alunos do curso de Computacao, o coordenador do curso de computacéo e

um grupo de pesquisA.au t acroan cq wetnus iIAh@a p@u rds€do mp u t paa r«tai,en d o

umr ef ermmatce m§Rpirood, epm@nteqae® t arefas n«o se arti

present esdenmompauutearnocO® NS eOFEU ‘ensctined@indnees e s £imd ad e

compr ecesnadrecentvobivndes esss apwdpbaa dteeS8 | cul o.

Assi mSddma c(oln9sSt9atga mdfseMA)mMe no s e men dgcaunstseo ac

5 Chevallard apresenta uma diferenciacdo entre conhecimento e saber, utilizando nartealos gaus escritos, o
termo saber. Este seria mais amplo e abstrato que o conhecimento, uma organizacéo coerente deste Ultimo.
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de Engenharia de Automa-«o e F2sica, osogquai ¢

Mat em8ti ca estu.daferac elessrbeep bdppet AL ® ensi nado

se atentar que as feeuresndse st °cno no kejsdtai wdlassci pl i na
Sobre o tema gmo0ogPu3es tf«wwa,0 uK d&ms dellid & eapt eadrgedh vVa
"$ransf drinmacanesdsis vdriods§,igiuemal | kcaRe gi d i Re@s esent a-

Semi tRRSA)) as tarefas propostas greman®ltirvrcoss, exq

nestdater ansf dri madaerieedsssmurt i | ie zmawlistsar aehaki sados.
Em sua tese defendAdai em 2006 e n tiGredointelu drei loha
Um estudo sobre as transforma-»es | ineares na
a autora toma como base a Teoria RRS para inyv
de gradua-«0 no curso de Computa-«o0 € 0 I mpact

matem8tico transforma-»esde¢igeanes vi dapgesqusiod
matem8tico estudado, explorando @Ge cmeltymiCand @ ad

Na perspectiva de an8teeei deRRBuapemauwapaasng a
forte valori zmb«baldgp®&br rriecgd s rmosm®&rii co, al ®m d ¢
representa-»es gr8§ficas, bem como das dcamwer s
a pesguwissacgnatros mais requisitados paraoa c

o simmatrcoi al teabaulmum®roi qaue revel ou uma di sc

nos | ivros did8ticos de AL, pois s«0 pouco ex
Gr 8§fica, revel ando progsessadsasdacsoondujeesode
transforma-»es | ineares e de especificidades

Apesqui sadora aplpacaluumons qdie s u aatr8ouil banrsetsi t
EnsimnmperSi st ado He S«o Pawuloo.c oMecsl suel ui ngsuter uonse a
pouca familidawviedades ¢e@mpras edntfa -c»e sd,a daep rneos eerstt &
convers»es e uma constante associa-«0 do obj e
com sua r eaprge®sbernitcaa-, «xo0sendo que na maioria das

natural odeoenmpn,b, e or ®m, s,e gdien dfoo ramag ecsarus isdaeadroa dae

narrativas confusas ou incompl etas.

Conawluie as <condi - »esandeen tlei nne«aor i, fdaard &8rmp ada ttsat
defici°nci@ascancageistpeide® fdun- «o, tais como a ¢
primeiro grau e a identifacauaor @dpr & suenn t«a- «uor

A Matem8tica, em particahmach etr@pdnahap coihme s @m t derteenrt i n
mat &tm c o, 0 Sujesuad reprecsramioanradai.daAdde da atividade mat
simult®©nea de ao menos dois registros de representa-«o
de registrodqdeVAdpr POBt,a-p. 14
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i nterferiaoade ac garetsand ut-a«r ef a s, al ®m dos estudan
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magem gr 8fica poss?vel por meio de wuma t
nvolvidas com base na percep-«0, »88meat ece¢
stros.

nf eri momsalqgiusearaoa aorgani za-«o0 did8§8tica e me
em cheque tais organiza-»es presentes ne
m8ti cos presentes sneci enemas biEséeapones,com

cul a-»es poss?2veis com conte¥%do do ensino

Karreraf2l0®0 uo obr asLAd iach&8tliicsees fdbe espec?f

(0]

e

e

n S u <

e

mp

| vemscaecmowerggs8d i co devi dNe sisrav e ataimpa-s«qa e 5 pt
rvou que o0s registros grs8fico e tabular s
ares e as obras que maermind reapnf eede nyteem d e
nvol vi ment o do conte¥Ydenteseadmwmo i mecucrsos

| ement ar es.

Laugwi (19749 aduMoitgioveaur «o e ,Clmelbesad da theesaer

re
pe

es

hasl vendoAh, dgesei devea ser wutilizados <co
rior, taisserqueo nmasdtaesss adepvaermt i r dae vdevVvemni ae

S?2 vssilsa dmadrea a

No tr apead qwr ®hddoa que quasagtti eadess des AlLi Mk O S

—+

ge
o
0

r

cul adasGeemmedaombsamua«o (t®cnica), at ® me
nheiros para estudantes de engenharaizee ne ¢
da mesma or gaxmimeRdsew@os el emgéapsasent am as

ia envolvendo espa-o0s vetoriais e no fina

Asnoti vpamaso ermzivreae xiiegrdALmatem®oi castudo d

S
co

tu

a adi - «aodeavatl erleogr(armogr &@ prodaoatadeiinnt ey,
nceditxaddgerema i ntrodu-«o0o muito Yt il par a

itivamente | evado a multiplicar matarriese se,

i miza-«0 | inear:; outra motiva-«o se d§8 nas ¢

enviadas a par tdaprardce smatdreicsd dd d acadivipir ®a- <«

matrizes onde steo uvatlarzeas ;:aumaeot rviad eos eess teo caldus

Coadunampesqgoimaadiii ©,24) al wditresqudee abstrair

mo

as transforma-»es | ineares podemos most

equa-»es e 3 inc-gnitas ® posssfhorheediecednneing @rsv ¢

i mageomoo ter mo i pde@aeedmnbhar os el ementos do d

ou

q

uando resolvemos um sistema homog°neo, es
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matri z.

Carl son (1%%®3)copmr eo0 cenpsa nmwo s H setf eoddoesa eldinei odAdy st
pesquhreepes@a- »es matriciais, sistemas det eqalao
eaut o yvedalo®Pmsde ortogonal atadgqueNsessuabhuhbgon
primeira parte do curso de Adtrignesmdomastadma
vetoriais, subespa-o0s vetoriais, nnapartdiemahbsk
estudo os mesmos sentem dagri ewud odtaladescsis mgpmot® \si osse
contedos b8sicos.

ParGarl sono ( p99d) ema n « o est § nos proced
aprendi zagem dos conceitos sobre 0s t emas;
muldi mensi onai s n«m«®«h 8r @aal8il2Zsdkosdas tarefas
outros conheci mentos.

Segundo Carlson (1993), os conceitos sdo muitas vezes ensinados sem substancial conexac
com ideias matematicas previamente apreendidas pelos alunos, sem exemplos ou aflicagded. o r
se pergunta sobre o ae podrt seressei de Plavmo s
em rela-«0 a no-»es preliminares de AL, assim
para a matem8tica |inear, como as fun-»es | in

O pesquiesada que tais motiva-»es devem se

mec ©ni c a, no caso da regra do paralelogramo e
concecaoxde®praema introdu-«o muito Yt il para r
intuitivamente | evado a multiplicar matri zes,
otimiza-«o0o | inear; outra motiva-«o0 nsegkedi sngpo d.

ser enviadas a partir de matriz dweecddi fiinoa-
popul a-«o de matrizes onde se wutiliza auto va
' i near.

Ainda para Carlmson dl1®ORB)r am di Uhosl dade el
e matri zes, mas no estudo de subespa-os, esp
probl emas de aprendi zARlge®. eAlsgunma® rneuz g es 2ceeddoc
par a altwntosp,itmas com subespase®ee eonndepesnd®°eact
algoritmos diferentes s«0 necess8rios em cont
deetvores e de fum-omeseipgors sxe@mmpline R®duziodo £ X9
anterior do aluno e sem exemplos significatiyv

Recentb&mkenhgedm@0lé&gdente pesqunsaedesdadel de
nos Estados Uni dos, enfatiaca ,pbtad laanodiiee not srea

i niciados por conceitos, pdgro§thmam&dd®® computaaosd N
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estudSauudaspeagtuesdapi dei smadaiceptesent aamast roir ane
semel hheantreaszer sa, saegueisdd ide aegeus, e polk. fim o:¢

Para o autor o princ2pio b8sicon¥“uphea eenes
pela equa-«&(Xubg)d afmeif)al(ty) , ppesbca) esehores, C
l inddarbg se ® uma «tor anisnfecarrmaent r e d ceigsu av estecsr d 5 ,n

Nessa pebhslpiegc picveeda @aptdepend° nci a e independ?®

de escal onamentos ade¢ i G ezcaeamarSipRa rEan megtuni alr o0 s
gerados pela teansakear mal «ce, lab pemadgeenna | dei a d
di mens«o. Par a -soe pdees mo d e a ¢groe8st o | cua-t «@be, concl uin
inteiroetwmaoaxperi °ncia de auto avalia-«o0o ta
de que a abordagem conceitual, gue se baseia
um aprendizado s:-lido e boa profici®°ncia em m

As pesguimaaci aadas nesse trabalho nos i ns
model o de ensino de alguns el ementos de AL, P

ensieaotpe«y@ocupados na constru-«o do ambiente d

2.1.2PesquisasCognitivas

As i nvestiga-»es gque comp»em esta ¢tcameqgodroi
cogndasvesst rdet @&gisda no de AL propost as npoe sByuai ssial
e outros pa?2ses.

Padredpaf2@08r uma a biomrvdeasgteing a&c oegm istuiavadies s e
recumeste® i denciados no discurso, dguesemisnigpetorf &Iz
ALcom enf angeucso nnhoesc i ment o s rneafdeerne@nitkecc oden kbapa- d
vetori alamemesgies dgoem@embecCoamémti a i mportant
cursos de gradua-«0 e gue n«o existem aplica-
probl ema condizentes com 0s conhecipnemtosr dor
di sci pl i prae pcroampal ecxade 25% a 40% e a no-«o de
par arummei ro .curso de AL

Um remetaoutiliaadoapemeouodeantiigaeadompwel o
pont o de&éo p@ue¢ iSa aaplrueneoa dje ur edas pemaor@®mp@ani za- «o0
Did8§ticde(@®dMBOp a ir | he rRaladndoi uMmA OBt © a
observado no discurso dosGeamndAersidadt e £ aeattomev

passagem do antigoopara O novo conheci ment
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A fBrma supiartitfaidmou al guwnes poedanm$saey atmograma rmeé
s«o el es: a i deia de um Bmgeramareé¢!| geprpradodes
vantagem de se conseguir um n¥smproo mM2io8ihaz idrmeE
compreender a necessidade de serem vetores |
ma Xx i mal de vetores |inearmente independentes
i ndependente que daro a rnog-eqro adoe essipsat-eoma sdue gg e
contcceide base. mOws&xoa asl apeamaa»es adi-«o e mul
bastam para carac®ercaeaadouespbdedmnemomirmedr @ efr |
vet dbreens c o mpdoerstsaed cess pa- o .

Também na linhacognitiva Prado (2010)visou identificar, por meio de entrevistas, a
concepcao dos alunos, que concluiram um curso de AL tém sobre a ndisede um espaco
vetorial, utilizando a teoria APGSgue considra 0s processos mentais pelos quais novos conceitos
abstratos sdo adquiridos. Tal teoria foi utilizada para descrever um possivel caminho para a
construcdo da nogéade base de um espaco vetorial. A pesquisammreluique cinco entrevistados
demonstraranter construido uma concepcao do objeto sobre a nocéasgeconcebenddase
como sendo um conjunto gerador com vetores linearmente independentes.

Outra pesquisadoigue utiliza a teoria APOS foi Parraguez (2009) para investigar a evolugao
cognitiva danocéo de espaco vetorial por estudantes de AL e as correlacdes estabelecidas por esses
estudantes a outras no¢des, como por exemplo, dependéncia linear em um conjunto de vetores e bas
de um espaco vetoriah partir desse estudo, a autora afirma queestsidantes ndo reconhecem a
série de requisitos que um conjunto deve possuir para ser um espago vetorial.

Para Parrague2Q09 o aluno reconhece o espaco vetorial como sendo uma estrutura abstrata
e o utiliza de modo coerente e estabelece relacbes entre as no¢cdes elementares, sendo possive
determinar quando a estrutura € aplicavel a um problema ou néo.

Relacionaras teoriss APOS e a TAD, no que diz respeito ao componente teérico, além dos
componentes técnicostecnoldgicos pois ambas sdo praxeologias de investigacdo em didatica.
Trigueros et al(2012) ao destacar qaenbas teorias que incorporam a analise da matematicarescol
como parte @ sua problematica. A teoria ABOpropde em seu modelo epistemolégico uma
interpretacdo das matematicas que enfatizaa decomposicdo em conceitos matematicos, ja que o
cerne da teoria é a aprendizagem de sujeitos genéricos, a atividadesdwsao enfrentar tarefas
matematicas especificas. Enquanto, na TAD a atividade matematica é uma atividade humana

institucionalizada, em que os conceitos ou teoremas, por exemplo, se consideram componentes das

teoria APOS (actions, proce
l exi va, introduzido por Pia
eia aos conceitos matem8tic
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praxeologias matematicas.

Os principais onstrutos tedricos das pesquisssraguez (2009) e Prado (2010) relatam
abstracdo da disciplina em questédo, e propde numa linha cognitiva busca no sujeito o problema,
enquanto que nessa tese buscamos o problema na propria matematica, no proeessm e
aprendizagentEm relacdo ao trabalho de Padredi (2003) utilizaremos como recurso meta os sistemas

lineares.

2.1.30bstaculos e dificuldadesle aprendizagem

As investiga-»es que comp»em esta catdegor i
aprendi zagem rel aci onad aesd uacoardenrirseiagd i ¢ SAL pr o
Coimbra @008) investigou os obstaculos d@rendizagem e estreita relagcdo com o
desenvolvimento historicepistemolégico do conhecimento relacionaddssciplinaAL, relatando
gue estalisciplina, se caracteriza como uma teoria algébrica unificadora para o estudo de diferentes
areas da matematica, com@aometriaas equacdes diferenciais lineares, a analise funcional, além
da analise matricial e por isso tem um @rabstrato.

Comentague aAL tivera varias origens, comoGeometriano estudo de ortogonalidade e
conclui que &eometrigpode auxiliar no ensino del., mas néo serve como o Unico topico a conduzir
aAL, pois pode ser associado aos saberes: polinbigges, sequéncias, 0s quais parecem ajudar
mais os alunos a conferir a ampliar significados para um resultado geral e o estudo dos sistemas de
equacodes lineares.

Para o pesquisador®d. ndo pode ser ensinadamo uma mera generalizacdo@zometria
assimo docente dee dar mais importancia a quest@sstemologicag histortas parase terum
conhecimento das dificuldades relacionadas camheciments inerentes a ALAIém dissodeve
nocdes dessa areamconteudqga vistos pelos alunos no ensinsité para atenuas aspectos mais
formais daAL.

Wawro et al. (2011) no artigo mostraram qgqu
di ficuldade para ©esatradast peAlgogeda sser§ ramlsi.c ac
engenhariapamedebatstsicaa-»es reai s, al ®m de
matem8tica que repousa sobre as iSekgiuag osc en ters
atividades mataem8tai cAds coentfmraiqgu°mci a envol verr
com os quais os alunos t°m pouca experi®°nci a,

Wawr o et al . ( 2s0 111i) v raofsi rtmraarb agluheanb com o0 cC
objetivoadeosnvcasmiindhos que o0s estudantes tem

subespa-o0o e como essas concep-»es S«0 conecta
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um conceito adequado para expl orar aasl iinngaugaegne
geom®tricas.

Na pesquisa supracitada foram entrevistado
do pri meir o anldannoatdrei cuum acdua smoo de ca8rhecruil ma rdéel u
foi trabal hada na aperusmpae cetsitwau tduer ap rfoopranrad i gona r a
de?eR*Rar™ RBRe modo a apoiar o c8lculo multivar
di scutindo os espa-0s abstratos do vetor.

A no-«o0 de subespa-o0o foli i mi FxduZiodanaho moi
inten-«o0o de i deplt ate$gRre spuobdceonm jsugnpt &0iso S cpoaamoag € N
gr8ficos em c8hcadefpiamil-®&me sdef or mai s com a geo
definido como umat mahésbor mpre@ai manrear de uma f

Em sua an8lise Wawro et al. (2011) revel ar ¢
em termos compat2veis com as suas i magens de
defini-«o0o deexdmmitod i €« ac xmt d& exempl os, bem c
de subespa-o0os, demonstrando que em AL as def
desenvolver intui-»es gerais sobkseeumonr @ialad s a
juntos aos aspectos aparentemente d2spares e |
e al g®bricas.

Os autores concluem que | micwiu-s>ags dgd o m@tlrdia
al ugofer equentemente utricasam paraesxpgkeom®r o
no-»es possam dificultar quando se trabal ha e

Para plalcgudnafsi ¢ Wlodnasdietssa peendd 2d, e my Hiulsd, e |
Sierpingkal 4§ a9 BB ig cnaam eens tAlL€e ot rd° és plopsl ;i n g udadgeeaonr i a
ger(aeds pvaetoos ulaé s g & me naspxeor, a ah dac ¢ewt,oad.e)n o milniandgau a g e m
abst;2aatlda nguchaemmaias pecd?oRn(ciap | mat riezted®enomi nada
| i n g uaal gge®e3 Qlcian g ugaegoemm®d R4 RE(av e oam®p o hnt @ gpd sa,no s
et r ansf agreman®idre ncoansl)n & @ agacgoemm®t r i ¢ a .

Aprincipal di fi culadmede odeasat el | dheggsumaegielm z@&
l i nguagem como maets§fcoma e¢ oqual s® ettiol idzaresn wn
AL I paess@y da | inguagem aritm®tica para a al ¢

Har(ell9Pp @3 qdiiifsiac Ui dadkese ma@r e ndd & heg er nee ¢ @oa
professordeutoinisjt z am goau rdseoweo nt er d e p@amautnreaat »ae s
compr ek&Isg®r a;e mpo sduefviepiaeat eo d @eitsa ngi st omimpdloi n a

curréenimadodea amaewe tzoorseqsu a $ epdreivoz;atd ol i zaewas da

30



tecnoédgc adso wmas o MATbABgnt.eddhaeadeviemmsaamnj unt o
Runvet o® mgokeordedaeéai sumargquef br nBuanmat ri z.

Pensamos como HRafelnd (plodseser)eiemps ocoigsreadlaa aci o n a
desenvpamaecdo al un oAl geussteupdaesrs A valls issatrkemaear es C
mot i vogae ockno®¢ mtiradas me npsave@ Mp r ecesw & p av-eotso d ie adiesn, e i a
indepehdheamiai ha nebaarscdi me g «wmofri tnt a bcaol aip & rMmtae s
abstamde pessitexme mtfoasni t os.

Segundo Harreolpo(sl VIO rnicr ednpeizaess«@ dadeal i @Qa- «

pri meigwetosatal unos no processo de aprendizag

concreto (geom®trico), paoc asa@ggemadad a@md\eo @ f & a
de wutilizar em outro contexto orsow®mnxendaist g 8e
agenerabnda-ee, alunos ir«o abstrair.,

Uma das pirfiinculpha cdesd naAlLaememadivezagecno ndaa Vv

|l i nguagens, registros de representa-«o semi - |
formais em rela-«o0 aoobengeiul @s dmaisse iimtiuwiite
aplicear piefsi,dt udadraesl e est l ermcddisas predwmi di scur so e
formal mente semegbmrng el iawr quedi d8ti cos, mas s«

s2mbol os e da terminologi a.

Evi denci apmmoosb lgeunea one | a o BAdLn atdamsgudsmp®8ri os
pa2ses do mundoal na( Z@X4Hui mae ad ls7i2k aard dum opse sngauti rsi ac
di sciplina AL, que vVvisou mostrfaircwlndadedsatdas o
AL Os alunos relatarndmcobhadas @eomMncepar 80 ¢
abstra-«o da disciplina, compl exidade dos t - p
futuro; com rela-«0 ao ensino: sistema de ens
a dufdade decorrente dos estudant %®dso:s fta lptiac odse
rela-«o aos benef2cios do curso para os al un
pensamento matem8tico e abstrraatoass.alQ nto-sp ifcooi

matrizes devido 0SS mesmos terem conheci mento

Sierpinska et al. (2002), propuserAdm oqea i f
utilizaram oGesome¢lwaiga s @anlvroil venstmaec+ ®es para r
espa-0 veterisakbhsnor®&®nsforma-»es. Emamuasr tams
caractemdbsdsbi daspeoasar, que de cer tdeosf arl man,o ss e

por exoenpprloob,l ema de estender uma foamaf&omai aa

8No sentido de aprender.
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todo o Pplaresti ga-«o0o mostrou que a dificul dade
maneiras de pensar snaomepnrt8ot itceo ,r iecno .v eQ¥b scea vpa m |
suas compreens»es de um conceito abstrato em '
como por exempl o, as transforma-»es | ineares
c o mbi nde sdteess o rsrea nddiof 2 c i | para el es ver como u
determinada pel o seu -sal ari demi alred esbmmma &t riamat toe
em?2vel de procedi ment o.

A pesdd®i §49098) i Cuthraidlbppa ram8ldiRisense xper i ment
de&€l gelbirnae &m ano-bag e v atpiomei oprdoeg asroistlassn @s i @i r o
anwni ver(DEtaA DS conheci mentdedsn e ted hemeer ggost o
noR"eal i gae-ndarienp| 2op dmma mauttriil ciozopammod 6 0 d calegieam har i .
di dS8Aipreasqui sadorcergdlossdsatddome pewicesli me hgowes, e,
mesmo es¢emunmnaandaeuat fx lie v asrejirlas t isfeiousda 81 cul os,
al gastsudiantl esM®t addéha uppassasaurae sol u- «o.

Ose st u ddaonnti ensatv@ana i@ced er md @p a sels @cuo n cred g roe Ve nt av
ma i m¥%mepross stevet drnenear mee pe mqdiemmtomosn cekadepend®° nci
| i nre@fwi ccoluasrem| feoh e m o mp r e epnodig sdaonf d on fdaeuns @an 0 - & ®
depend mecomoe ipacant agleament an toreasdtausdnacmf a g i a m
ouwesenvall yauapm o c e dRek atoge sqtuued & omima e -dkkebe pend° nci
l i npar @m,c ondirfainc pladaapd éisg § a npa oblpemappngboagt e
concexploftentoci ado.

Pode moasc adresnto trabalclmomode mDioaws r 059 £3 tgaudko 0 s
alunos n«o coenptree® nfdeane mdgqurea real i dade e sim
mas sem de fato entender qual a raz«o de ser
|l inear e posto.

Aoconstatar aedsfdeoAlLd adbeu st@ar emos aprofun
epi stemol - gi cos, sobre alguns temas dessa 8r ¢
apreens«o dos objetos psa-sase maest driinaesa,r elsa s enad
pesquvelaamrgeue h8 dificuldade no ensino de AL

Os construtos oriundos das pesquisas citad
et al. (2011) com exemplos e contra exempl os,
fundanmeartaias constru-«o0o desse trabal ho de t es:¢

Vential @dddi cul dade do apresdnpwpadopdesse, deas
um objeto do ensino m®di o, gue S«O0O O0OS Sisteme

superior, sasabeuvkandm am n2vel de compl exi dad
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CAPITULO Il i ESTUDO HISTORICO EPISTEMOLOGICO DOS OBJETOS DE ESTUDO

Neste cap2tulo iniciamos com um apanhado h
auxilia no entendsmébertresda oaonsesenvyol gemento
para assim entendermos as trans#f®orata® »ehse garf r
atuais, |8 que hist-ria da matem8tica trabalh

desavol vi mento de atividades em sal a.

3.1HISTORICO SOBRE A ALGEBRA LINEAR

Em ne®spraBot icctarssomsopseardndAalingl FAmM® trabal ho
objetos desta disciphiogqaue codostartandEpgda OAIlSt
da matemBst oa®, defini-»es, conceitepopuadw®or. i é
nenhuma at enasxmehddtsad aadpaic sat oeemmoal - dyii scooi p | ipnear,mi d eq
descobrir a gnfanteesne8ptdi ocamisbd j ert ofsessor ao el abor .
fazer rela-»es dos saberes matem8ticos com su

A hist-ria dos obj et orsecmatsé m&ti ir c 00SS NPOrso c @
heur 2stico,s @uapa® e tor adlro r aci o c 2snoicoi ohclvre & mua an
sentido tal colmsmdaugam eammcsdccemrdesdpr ocesso® al gc
mui to cAhduevonaseu car §ter axiom8tico

Nossa i (rfjeeoin xtor ® r Gad gtmiss oibg @ o0® necess8ri
veri fiasando- »es de como f or acer o ticapli®@zeaut Ed 0 a
gualitativo depeasriastmmatsr drimescroms qnanoea spac AL
articul ar nmoast &ins. colsj et os

Nos prim-rdios asbBomaardadegprpcesbsou medi
eram I mportantes, desde que 0 homem se estabel
a usar materiais de congtcom«®de ulend\cip zan mhimeonst eer, r «
di st @seiganent 0 mai setardedsstiCacchamataegqgedal se

menor di st ©nci a

Segundo (BBY& eas primeiras FrepYy mseos a-I»uensi
desempewmr ap apne | muito I mporGaomet Waaai o h amcin
mai s trabal hado dos fen!menos, sendo que Eucl

met ade doa.s@®cuudma ltldoria descritioa desitereodsesn

°S«o0 0s contewdos de Al, como sistemas, matrizes, espa-
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l inhas retas geom®tricas.

J8 havia ideias para se gerar o espabe. Se
de umOpxrnteddj o® @Ross?vel se gerar o plano, poi
Ode umar eptuad e a umabDéquer paGebsa@oap® aLdgorkdana r e
um ponto exterior a ela geram um plDOhredé Da
concorreguneeseciniFeazesredd aans r et as r o ddae eem ceom ttr
Ode modo qusolsree apomesmma reta D, estas geram

Caso consi der emosDebDie puna Mpaxdgtenrrd da m@m®oDOp | ano
passan@e pae se apoia empMrdcorplBadweos.glr@uvaen doo e

usual de tr °s adei nfeFnsgmuersa (1Fi)gur a 1

Fi glai Representa-«o doFipgamRoe.drbesent a-«o0 do esp

Fontreutle®98(,. p. 90) Font e: Bruter (1998, p. 90)

Neatper spaeudstbi-7& 7be s e nuwo Ipreocesso de resol u-

partir deo brseedrivda-exaesser ondomita,abal ®m de Ni col au

Commensurability ou tlhrec o@emeenstuiralbi IMiot y o od [ C
i ncomensurabilidade(tdoadmewomemesapc sl®Restl @s X
de representar a varia-«o de uma grandeza, qu

Or esme at idloiuzZou men sduar aibmd¢ ©o padef aoehestaisali d
Ari st,deelee corpos celestes no Universo poss.
guiavam ao |l ongo das suas Vviagens, sendoaeste
douterismague determinava um ou mai s movi ment os
eterno e um futuro eterno.

Por cons€lhggéebta, da s®cul oarXMuVImM@t i ama rgeemeda A
poder2amos resolver um peobhegnatcdmh eared ¢ m®ma c \a
gercrli st ads zmm8toi cas que se fazia com a aritm
fossem nYmer os. Esta vi s«coa an on dBar adssjteéd o pmoneesee nat

regermam pgsocede generaliza-«o. £ comum xo bds e=r vxa
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pois .10z 1MWexempl o de generaliza-«0), pois con
se faz cO(WSAESKI Bfr a995)

AGeomet rcioano ci °ncia dedutiva, cecpermadai @ralois
A Clgebra veio como princ2pio unificador. N o
aparel hada para u@GaomeS«@umrdod aArn ivat -c®Gad neest rei aH
nascera no Egitot eetrgamh diuw pehidiess@Gmd@ni a, j § qu
este objeto eraz «@e o meaEccila Blhnaaanaa, proposta por
l' ivros na obra Os Géemzhituew.ep gquel tfruan dame rdtea l
hi st -ri cer,a poarmssiedsdraada verjd&adeue adypteied lva daEm e 1

| - gico
Fran-ois -Yb608¢ @i%4Q@i u sua aten-«o0 par a
mat em8t i cdaoss gsr@ecgualsos XVI e XVI I, regi stados ¢

Mat em8tica de Paplon§lyise @ ¢ odd géeibibacsacua ndloa apr
de forma intelig2vel. Para,i 9too sutpiarmmp esso ko
necessidade de uma nmov@a tcomceismpkloe gl ed & 2 3nd od womwp
reconstruindo, e ”Ant égiesoens®tali gc®b rcilc8osss,i caa. Assi
desempenharam um papealdopr enpa rdeets-erniva | ev i inmepnut | os id
influenciariam futuramente matem8ticos, t amb G
2013) .

3.1.1A transgressao daGeometria Analitica

O trabal ho de Oresme do s®culo XIV, Tracta
[Tratdeedoconf iggat aed am®@wi |mesrciragmi ci al mgutee abemdla:
um sistema de representa-»es (eporne®st@mtcaarSi guwrm
geom®tcawvdHAaedet er mif radd meno,s ifgtsa c ®s Or es me i n

geom®tricas para repregeal adadeoslcoanp ©r ted me n tho

abordagem qualitatcioma ae nf@@aunradciaz ano«oe,r chear aae¢ md
representa-»es (MENDIESas 2i0li®dyador as
Concebera a ideia de wusar coordenadas ret

geom®tricas resultantes para distinmgesrdentBe

guanti dades, mesmo estendendo a defini-«o par
(2015, p. 221), Oresme procurou apresentar e
com a inten-«o0o de apdinvtearrs opso sfse€nvlemesn ocsa ursatsu rda
YPouco se sabe sobiei BoclBi0desn, EnitEstemwmb®anaess SElgem r e

conhecimento matem8tico do seu tempo.
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representava um objea® bntensemthpdes,nasnder i ¢
duas Comhsasus e ot ydes sktemMmaowm qualitativo com

gréhemza quantitativa e que podia ser medida.

A ideia b8sica da obra ® a seguinte: sno <ca
segment os que representam as intensidades ser
determinado intervalo de tempo e com AC e BC

teremos um ret ©ngul o ABCD eamm qause voesl oscei gdmraednetso s
instantes vai ser contido, ou seja, a figura
i sto ®, a gqguantidade de qualidade. No caso de
dado intempoa(R.L der & e

No caso wiemeunnt omouni f or menmae nvteez agcueel ear avdeol, o0 C i
uma taxa uni for me, a figura relevante ser8 wur

partir de de®canso (ver Figura

Fig@fRi gura wutil i zadmovpameantroe p rReespernetsaernt @
Movi mento uni.forme e variado
c D C
A B 4 B

FonBoeccc g2 ®*6,. p. 37)

Se ABC ® o tri®©ngulo ret®©ngul o represent a
i medi at @antpraglaarenmmee CABED® representa o0 movi me
vel ocidade igual ~ velocidade do movi mento ac

tem a 8Smeesama@)F.i gur a

Fi g8-Maatamento que Oresme dava ~ ¢
C
D E F
A G B

FonBoecicalkefi6j. p. 38)
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SeguBawmcal et & req 20bLHr, v adr odjaicco op @ mcai®maamedntdi ¢

ntdebe e m uanb st2rvagddd o ®d e nxwa hpairvtee dgall igua+ « @
Vi ment os existentes na natureza.

Foi comratalroa sobre as cenfugutaorxes das
n-»es | igadas as representa-»es gG8bmeas ) a
al {daqgai &SA)NDdi stcas,] oi Xk/Vdilawma ol u- «o cient2fi
ementos, j8 n«o atendisemdpseacsea ardaodoe s sdan

ra se resolver tais probl emas.

Os probGecmmeEudEadi ana ernam @geusao lev icdoonsp acscs o ,
epeBaica roti Méiguasdpr@®pdbeamas apresentavam
com r ®gua er ico mpasdoess|saess HILBOG5 0) | avt r ar
cance do m®pada bd faash ubscctadiedmac vevealwadem trat a
m os fundameatece, déMmme&mi nar pddemom®PUdoder dag:
ordemapdasc a- «oGaamdt rgigbeaveéi o ser mais tarde
Comte (1843) relatou em sua obra intitul ad:
a trois di mensi odGeso mle Tnraal tzatdhoc ae leentmedchut aag a@ et
roxi ma-«o fundament al entr e rciocnocse,i temb ogreao nié
tabel ecido pela primei@®aometzrdiuacamt ¢ n$ @c¢ ¢ loo ¢
al durante os s®cul os, era provavel ment e, i
tem8tica.
Refor-andoasstab),nhndéad2aazCg®@e@Accoansstda uem a r
al gumas ddaase d meHiutddai »gqausa n a pvrae saesntta®c ni cas si |
soelsvieer® b |, pemmasi ng@amemt®eé r i cos pr apoDtrase naadam sut i
AGAera um m®todo para resobGee@medquiegttomtecso pr
op - siltge dSe p smeBurcilai di ana, sprobt e®aseatep® con
o podiamiseévol®yewtilizou a 8lgebcaspara res
A int ehesxoé diiee st azer um m®t odo que trouxess
t em8pdrctaisndo bdes | l@wresscnasdse mai s coepsesgas
ber es. GOe mdctaotniaiganlea ® p oacpaernesr eassent a- »es por n
as dimeneues paplteciBael

Na obra deDiblsecsocuarrst edse | a M®t hode por Bien

V®rit® dans | es Sciences (Discurso do M®todo

Ci
Cci

(1

°ncias), sua motiva-«0 era adctemtoataipva c@e et
°ncias ( MORAES eA CARVALEOD, z20&d) daDobparvgu

deGaomeda i apt MPH Pdrs a Gde madnmas amo v iemeGetoarse)t r i
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(propunGeac memsa BBRA eatlei descartes (1637Fe @emat rdiaa
Euclidiana a parstesg gqwue Tewan acadnns Egqgma -

Segundo Comte (1843) a ideia proposta por
tanto quanto poss? voeli asagema®s rpecas’?veiesacord
para model os anal 2ticos, em apresenta-«o a di f
a todas as figuras corGeednaeRierainaa. defi ni das, <co

Revel ava a Smnai ¥i cxmo da e@fat ed adedd acBwwmadr
no qual Descpropanha6é6B8mp aplica-«o0o de um m®t o
sabaeragrit meGd aznet«miegmesent ando diver sasenki gur é
e gm a partir do Discurso do M®todo aparece ¢
Descartes, sendo a mat6GAz do que mais tarde s

Seguindo o pensamento dxe mOmens paENX obewisrca,r t @es
©ngtui wo, com a inten-«o0 de representar pontos.
retas e demais constru-»es geom®tricas por me

De s camwotde §oi cnooud 0 a € 0 me s s ocais® nfcaizai,a nm afi ngii a | ene
mat em8ntircmduzi u uma nova nota-«o0o para a 8l gel
nomear as quantidades conhecidas com as pri me
as %W timas (...,x,y,ada tArisegaihdae m®@dant ama«d
na qual ele usa a 8l gebra mpanga& des acrhavwer pfliam
( ARDITO, 2012).

Ascur,vadeande gaji laeleam esmbtuda@ & § ccposmog rAepgool st, n
deerPga i1262a. C.) em skaisdarveeb rAssi dGlrnoiuc anso. v a s
curvas constr urhawismemdros-seé meldesvy asdotra-adas
movi mento cont2nuo geEKATD20DO, cpr®apB@ i8S qualnqa:
uma equa-«SGegqlyg®br Meaddes€C2018B)p easltiaabne-lae cermti|
pri nc?2GeioamsekEudcd adinaonvaa se Taesuaasedasak quai s ser\
de uma deter mi nada uanar wea urae pcroesentativa por

O simbolismo al g®brico como as ferramentas
dos traPakhos @elronGabt)EeggdltéuOgl wisioca em 1679 um g
intitwltadadu- «o aos LugaGescmdAhraindAs i aclar &, [tipdaatsa v
exemplse, rel a-»es exi stiemdetse remmitmrad au neam edqwaas «!
geom®trico. Consistia de uma t®cnica que era
geom®tricos.

A i gualldardef driindha por Fer mat consiste na e

depois de aplicadas as regras da arte de Vi t
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cont ®m todas as informa-»es necessa8r i@eso npRatrrai
( RAMOS, 2013).

Com o objetivo de estabel ecer a correspond:*
Fer mat divide a fam2lia das equa-»es indeterrt
subf am? lsbas:(reiayd)alxhli p@r»ol e) |{Xywy |]§ cAomrsatzamt e n
(I'MFax (par 8lbglEglci{NvM3dubo) (V|-Xey®raarnot amt e e( ¢
(VI1l) A bade& p® ecnacrrset ante (hi p®r bol e)

Podemos di zlkes cogmretPaRemr®e FeamGéoaé gmwimar t ant c
Cl gebr a surtgrea mcsogirdeesusmaiE ci a di ana.

A ICgebra no s®cul o XiWitlold os el ei M zepracioaadmeusg tr
cami,hlbonando o0sGeo ménaeiinsa sf 8dcepes mi t saot at ar C
geom®t ricos a .paA tpar tésasasmdne’amegrdoegpam o @ s-aa @ r aatho a
GA

A ASlurge comavam-aG@fcad@aa mesmaodme i@onheci me
e se desGAremeset @damomento se desenvolve GA axi o
DirzamAd®queGsaf i sti cada.

Procurar emos revel ar a g°nesegde paguns
probl em8ticas que trataremos emdcacelac epnorsa edne c
AL, poi s nestrsemssarded & o o stadbedq professor e en
gue existe a inten-«odede uem ssianbaerr emactuetm8a i pcaor a
inten-«o0o did8tica

Nas t aGebmeatprthirae c e 0 Dersa l@luereas edhedGe ioanectorm a
aCl gebrusando r®gua e compasso paPaprcodsestouide
segmtos pode serumns eqme mtoo Geanmpiuacn taad | gaunea , n a0
de doi s segment os t®Re-snemmaa sfuipgeurrfaz cdiee ,n aitsutroe zRa, d
de reta, retificando a aqguestastd agiuae EGCRoOgelt @ii dua
Eucl i dsamam as t®cnicas al g®bricas desenvol vic
geom®tricos cl 8ssicos que n«o tinham sol u-«o,

No ptrodmgiébt omamos duasons emeisrnré&etoansage€e@mmos e m
del ag® gme nt oABuMairts 8@areiscs a sneemsieiaa S e gBrizdret ane di da a
outra semi reta BnGdec smebod s T@aas agmse ndidoa t€R gme n o o
d@®aE,segm®E® or aaA€| oUs asnedoe labaTear e mallld 8 n slquie

BEvadbkbconf orme mod4stra a Figura

O teorema de Tales era utilizado para resolver Vv8rios
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Il nicial mente temosaab, medipoda dosseaqaipmeanheo
espreodut o de dois segmentos, se produz uma 8r ¢
alske tratarmos a partir das ideias de | inhas e
movi menta em uma dire- «0 emeantoo lduen s oenmi oxsUt, r a
ir«o formar Semansdwp€omM ei d . 1843), para descart
l inha e equa-«o0 da | inha. Um ponto desli zava

se movi ment awanai ddae pauntdeantieaumagoragament e det

Fi ga4-Coanstru-«0 com r®gua e compasso¢

B A D G

FonAetort dest a

BExBA= BCxBL
BEXl=b x a
b x a= BE
SegundaOoOWVazembora Descartes n«o construa &
seguinte maneira: tomamos as duas semi retas
reta wmaeroasmsegmentos BC e BREhH madkentho Cadsmpect
por um segmento e depois tra-ando um segment
deter mbhamos
Obseseraque para resol ver eGxetoanedt ap eaf aixrDea craa
guadr ada nc sregtnre:nit o uent8ndo K& scaesxtmeamiddad
K, GH, conf.or Rearskimgiurrcaun5f er °ncia cuj o centro
determinado pela unidade e por K. Em segui da
altura anpar Giat®ol popertmd rgwafestHcs abde a 21
usando a] rGHl - 4G Gl GHgeg detrarmi gaadr ada.
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Fi gb-Fagura constru2da por Descartes p:

F G B

Fon$eriool @92 . p.

Outra relGeaowmed t@ebea sutrgerefean denaJeoma@mac:

Tal es, conék orme Figur a
Fige-ndustra uma aplica-«o0o do Teor ema
K(vorke & kv
N
w=kv 7
v ) = H”‘EB“

w=kv
FonAdcapt eBdaotld9e9 8(,). p. 94

Antecipando o estudo de espa-0s vetorias, ® nc

cujo lugar de a-«0 ® um pont o. Conf ods me dFizgmr

homot ®t i cosk. &mrrae |IBa-u4¢ cenrtao( 1d9e9 8v)e,t oor ecso nhjoumot ®t

(foviFarnma uma reta vetorial ou ainda, um sube:
Nai gura 6 podemos notar o Teokevendt eémodaties

K(voprkwke@Se 8Mevd SSACoOmMdOow =6 SWdhent «ad KSA +06KSA

l ogow SB +0.SB

SA_SA SB _SB SB _BB

S0 k. Sendo assim o conjunto d
SB SB SA SA SA AA

retas vetoriais forma um espa-o0 vetori al
A padrat iFri,poda més t e retqaura - ead udzar ar-eamd @ a0 t glsa
conf &r pméar a
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FignhRata representada no plano cart

Y4
Ys
Ya
Ya
o Xa Xg %

Fotnél ha @®tlid)p. 1

Podemoesmn$s &0 0o Teorema de Tales para deter mi
P (x,y) naonetba AnérB, opogpgedotse rahéd n ecau a -o« ot edoar
pela seguinte | efkeidxee sc odrer ers@ptoandd °patarekasada
segmentos transversais formam segmenPaa&sssedea r e
resolver umepmellne mpaarde ut dbh @zldpadwgasE e sE

PA_Y-Y,
BA Y,-Y, (EqEy)
e
PA_ X- X, (EqEy,)
BA Xg- X,
VY=Y H0T % @ x)
B~ MA T
av,-v, 0
Na e q uvay«g2 )2 _gx X) ® posszvel se |lgkederav ave
CB~ A T

generat det er mi nGedoanseHusciitaudtic avreasn dica @emragpecti va
partir da t arsef a deequTaa-l«eos dcah ergeat a, o u escenjod ,o gd
2nde sesthabelmeceraxeyo anpaetir de d®éscemxosm
rela-«o funcional. -Ne eusi ect ®Ssiacef amaegi maa
des|l umibt @ nai ali dade da t®cnica.

Umoutrorebjeetamte cujas quest»esebevardm anpb
|l i neares, que por sua vez | evaram ao desenvol
curvas al g®bricas.

Nas express»es abpg@berpirceasse,ntagsiasulmpwas equa-
desenhos e o loglrcaul a@a n&loiSdperEMO send@azgue est :

2Mas tarde iremos exdpolsornaar TeAsDt.es termos utili za
4 2



da&ADA cl assi fi cada«opode Dceusrcvaarst mdsa tRe rptaatai vmau i d e S¢
l i mites epistemol -Qe ocnoest raieatoenrtnonhin-agnidcoo 8asdsai e o
Geome(tMANRCUSO, Pa9@) resol ver®(Fimndmrlsdrmae vdees oRua |
gue as curvas podiam ser geom®tricas, as quai
tarde admite que as curvas geom®tricas s«0 ag

engrenagens de uma mMBquina, conforme Figura

Fi gurRar 8bl ema de PaFi g8r@bten-«ogeée m@urv
Rene Descartes.

Fonte: Schooten (1659, p Fo tiepr: malngn8 § . p.12).

A ideia era de mover 0O ei xo0o XY e todos os

S €

=]

do umas geradas por constru-»es ponto a pol

co

=]

sider adaNMagkom®$ r q ¢ @zs Dpeasrcaa rrteesso Ifveer o pr obl
casos de 4 ou 5 linhasspippoat gquaada 2soe 4Hrc
se-»es clnicas. NoOo esa&s@ derce i I ar eet as qhamgaiad®
propor-«o0o CB.CF = CD.CD. A generaliza-«o0 dest

Ren® Descartes resolveu o probl emapaee ePapp
gue consistia: nomear (darosomesnaofodesdoses
resolu-«o0), egsaciumaaereqleas«kabeloea¢cendo essas Vv
r®gua e compasso, como 0S (gregos Efmd zxioam p area
Descartes erra ocrqgiuaer tuemm hdai sucma | i nguagem, gue s

conta, sendlogalsrsa mdasaeq@ua-»es de Vi te.

3.1.2Estudo das curvas as primeiras nog¢des de dependéncia linear

Ainda nXVisiPmat em@ali icnawden ertadsese-»es de ¢
onde o c8lculo do n¥meroapeeseabepwvabbh e\ esikRtcoud

XVIill wsetwdaworia de curvas planas superiore

Bpado AB, AD, EF e GH encontrar o ponto C
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estudado i nligaad mdeweo2nyq ( IlE6mu2eeruat i o Li near um
[ Uma enumera-«o das Linhas Terceira Ordem], e
(1610©R270) limesauTertii Orldiimhas Nea t Deari aamiarea Or d
mostrou que uma curva alg®brica de grau n (em
veremos has proposi-»es a seguir.

Em 1720, Md ccloauu rdion sputbriat ado sGexoane@ e g @Rir v @ s
De Linearum GeometsfiPeparriuend GRireosreltd as eb@art Jiphru mei r a
el e est enaddeous odso sNesrtaldta leh oSt i rl i ng sobre ctnic
de grau superior.

SegumMed chi ades daneSitlevat r(alt9%Sdéajme npoonpoDaVE
freqguentement e, eoc @miae diaidndd ®xamadv amadcer toa diema cur
ordeeem gemalpoem® sduas proposi -»es relacionada
conheci das, embora tenham sidoeponodada®csbmeliX

(1) Duas curvas al g®bricas distintaspdetosde
comumSadeque estes pontos podem ser mvl tip
mat em8ticos da ®poca t amb ®nm ocna nohse ceiraanm e xoednop

e reais.

(2) Para determinar uma curva de gﬁg—@m n s«

pont oEsta segunda proposi-«o Ieﬂ\ﬂg-—?’)a:n&,m par

ent «xo parece que duas <curvas al g®bricas p¢
suficiente para determinar cada uma del as,
Paradoxo (de7@# 8@2BOYER, DDPBA81

Tratando deste ockoveewmay dael auwmmienmurgwea atl e
determinada, como St(inr I+ n3g /t2i nphoan tionsd.i cAasdsd ,m,p aul
determinada por cinco pontos e uma c¥bica dev
3)/ 2 posegmpr emedneter minam,um@ qurvad ¢arwBoxm 13
A resposta para o0 paradoxo s:- apar @ea@aewbum gI@c
( 181068()BYER97 43p9) 1.

Leonhard HWBI3do es¢c0eéver dmabunpaireant ¢ utada
doutrina das quehtasmcuelvas«o com o paradoxo d
com as cur vasi falcga@bdroi caa sn,a (i Ri@Ett&E Rdo 199&H L e ma

Euler trodeeaquleuazmasi stema de equa-umeas n«

sol u- «o.t rEarb askeouwossit ewig 8 taa b eel esciimdamani pul &sses a
4 4



mat em8t i cqou er eevne | mluguns casos, averoaosi map (°¢
equa-»es n«o s«o0 swincigniéasaspadandet exmmpaos
como sistemas indeterminados de equa-»es | ine

al g®bricas que n«mapossmamsselqua«oespeik® wepe:

neste estudo a ideia de depend®°ncia |inear.

Conf orme Dorier (1995), Euler ilustra esta
de uma, duas e tr°s retas oe casas ompasei -dueas reql
com duas vari8veis tem solu-«0 Ynica, no caso
outr a. O caso de tr°s equa-»es mostra que, al
O caso em gqcuwentundaa ensatse jdauas outras.

A depend°ncia entre a@sa-t»easb ad moesntdroarmat e

(1750), denominada pepedDdtneita (ROOLB Y icwana ma
di ferente da moder naRPortoanmh a- dopapednssl€ ntsaurm g g alrea
estudo qduealsiitsatteinvacdef i neaxesest aComo exempbkoat
O Sistemaresodkqnpd &> egmome nEEuel,er no s®cul o XVI I I
(si st)ema S

3X2y =5 (S1)

{4y F16x

Euler (17850n Ume oBGo mat riaRoechitcet iDoann SAPLPAA Doct r |
Courbes [ Uma aparente contradi-«0 n@a®ttedad i da
Substitui - «eo oebseelrivmiunarueo quando se multiplic:
po+#l)( e se semd, =00t °moi s se elimina a vari 8ve

como se( Sies idemaEm S

3Xx2y = 5 x (2) (S1)
X + -y =X (

6x4y = 10 (S12)
{6x4y = 10

“Dorier (1994) denomina a concep-«o0o de Euler acerca de

di feren-a com as defini- »enst rdae adeupad mde°nrtcei an olsi nleiavrr ogsu ed
salientando que n«o ser8 apenas na resolu-«o0o de probl e
obter um forte significado do concseuiat oa,prd@tpraii By t«mw |l gu @ bs
embora n«o de forma sistem8tica, as rela-»es |lineares
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Embora Euler tivesseomo objetivo encontrar solucdds sistema lineapelo método da
substituicdo e eliminacdale maneira implicita, acabou evidenciando a importanaipendéncia
linear, entretanto Euler ndo definiu o gseriadependéncia linear entre as equagdes do sistema nem
elaborou uma teoria para isso.

Este tipo de raciocinio em equacdes € baseada na intuicio e usa poucaEtmoria.
consequéncia, o estudo de equacdes lineares teenama parte desta nova teorasigleias de Euler
nao gerowposteriores investigacdeNa verdade, poguase um século, as questdes relacionadas com
os sistemas indeterminados e inconsistentes de equacoes lineares foram negligenciadas, enquanto

SO atraveés destas perguntas que fsadalordar as nogcdes de dependéncia (DORIER, 1995).

Somando as @&uafassi sefgemmagdsHremsos 0 = 0, poi s se
id°nticas, 0o que torna o sistema |inear poss?
S«0 r eltelsaspar acoincidentes, iIisto ®, wuma equa- «

® o dobro da primeira.

A partir dprsaomsdesEtlddd® )demutcu e ea os fsoer narra r
a priemaiartaao faxxa i gual a segunda equa-«o0, 1| Stoc¢c
caso do sistema ter 3 equa-»es, emtqgwoe cuomac |euqi

Vamos ver que nao é possivel determinar asidoégnitas x e y, uma vez que a eliminagao
X, 0 outro vai para si préjpp e é obtido a mesma equac@orazdo para este acidente
inicialmente 6bvio é uma vez que a segunda equacdo muda &g x10 é que nem a
primeiraduplicada & -2y = 5 que ndo é nbum problema diferente. " (EULER750,p.
226, traducéo nosa

Segundo GrandEel{RdWo6priettg@md@iaseu | ei tor nos
sobre equa-»es, embora ele escondesse a semel
cdro qgue n«o ® o fato das equa-»es serem seme
mas o fato queniadigdégue oantuomt ece no passo fine
de equa-»es. Esse acidente ®&squeomrgwuel, a eanbde
inc-gnitas, essas egQqua-»es n«o determinam o0 V

As cgisagsam em torno dos estudo dos si st em:
® uma consequ°®°ncia doedgeasenputshcksisr aleo lmind mgise n
di ferentes cont extos, i ncorporando outros 0
independ®ncia | inear.

Para o caso de quatro equa-»es com quatro
duas inc-gniitmdetpordmimmadacsarut i | i zando c¢cpeano e x

segudirspema S
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(52)

S5x+7y—4z+3v-24=0 (Ez1)
2x-3v+5z—-6v—-20=0 (Ex2)
) x+13v— 14z +15v+6=10 23)
3+ 10y—-9z+9v—-4=0 (Ez2)

e

Euler (1750, pema2?2 7)o rrneasdool vpee lfp s esgll & - m®$ o (@
da substitui-«o0o e elimionao«wvalpoi dei xocamoaste
X -23y +183+2

Substituindo na segunda equa- «o0:

2-3y +183vwJ)3y 4620 = 0
-291y3 3iz361wvW3 2 = 0
y:332-3v-52_
29
_-23 By 21z
29
Ap-s determinar os valores de x e vy, estes
eqgua- «o0, gue acarretar8 em duas equa-»es id°r

Obsegseeano si stema desasvebhuadoepoersEubecpngued:

Nesse aspect o, n«o significa que Euler n«o
depend°ncia |linear, mas dentro da pr8tica del
inslua ® mai s conBRANDENt20@6 e f i udess treenlats »eesn cl
entre as equaa-Eres:E] poquexa mpBl o. P,a ream Equukessrt «ao

significava que diucaass ,e gnuaas- »ceasdrea ruanma iedr°anta me

Doriercqdqmem®tdagnterse mesmoade mbomsai-ocdesat i near e
Eulnero se preocupava com a i n dceopnesni dd’ermaoilua ralai- e
|l ineares de sol u-»es Adses cwomao eDg UAd teandreahingbesrse n c
mosmgae obt emos unndao sqoulcad Mkuoerb a.ericieme & i gue
mat e mfit«ioc pwadm® chegade "basde de sol u-»es.

Ainda segundo esse pesquisador, Cauchy fprimeiro a ter xplicitadoo caminho nesse
dominio, associando a condi¢cdo de dependéncia das solucdes a condicdo de resolubilidade de urr
sistema exprimindo que uma solucéo e ¢nad) derivadas sucessivas tomam valores determinados.

Euler (1750) na)voppxe® ae MDos pivadrdd®d| sbem
rela-«o entre o n¥Yamero de equa-»es independen
par ©OmetrreomEr @gs@agmt § ue s ®cvuel ro’sa nmoasi nshfetcabmeeea 6 ;1 0 S
conceictadegdbei a e duali dade.
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O estusdectemas de equama»eparbdaeamesedewst u
eram aplicados diretamentt€osa. rEgraodeo Ct aama
guest «o da ddmemnd’® nac iBag pda@d S>peas se2 vel . No entan
envol vendo deottrssaaimi hainkt epara fornecer uma Vi s
rela-»es de invari©ncia e da dualidade envolyv
depend®emai. a

Frobenius (1877) fora um dos primeiros a
depeniddne independameilaameht aeapuopsiasg lwaan»x@asmaend n
ideia apresentado por Euler (1750) de uma dep

Comtesestudp EmobBewmgiuusa, i a6 B 0 dluea duom as insd -e€
[zugeordnet "] .orEntacdg,unggdg raum deter minado si steil
Ssistema homog°necso9erl gdasm SObceEow®Ei scc@HSBqUaa:

uma base de solu-»es do sistema |inear origin
3.1.3Sistemas lineares

Apesar de j&ddeamobr abded Ewil tre nfals7 510i)near ¢
apamndho hi st -srtiec oogbsjeebtfomi e 0 pRrAoICgésoa bad hiae ntcoa
tratado ccoom@® wmnheci mento e sim como uma pr ¢
nY.smer os .

O Edgiettd nha os documentos matem8ticos mai s
outros-sdessapapiros de jRhntnads ec aret iMohsacne ul, 1 Og uper
parte del ps8fdecamigeest »es sobre p«o, cervej a
gado. Al guns probl emeaeyx uar- anc alm suwateari idros - gsreirt au,m
de um m®t odo que, mai s tarde rfalBar (opbEBBE kRO,
2009, p. 3).

Na antiguidade da matem8ti casioxtiamang adle oe

| I nepaoruecso aparecem, enquanto que no oriente, C

H8 4000 anos atr 8s, o povo da Babil*nia resol
2X2, O0OuU seja, scomodinaseguone: gnita

Exi stem doas8§campbet aluj® de 1800 jardas qua

taxa de 2/3 de um alqueire por jarda quad

1/ 2 por alqueire por jarda quadrada. Se o

tamanhocaemf@@@MNORQBERTSON,1) 1996, p.
Na China, no registro de representa-«o0o por
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| i neBaxryBeoy mei o de seus coeficientes escritos
tabul eiro, déevsdobdiende soinum®o que at® hoje ®
resolu-«o por elimina-«o. Exemmloo sd bdessaseen apprz a cu
sobre a arte daomavempenta do s®culo II1 a.C.

Havia nesta olproa eprfoobrlae maess odovitdio por um p

m®t o ded idma qaau «x0i deraenvol vido por Gauss sem uti

Exi stem 3 tipos de mil hosegufAdopacomedodbenp
39 unidades pdeotmés hdo DPoimeiro, tr°s pacot e
somam 34 wunidades. E um pae ottre® «d od @ rti enved gior,
uni dades. Sabedéomguéeéoosopma®O@mesmapgquanti d:
uni dadespynigdiache asde mil ho c otnit oG ONMNORac ot e
ROBERTSON, 1996, p. 1)

Na obra j8 aparece do seguinte modo, em s
el i migeauxoi ana
1 2 3
2 3
3 1 1
2 6 34 39

Na vis«o do escHuioridocoppef ®db&Fandd s®c url ef
M®t odo de FangSheng, onde ® proposto uma situ

e 3 inc-gnitas. d@dabpom®Ptodocoehscseatem das in
ap-s se operar com elas, deixando o sistema n:;
o valor de wuma inc-gnita e por meio deojgebst

equivale a resolver um sistema pelo m®t odo do

Com o0 est udcourdvaa sGCAges d&i st eanas | i neares f ol
gualitativo por Eul er como Mmasdanparneoesn ceenr sal ad @r
ral »es exi stentes entre as equa- »es de um
desenvolvimento deALalgame @« neesephoes etwoertioariisa,
mat r,i zpeosst o e tamb®m a no-«o0 de iwmdepemprascir
para esta pesqui sa.

A resolu-«o0o de sistemas de v8rias equa-»es
babil *ni ospr &teincdaos sduesedriemsion au--«o eyosmbwt i I iuz a e

resolver sistemas | ineares num®ricos |j 8 no s®

Nove cap?2tulos sobre a arte da matem8tica
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equa-»es era igual ao de inc-gnitas.

Segundo Larson (2012), Gauss de sdnwudlnwae ik o0s
Gaurses contexto da astronomia, pois trabal hava
de agamt eclmamado Pall as, descoberto em 1802 por

Ent«o na obtai gt emesnt Pal Eadi s, Gauestsal (he&7
el ement os el 2 pt i c oess csool hhmeenodaon | umit toa deéee mRali I- 2 %,s
durante anos, 0O que poderia servir para deter
A fim-JIde ®Gauzss usou sguwndamewmnteo coben hadd@ags ,uai s
para criar um sistema de equa- xf{d&s gluirme®nes co

El e precisa determinar valores para as 1inc
Em vez de si mprl esmemdlel emasaoédm quest «o, Gauss
|l idar com tais sistemas de equa-»es | ineares
(1888) ddmamalbuch der Verueislsiungrs&kuadaperfei-oar

sistemas | ineares q-derbdewmar8 seus nomes Gauss

Fi g@+Sa stema de 12 equa-»es e 6 1 nc-gnitas
excentricidade e inclina-«o0o do, ent «o
0= — 183.93" + 0.79363dL + 143.66dZ + 0.39493 dx
+ 0.95920 do — 0.18856 d€2? + 0.17387 di:
0= —6.81" — 0.02658dL + 46.T1 dZ + 0.02653 dm
— 0.20858 do + 0.15946 d€2 + 1.25782 d::
0 = — 0.06"” + 0.58880dL + 358.12dZ + 0.26208 d=
— 0.85234 do + 0.14912dQ2 + 0.17775 di:
0=—3.09" 4+ 0.01318dL + 28.39dZ — 0.01318d~
— 0.07861 do + 0.91704 d2 + 0.54365 di:
0=—0.02" + 1.73436 dL + 1846.17dZ — 0.54603 d=
— 2.05662 do — 0.18833 dS2 — 0.17445 di:
0= —8.98" —0.12606 dL. — 227.42dZ + 0.12606 d=x
— 0.38939do + 0.17176 dS2 — 1.35441 di;
0=—2.31" +0.99584dL + 1579.03dZ + 0.06456 d=
+ 1.99545 do — 0.06040 dS2 — 0.33750 di;

0=+ 247" — 0.08089dL — 67.22dZ + 0.08089d=
— 0.09970 do — 0.46359 dS2? + 1.22803 di;
0 =0.01" + 0.65311 dL + 1329.09dZ + 0.38994dw
— 0.08439 do — 0.04305 dS2 + 0.34268 di:
0=+ 38.12" — 0.00218dL + 38.47TdZ + 0.00218d=
— 0.18710do + 0.47301 d€2 — 1.14371 di:
0=—317.73" + 0.6995TdL + 1719.32dZ + 0.12913 d=
— 1.38787 do + 0.17130 dS2 — 0.08360 di:
0=+ 117.97" — 0.01315dL — 43.84dZ + 0.01315d=

FonGaeublds57p. 100)

A fim de encontr ardaamamed dilou - «@op r prhEi arage Bd0-e» es
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Gauss desenw®twaumi mWe@do mos WYeael iamiosa- «d ode G
desenvolvido como parte deste m®t odo, al ®m de
pr-xi mo de sistemas.

A astronomia estudada por Gauss e por outr
pois eram capazesmpgerananhieutlar demanpalktvemento
objeto matem8tico principal de nosso estudo q

Prosseguindo no estudo de sistemas | inear
sistemas | i nemase se shooaroa’sndcens een ss qawe rbi @ mis@r &
devido sua i mport®©ncia para o estudo de espa-

Uma equa-«o0 | inear homog°nea ® uma equa- «
independente ® nul obemBRolti coemasebomogeéneomssei o8
l ineares tem seus termos independentes nul os.

O mat edM®»tdiggaB 6 7, p . pglB8bleAnplLEl BInpnt ary Tr
Determinants [Um tratadoretpmentaamsesonbege dDetue

para sistemas homog°neos. S«o0 el es:

i) Em um sistemandoumagheariomcdegni t as, cuj a
aumentada ® evanegephaesotemc«comande doi s co
nN«o s«or hedquws- ees s«o0 dependentes das resta
tem uma solu-«0 n«o nula, a matriz n«o aume
i) Um sistema homog°neo de n equa-»epla n

solu-»es onde pel o «mwensoso dnoulsosc.omponentes n

Dorier (1990y)juehamaxpteas«o de uma condi - «
ro vetores em um eNpa-odi dae dti mens«ono estudo
® enumnacsisadmw: r vetoresrdeal umMeesipanemswet m, s «o0
concluindo a i mport©nciTaogemaeda,el quea ud fGiardma tq
as basespde oudwetdarmeanls«o finita possuem 0 mest

Dodgson (18 dine idemdoapsotsria «o VI I |, gue em ur
l ineares a n + r-riBqugnhrnkhrtascupa axmateim aume
guando -ress@uBsafnN»es S«0 acrescentadas sucedasi var
conjunt-0)de (@An equa-»es tem uma matri z aument
compat2vel, (2) n«o tem mais que uma soklru- «o
citadas acima (DODGSON, 1867, p. 45).

E ainda:

M2 ni mos guanmriddes que a wolswmao dglsolmaladmiamiomi das err o
equa- «0 Ynica.
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Em um sdiestnemagua-»es a n +kredquma-gans t@wsj a sHw
aument ada n«o ® ev-&neesgoueant»ee,s e «Pe ax rescae nn
cada uma das equa-»es restant esk,) et sle ecgaudaa
trm sua matriz aufen(tla)daasveamqmes-crerad es«0o €O mp
um dos menores n«o nulos-kdagmat »es asgmdé&nt+a
cujos coeficientes nela n«o est«o contidos,
(Rkuplas ddeawdd ouma solu-«o0o Yanica ao siste
dependem dhk)ys addqBPmepdgsi DQDGXON, 1867, p. 48)

Na teoria geral dos sistemas | ineares, Dod
pois a el easr csaubae rfioar muelfai-nck 0 e reagrupar 0S Ca¢
um artigo de dulwsr pl8agidiasc u g « d ud east aeggRunae- »Reosu cd
(181B3®10) de 1875, continha os resul eades. dé&fF a
crit®rio bem conhecido que diz que um si st ema
sepocd®d@a matriz do sistema homsdjadbnmat raiszs oau malr
Si st ema.

Rouch®Bl0an-a uma velrstwad dmai sua®smpdei as, em
Not es sur lliensepagrbpeuse t adasno Jour naA ideegiostiareil e
fortes rela-»es a idepend®°ncia |inear e a di m
rediuda e ao escalonarmos por | inhas o0 n¥mer o
colunas |l inearmente independente da mesma, i d
tar de nos trabalomade ¢eodeéEmoberdiswmsa,r mater iad a de,i
comentaremos a seguir.

A continua-«0 dos trabal hos de el aborar un
com o0s trabal lad = fRdew dmantaennd§ tA gdo@ 4199A.r7obbm ns aitss ar
de 1875 e 1UeM7 ri ndtaist PIfeaddUse bbe fFyoebkem uhnedn Ge w
Fl acahpeanee a iidhediegp echad ° @ac paratmbn egeud adsa dseo | u- »e s dc

l'inear, gue el e i ndi ca i ndi ferent eumeanileanga g
[indepetnddrmacieadte utilizado par av e rnsdeahpoeenddt®inncti o
A defini-«o dada por ele ® que as solu-»es Al
di stintas, se clA(a) (1) + ... + ckAa(k) n«o p
7Se um bloco quadrado ser tal que o seu determinante d
cada um dos seus menores pr i nocsi,p aoi sb |doecsoa p& r(dbDcOd G Se@riv , qeuve
118?%7ei)iﬁatroduzida por,tRmb®em ieuns ceom ex&H9 com deter mi nant e

Homogene Totale Di.PbsetentdiealugnalLeniat huzg®n uwm@r icaag aicmelrizc
em rela-«o0o " independ®°ncia linear e a dimens«o de um ¢
n«mul as quando a mesma est§ escrita na forma reduzida
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http://pt.wikipedia.org/wiki/1849
http://pt.wikipedia.org/wiki/1917

—

odos nul os, emnodwot racss kt efr-mromyl agsu | i neares A
ndeperrFROBIENY US, 1877)
Segundo Dori er 2290 ni 19085 dada npovaddmrabe

el awaaonddieppedh@° ncidedsddeaemui to tempol iutedriesa

=

utiliza-«o0o dosnvatiocaedadepd|l menegormdenadasduc
No mesmo artigo Frobenius trata dos siste

sistema homog°neo de m equa-»ep adgecmpesdbot es

ndependentes e gqgue este ® 0o mM8ximo de sol u-»
sto quer -l zerlgsel (n»es s FROBENIPpU R8 MdEhpuemcdiea

amb®m, que a sol w-mao cgenba Inad aoed uadm®@Apo Sslual ge

— [R—

ndependentes.

O franc?®°s Jéadnnre mber RO A)7 U® o primeiro a
encontrarmos a solu-«o0o ger al das equa-»es n«c
uma solrid<cal@aa e da solu-«o0o geral da equa-«o

Mel chi ades da Silva Obo9ey ¢caméON)asomreels
t al gue parecia saber de todos o0os resul taados
demonstrar seus resultados sobre a resolu-«o
utilizar o conceito de depend®°®ncia e independ
consi der admlsas oenmm wnma | i ngeurangae ne M olt8715ment e mo ¢

Frobenius (1877) enunciou geer equagdes homogéneas» + a2 X2+ ... + @ Xn =0 séo
independentes, e te§solugdes independentes (o, ...buin) , (1, b2, .. ), ... (R1, bs2, ... k)
entdo as linhas menores de ordeasdo proporcionais para as complemestathas menores de
ordembo (MUIR, 1930, p.122 apuMELCHIADES DA SILVA, 1997)

Para Frobenius (1877) 0o m8ximo de solu-»es
admitir, al®&m de considerar o fato de que a sa
das solu-»es independentes.

O estoadnoesonWé,/denaom«basge sol u-»es de um si s

devido aos trabalhos com combina-«o | inear,
m8&Xxi mo de solu-»es independentleosgoe m nrced rap okroa ac
Si st ema asns odcei taedsoms tienaia |, ou sej a, gue um si st

cuj os coef iocmpeonnteenst ess« od oost ced eermebnat soes ddee sqoulau - » e
No s®cul o XX esta ideia ® apresent aedsat ec osmos:t €
associado, representa uma base de forma | inea

Para pesquisadosi dgpgaai hae@mpleasascomo a mes mq

objetos em termos de Ilinearidade, edanbef umepas:
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de base das sol u- »essi s sarcar aadso mnsasbema- quoaaldeue
sistema de equa-»es |ineares cujos coeficientes

solu-»es de um sistema inicial
3.1.4Determinantes

Faremogpr ea@mboboe 0 objeto Determinantes,
desenvolvimento Wipseseintardemomatr ndedg &Ir me mtae t
pontacederem a ipeaeriaa sdee rnead aciozeersnagns sdest 4 mlai n
vari 8veis pelo m®todos de resolu-«o0o por deter
o trabal ho quase i mposs?2vel

A ideia de wmurmpetleapndi maentnea Europa em quase
Sekl68(3) e sMertelvoedu  oof sol ving t[M®t ddsessiomhwleat ea
probl emas sdi, s ggiumulcaodnot ®m m®t odos de matri z es
pal avra quedetoenmr 8eqkamtlbed nada i ntroduzi do deterr
para o seu c8lcul Assom taded ®othe egermphiosar det

3 1 3, 4 1 4 e &=asl psarnmmatar irzeesso |l eu -a«pol idceo e esa - » e
' i neares.

Mi kami (19 o4 ) m®teasncrdeavep osi -«o0 dos coeficie
do manuscrito original den&ekasphrahas pasbsbl

l inhas vermel has e pret aspama@ mandu sccarri tos osriingii

el ementos | igados por estes |inhas, ter8 no d
positivo assinar e as | iseha®osddes wsaietemdma @
FH gur0a

Figu@Manuscrito de Seki

FonMiekam® 14, p. 12) .

Leiilkn no s®cul o XVI I escrevera uma <carta oc
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| i neuariedsi zando apen@st rsetusd d oienf o idt ehé& des .~ An 8|
Courbes A[llg®tbmrodwuw-eso a An8lise de LiBMhase @Qurn\o:
ddil -sofo &Gamat e MBICAICHABRNr evelapopm| negradaa por

nome da Regrpaarde oGrtaemera, sol u-«o0o de um si st e

coeficientes, que nos dkites mdQnuraeitssmhep ogdee npoesn scahra

el i m mass0 aguweéd oc ao eviBR adi ante, a mesma n«o ac

Car | Friedri#ld8b5%auss (1777
Segun@oonn@oher9806) , a primeira apari-«o d

apareceu exatamente no mesmo anodbl! fall 8 3.x pNa qcuaenld
O sistema de equa-»es:

10+1Xx+12¢=0

20+ 2k +22¢=0

30+3k+32=0
Tinha como solucao:
10.21.32 + 11.22.30 + 12.20. Exat almk.n22. A1 cond
o coefi ciienttee nthaa ndeetire r tmomnsa nrtoeu ,n udaode®m@,r mg me nt
poderia se expandir wutilizando algumas col una
de Lapl ace.

Os si deemgsa-»es | ineares de at®pdl oamPBouéd
dodket er memamarspor Col i Al 7M&9 | auraipmr e(skethd& dos er
1748 intitulada Treatise of Al gebr a [Rlegartaa dde
Cr amer

Segundo Mechi al dewoldtaa Sdé vh8§A 997 )r,e pmiru- «

n«o podiam ser resolvidos por Regra de Cramer
come-a a ser estudado sistematicament e. Em 18
determi nmmantesndi - »es para que um sistema de (¢
solu-«o0. Em 1862, o italiamox Nse To udlet eremieh an

como os determinantes obtidos esgbstiumai nwdha i &3
termos constah)jedetenmkonaonseg¢nassim formados
S«0 nul os, deduzindo a ideia de combina-«o |1

SobfMfeoai a dos ,dptoelemosamntéat ar gquedo7 EIF)a,nc
sistemati zou em 1764 o processo de estabel ec
Coube a outro franc®°s, -IAMM%eX)andem Vanter monpde
abordagem da teoria dos det ersmisntaecnmaess |iinndeeapres

tamb®m os usasse na resolu-«o0o destes sistemas
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permite a expans«o de um drftielransi neasnctoel haitdraasv ®es
compl ementos al g®adioco®, ahoi segmoms e pel o pr -
Pesquisas sobre o c¢c8lculo integral e o sistem

O sentido atual de deter mi narCtaai,c hyur dNiesd ee
apresénffhaddemia de Cihatmoua®, sCanpdhy icwm o0 que

obre determinantes, mel horou a nota-«o ( mas

o m

e nYmeros s- surgiria em 1841 com Arthur Cay
Vol t abhhaddg,saoehsnti e upnr idesi r os a r asgl mert oo W, s ios
de |l inhas diferent eAmrdoEldemermtl auirnya sT, r eclant) mssutear &dinbar d

el ementar sobem D86 &r emrDodigaesso¢gns dlelncoomd nogpusaadardaed
0sSs d@eéemeamtes com algumas | inhas e muitas col un
Dado um snegtuama edeElqiumeergBsvEa r i § esitse run@ nant
o resultado de uma certa combina-«o de mul ti pl
o valor vari 8tveidas ou sej a:
ax 1 bF cC (Eo)
ax W b c (B
O determinanbe r.ababhei 9t emd o® da vari 8vel x se
= Gb- Gb)
D
e
y:(alcz-azcl)
D
AV .
Para representar os el ementos ‘i ndetgeuranhi nc
primeiro n¥mero indicava a |rnefhrae e ot asedoguwrrodon
11
Fi gbktRepr esermtlao-cos dgppor Dodgson (1867
[ 1\L,1\2 - \n)
2\1,2\2 - 2\n
4 : S I
ﬂi\],m\ﬂ '''''' mﬂ"kn
Fontoedgg¢bi®6 7, p . 8) .
Cada um produto -,afeétémdor dpaonrd o+ coum pares
correspondendo para aquele produt o, ser da me
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afetado ® edentoeni nmlaodadnltdec o ( DODDGHE@MN,q ul &&EM)o.r no

ideia que ® a regra de Sarrus.

O parentesco entre sistemas de epgoudae- »&esr |
di st i ngnaitdka8dad reRpotcaant o ® v edrodm@dnei ogsu ee sotsi vdeori
em mooad s®culos XVIII e XI X. As aproxi ma-»
emprego, pel os dadies mi oEdttEess, ogasam papel d
dial ® ica que permitiu &danakel pregmedue wbsvd
comuni cao(«DORIiER,t a1 990, p. 26) .

Segundo Dorier (l3d9@&GqQuaor»eemMuidneag meand @eo®c 0@
determinantes representa o0 context o iean qpoes toos
dualidade) relacionadas com a teoria do espa-
Entre 1750 e o0 in2cdtoerdnp ead®maudkcac l@dosooampbebl
pr8tico quanto te-dades, ereca®bDbvemdoallgiumeartir
Geometri a

Esse fato teve wuma influ°ncia sobre o0 na
etermifmantneisni mi zada pela abordagem axi om§t.i
categori a)omga itceaordiea essxpa-0s vetodi mess®od n®
ma s2ntese das rela-»es entre o0os conceitos di

ue a ideia da duali dade.

o] c — Qo

Qutro conceito que estamtess® iaae@eqgua-ikdeicar
guadrada, onde uma determnikxhaéada Oiaxtldinm®e M| & edt eefr

da matxili ze Ml ® a matriz unidade.

o

a ¢
Se V\%:d, ent«o a equa{@o +tcapxqtt+&Errdst(ICAXLEY,
%

As ra2zes dessa equa-«0 S«O0O as ra2zes caracte

Os determinantes deram al gumas no- »meast rpiazr a
similjpag que Auasd8gadirti aessi minl«oarm aglttalrBqagesX e
LA, X.

3.1.5Matrizes

Com a necessidade de estudar a natureza do

a partir da ideia de det é&ryrivrek intéa s d Haddladr oencse nt

artionl eas new c | ,asasmdpf Osticheeborocensse |l ogo, utiliza o

generalizar um resultado sobre o n¥%¥mero de de
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consi dmeatarnidzoeses et angul ar

Para refor-ar esta i dRrieac teammaempesr a( 2h®8 ,i sj
de matrizes proposta por Sylvester vem de uma
articula a extra-«o deomeamomexala pama decomhyes
pela exist°ncia de raz2zes mwwl tipl as.

Para Syl vester (1850) o problema da tipos
trabal ho sobre o0s desafios colocados pel &s m
di ferentes tipos de iIintersec-»es das c-nicas |
decomposi -»es do polin®mio caracter2stico ou

Esse objeto mattealb®mpablplhiheadkco por Cayl ey
A memoir on the[Ahmemyriod matreceapeph deadmad ¢ é |
trabal ho denSwéseatebyra, somente matri zes qua
a Filgaur a

Fi gb2Matri z revelada na obra de

(a,b,ﬂ )
+_

‘a, b,

” a', b, ¢ |

FonCaey:|l 85 §q, p . 17) .

Compreendemo(sl @) rCad/d Ziyu uma notamgpo8§piaca

para representar sistemas | inearesuesm tonmastq
guanti dade organi z adCasy (eénf 58l rantaa ditau qaubardar aquueen t ¢
consegui a nota-«o0 de ma®si des, gimnab®ginime s ame m!

dos determinantes OuU €COmMO UM conveniente c¢ami

X6 axx + by
yo cx + dy
I ntroduzindo assim as matri zes:
& b
& d
Esta no-«o de matriz sur ge naabauerva(hamteadoct €0 &
abreyjdeaduam si st ema deomrg@uaesdBdein@iyaod mepsr,esent a

cha)yes
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(&
z= 0@ 6y béxd C
Este pode sda seguestethdoma (CAYLEY, 1858,
Fi glbBRepresenta-«o0 do sistema | inear
X, Y, Z)=(a,b,c Yy, 2),
a, b,
!'I”,b”,d’
FonCaey:|(&58,. p. 17)
Veremos qgque ma madirsi waess otreingse n s , como revel a
no estudo qualitativo de sistemas | ineares ®
enquanto que a multiplica-«0 (ou composi - «o0)

convesr.s2vei

A teoria de matridesCdgbegpv® Yedaonpaohr ma

ga,b,c)
Ld, b,

';au 3o
para qualque' 27" " pAdmatseirzpepfamenbadbcolnone

segue:

((a, b, ¢, y, 2), (, U, Y, 9, 2), (", V', Yy, z))
E ainda:
Fi gb4Representa-«o0 do sistema na for ma
(XY, Z)=Ca,b,c Y,z
a, ¥,
465" blr C”
b b
FonCaylle8ys 8, p. 18).
A partir dai podemos apresn atsa rAliddiler glrsGs as m
FigubMatri z zero edenadtmidadaenpodaday
(01030)(1’030)
lo,o,gl 0,1, 0
0, 0, 0 0, 0, 1

Fonte: Cayley (1858, p. 18) .
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A adi-«o0o matricial fora revelado, junto

propriedade asnadcii ati idetyg (PprT&8Agem sua obr a,

O produto de umd rmgomipz aporesesntaldar do

co
Fi

Figub68oma de duas matri zes apresentad

XY, 2)=(a,b,c Xt,9.2), X, Y, Z)=(ea,B,y Yt.9.2)
a, ¥, d |

" " " »
a, ¥, o' |

@, 'i"q 7
(X4+X,Y4+Y, Z4Z)=(a 4, b +B, c+y Xa,¥, 2)
| @ +d, V43, 49
| @'+, V43", "+9"

o, B, 9y

i

Fonte: Cayley (1858, p. 19) .

uma dada equa- «0:

Fi gufRegra do produto de uma matri z

(X, Y, )= a, b, ¢c Y mx, my, mz)

a, b, c
a”, b”, 6’,”
XY, Z)y=m( a,b,c Ya,y, 2)=( ma, mb, mec Yx,y,z)
a, b, ma', mb', mc'
a', b, ¢ ma'", md", me'

O pr odmattor idzees ® apr ensae rrFti ggdua ac dmBo s egue

Est a
estudo

Fonte: Cayley (1858, p. 36).

segl

por

obra de Cayley (1858) tamb®m expirou
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FigugBxempmol deplica-«o0o matrici al revel
(X,Y,Z):(a,b,o 2,9, 2), (09 2)=Ce,B,v X&),

a, ¥, d o, B, 9
] CZ” 6!.', 6'” aH BH er
X, Y,Z2)=( A,B,CXtn=(a,bd, czia,ﬁ,y X6 7 9)
AF, Bf, Cr af, bn’ u BI l'
Afr’ BH’ Cﬂ aﬁr’ bﬂ', C” H’ BH, 7
E dai substituindo pela matri z:

A,B,C)
j A, B, C

AL B, Copt-em:
((aabaclﬁa“!a“”): (L’l,b,(} Iﬁ:ﬁlsﬁn)s (ﬁ,b,ﬂ):%?',’y”)): ¢, b ¢ Iu B 7 )
(ala br; (/JI% Gt,, “”)ﬂ (a"a.bra dIﬁa Bla ﬁ”& (ar’ ”5 dI% V? ?ﬂ) G ) bf: @, ﬁ' /
(ah" bﬂ" c’JIw’ aJ, ﬂ-"), (a”’ b"’ (/'”:(ﬁ, ﬁf, BH), (aﬂ, bf.', GHI% 7: yf) QH, bf, cﬂ{ H’ 6)#1 ]
(@b oYX d & )=((ab cXd, ¥, d), (a b Xds ¢, ) )
|4, ¢ f] | (@ e fXa, 0, ¢), (d & XA, &, f) |

o

(d,d X a, b ¢c)=((d dYa, d), (d, dYb, e), (, dYc, f) )

v, ¢ || de £ | @ ¢Xa @), @, ¢XG, ¢), (¥, ¢Xe f) |

s f (¢, fXa, d), (¢, X5, e), (¢, fXe [) ’
(@dy a0, ¢, 0)=( (o i &) (o X £) (& AXs 9) (0, A, B) )
e.pwl |0 exe o) e I 50 . 38 |
(e, fX, ¢), (e, FXU, 1) (e, fXEs ) (o, fYAL B)

FonCaey: | (8581 Bpe

o f

A opera-«o0 deumuwclotmpmplpiocgmaakugad® e s m modo ger a
comut @t i vatdaandeon tao mat o u zmammvearsgae ckado uma mat |
sua inversa, e€rtdq WnmeetiMivwerAsx de A e | a ma
ordem daSedemaamabal ho | i dando ccuomimwiaueieeloir € ama
Teorema #HamC®ylogpuye di z que o polin?mio m2ni mo
car ac trery=2deg(xli—e)oP o d e mo s d ennac ioabrr a d e aCagy Ineeys é(ald8a5 5
matriz de idenindaedsesp bdemumamonad ra zp rqoudauwdiroa dcae

matriz por ss@a anmatsenzobtdemti dade.

®Teorema-Ha@da Jlteoy) . -SepamoVvemoKi al déYWdimenearwoo éip(ta
poltmino c&snaactoerde T. Ent«o, p(T) = 0.
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Ainda no SRuslso i Xt Xoduz wum procedi mento u
equa-»es | inequesfi Seu ¢cov@badadihda egbameignrastsowo,
principal mente, com as equa-»es | ineares e tr
matem8tica |idava com com equa-»es, contendo
tradi deée obBeLlrmmlkeaf.f Chri stensen n®&t0dd?9g wtoinleinza «a
de combina- «o, troca ou multiplircaaco8dei 4 i d
equa-De@po.idsetdeer mi nada@i Beceas8ri o sektasumesdmaui
equa- «oemnpcaocnat rseer as vari 8veis desconhecidas r ¢

No fiss@tuldeas XmxXtri zes est avcaom 2 & iofg dreenewnd ey ¢
0S mated&t amosmai s at emo rk 0S aroeas Bnvaetlt eomelbtgitse G2 o
i Nt er efsls emopscdrapw@esenvol vi ment o ¢e ac ponpsltacdr e
uma enor me&,prBatqruiez p orp ordesio Gr ,@adpei sdtaense nt e e com um
resolver estéesrs oot @emaaew ada ®BAecnol ogia, utili zeé

Gauss e Euler a AL avan-ou mais rapidamente

tecnologia embora elimina-«o0o de Gauss ainda p
sistema deeag@GkBR19BB) .

Em nossa proposta de model o epistemol -gico
tarefas perpassam pelo estudo de matrizes, a
objeto como fundamental em AL.

3.1.6Vetores

Dado a i mport®©ncia dos vetores hemt ppsesa
compreender a eop®jtsdad.emol ogi a desse

Desde a Gr ®ci a ant i gRae gorsa gdroe gpodsfPajl 8ealluatdi rdajmeoa

de v el pacsisdoacdieascecarsa sa fFrsalxlos, coenoqué@®rtianhagmrum.
Geomepgaria | hes auxipriocll emea ss adleu.-O«rog edrea dal d ¢rsa
vel oci dades, gue ® uma representa-«o0 geom®tr.i

laade M®di a.

M° bi us n(ol8&sityudonseebope de segmentean dcGa al iorbh
Barycentr|j€8eulCal doclrh aorui cuemmtsriosjt ema geom®t ri c
revel ando que um s eeg ndeontso p® mat BddN.f=eDr@eiBAAaB AeBn t=r

A no-«o0 de wvateoaxeost R madéap outros context

o

Oa a.l
se A, por exemplm:%eﬁm%.p.onfwzoermwn«@ A + B @
¢ ¢
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da+a'

A+B = , Que geometricamentegsamoa(aegi agodaoap:
B

al ®nr adkealthar com prBmMdud wa dEe sreigane®d rotsr. a | do Ba

utilizava o que conhecemos como combina-«o | i

Segumdeudonn® Md®P®d)do papaflr el sgrdebesmr mact
de um ponto animado por um movimento dito com
de Arqui medes, sendo a velocidadetmwmepresentad
nNo senti do sdeog unaonvtdianmegretnat e ~ t r a jperto-proiraenieead ndaela c- ¢
da velocidade.

Crovied49(5ppBao comendvatr Lmaltibod o del Idee Ex wisp o

Bel |l avi taifs qodé&3Ia&)xi ma de um estil o mais eucl i d
10 Uma linha reta designada usual mente por
primeira |etra at® a segunda, assim AB e BA
mas como duwass iq@uwantsi caodn sinais opostos.
20U Duas linhas retas s«0 chamadas equipol e
mesmo sentido.

30 Se duas ou mais |linhas retas s«o relatad

linha coincide com a primeira da seguinte,
pol 2gono (regul ar o upaitirda gigard eaemjdagde da pronpaira ® t r
linha até a segunda da dltima, é chamada soma equipolente (composta equipolente). Esta é
representada pelo sinal ~ interposto entre as linhas combinadas, e o sinal indica a
equipoléncia. Assim temos

AB + BC~AC,

AB + BC + CD~ AD, etc.

Tais equipoléncias continuam verdadeiras quando substituidas pelas suasilmdrashas
respectivamente equipolentes a elas ...

5° Em equipoléncias, como em equacdes, uma linha pode ser transfenigalatio para

outro, desde que o sinal séjacado ...

6° A equipoléncia AB nxCD, sendo nh um namero positivo, indica que pdadelo a e tem
mesma direcdo [sentido] da linha CD, e que seus comprim&nbosma relacao dada pela
equacao AB = nxCD.

Vamos nos restringir, agora, a linhas situadaglano. A inclinagcdo da linhAB é o angulo

HAB, que este forma com a horizontal AH tracada da esqemdaa direita, qualificando
positivo os dngulos medidos da direita para cima@ @360° ...

O angulo ou inclinagdo de CD sobre AB é igualdinagcdo de CD menos

a de AB.

A equipolénciaAB~ CDxEF + GHn&o requer somente os comprimentos de AB, BC, etc.,
mas também a verificacdta equacdo em que a equipoléncia é trocada pela conversdo do
sinal deequipoléncia em um sinal de igualdade como segu

inc. AB = inc.CD + inc.EF 1T inc. GH

A linha equipolente a 1 é considerada como horizontal, ou seja, ndo ipoksacao ...

6. Teorema Fundamental: Em equipoléncias, termos séo transpostos, subsiduiddss,
subtraidos, multiplicados, divididpstc., ou seja, todas as operacfes sdo executadas
poderiam ser legitimadas se elas fossem tratadas e@mumacdes, e as equipoléncias
resultantes sédo sempre exatas. ...

Bell avitis m«oprgarudroaldiez asveagment os od.e Hsitnah
generaliza-«o0 deveria ser alcan-ado pelos ir
(DORI'ER, 1997). A motiva-«o0o de Hamilton (1866
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gener al i zairmivleairoi ddhadse s geom®t ri cas entre o0s ¢
tridi mensional

Na obra Hamilton (1866) trabal ha com conc
coeficientes do vetor, equa-»eseqlbaparaesuervas
um dado pl ano, aplica-»es de vetores no espa
vetores, quat®rnions considerando como quoci e
de quat ®rni os, ver safr»ee @amtrquaq ®an®omison w0,p e
aplica-«o0o dos quat®rnions divi di]lko dem g3¢o mnwr R
muitos registros gRemPa r ictomwosic@ da Ung qubtérnionsoesa.
representadeomoq = Sq + Vq = Vg + SgHamilton (1866)¢e em segui da tarsat av
propriedades.

Segundo T8bwmape qRelVHDIBBI33 construi u uma e
em considera-«o0o @®mopreecpumtdee | he evsdpgaroogaksss wc idaed on ¥
compl exos vistos em sua® & e ’expuatst@riemeumrsam®tzraidc
Hamilton,D@GRINER,yEBEAIPOSS2vVvel se multiplicar e
gue | eva em conta o produto vetori al e 0 esc

comprimeatoeta-«0 entrecandiorle®e«didus avet ores
Figud¥et or dssr egr aR do paral el ogr amo

C >‘/n
A%
. ) MR

A R ¢ D

Font e: Hamilton (1866, p. 2).

NaFi guraa a20 vi dade matem8tica proposta por

M bius, com rela-«0 ao problema do baricentro

6 4



Fi gabRont o do tri ©ngul o com corda de

! - L
E §
A'»:'/

Font e: Hamid4ldt.on (1866, p.
Apresenta em seguida aasthWwak-gd¢0 ol i h8agquentfo

primeiro trabal ho "4 Fpngaopar 2de trabal har no R

Fi g2tEagua- «o0 | i ne aam+kebwd g B4 vetores

>c
m\

\.
A

Font e: H8®i6l,)t.pn GO
Uma primeira ideia de rota-»esreeprouatn®rani«u
versorlefi goUR 28tor unit8rio ou versor num es

mai s comumente um vetor espacial, cujo compr.i

vetor units8rio.
Fi g22Re0ot a- »es e quatp®rrniHaganegpreeaxear taa dkkaosj de 3\

"

N

~

F 3
i

Font e: Hamilton (1866, p . 157) .
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Para o pesquisador o0os n¥%wmeros complexos po
poderiam ser adi cijomnratdaoos s ammudlot i pdritcasddoeper a

procurou encontrar uma maneira de fazer 0O mes

suas coordenadas, gAs epera+rprppepstopadecindamer bei
|l he cri ol eamma pi ni ci al . Enquanto el e n«o podi
fakd® por qu8drupl os. Usando tr°s dos n¥meros
no espa-0, Hamilton poderia repvescns amPmpeunr dad
23B.

Fi g28a r mul a b8sica para o c8lculo do

oJ
i=
—_—
OK
—>
OK
j= —_—
.. Ol
ij=k
k=i o1
J k=i K-
ki=j o7
f’:j‘ =k =-1

Fonlidaemi | 1 &6 ,() p . 160

Comenta Mechialdes da Silva (1997), que Ha
bi e na forma a + bi + cj edgquel asaopnebksémgt
Observou que esta dificuldade te@s®@rnar aprgouan
comutativa para esta oper a- «o.( tBondto« oq upaats®ronui oa
reduzido a forma quadr.Anbeomrild dddsAMlIeltToON,s If &6
do c8l cul o dos qumatta&®d m,i oinrsi, c igalememn tae ,a pcaa raleu nt oonh |
um ol har mais abstrato, contribuindo para el abo

Os n¥%mer os compliemiolsa d d :n hsaarb psa ndiwmnsacsdsd cull @an a .e

uma qukeasvtexroc:8 1 oml o an8l ogo par damsel pontestondaea

da
: aa : :
conmdoesracncnlmg% ¢pgarexmeros reai s, e@ptorrato:aalnh;&rgauml
¢
&
a soma e a adi-«o0o destes trios, veriisftirci@amudto vaz
rela-«o a adi gedyr apadretvant@erauma | ei aritm®tic
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aa al a0 a0
Passou aﬁ)ezscnr.dbv.e'r + @j,@om(ﬁbq lcemo sendo 3
& ® &
unit 8mrieoxeixols retangul ares no espa-o. Portant
permitem uma gepm®stenta- o0 espa-o.

Segundo Dieudonn® (1990) o trabal ho de He
compri mentos (a =t Abi+ Baj )+ (CH ,wWdopi) porgzdjoR qlu=e+ A a
Bl CH( I ei dosCom-cdluuionsdjo. que:

)] Deewsse mul tiplicar o quartetos a + bi + C

1)) Abandcenaa comutati vi dade dsae mauldd pdadicat-i«

di stri buteimvirckedde «xo a adi - «o0:
I F- | = k deduzindo "s regras:
ke 0 (liisks Ei-C)i-) K)ia=k = 4 (i-ay) =ji = (1)) =

Assi|mbH @t dir x yr zZ+ tj+) ( &b yczdf )(tay + bdxd ) t+adtt
+ cx | H4adyDeyb# Ut vebpRm tr°s componenntoegso esopesc

naforqnwadriﬁ%a;(mmﬁl +Tgem gue se mpodemtaahdl hao e
[ nt e(rensocsa | @ax f)(evrentoosr Paldejmos i nterpretarmosumuart
vetor no espa-o0 trijdi mensional, portanto no R
Dorier r(es®®8) a que o0 agvuaant-®rond @gusadt’aAmead 0 d O ¢
al g®bricosmumqae reemrmisteaat a- «xo0o gewmm®t rplciacao«esp
amesmo tempo, o0 prodet oirrfaldadcsaah reer d@ pdreosdeunt voo |
ang8liseSegumdod ab. pdygediomadm®Boa e€Ce uma forte

deenvol viAmendtogodati |l i zar emosusi dneai aso ndsea r Hia nxiol tc
3.1.7Espagcos vetoriais

Segundo 9®or ioerco(nlcei ) ondetreamk a( axston8t i ca
insepar 8vel do conceito de di mens«o, que ® um
edepend®nci a. Ad enidtao a@esii pmp ® rodb acnotne em mui t os p
significado que adquiri,duaantengse d@abgsass ada
seu apoi o.

O in2cio desta joomabDesskBeasmatr, cposevalera d
descrevemos no in2cio deensonaapat memt eLesiolbmie
Uni ver spasle vesse de ac®erodnoe tdiiisde € o®echaummasy r s ea d o
assim submeti dao aawinaGstoig@a@sciban c ei t o0s de n¥amet
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Clgekman®® oin @aar p@ado Srassmann em meados do s®cu
NaobbDae Lineale Ausdehnungsl ehre, ein never
Anwendungen auei djiee debr iMpgmemati k, wie auch au
Magnetismus und di eo Kk rsyismpalAdissmesnhtinesonuy rsdl(Pefeticesr ita  d
Ext empsudd) c@rdaas 44 st i ngi a a AL ¢ omon duemat et edoe
al guma i«notge rpparrettiar- de SGea mapliisatcoa- ® 0 Gumaa s mal

Ge o meatbrsiter anga@ 1sa |

Na primeira c¢dipavoguiddlageibraa esta misturad
geom®tricaa.s &gusrkdb@d 2vdr aDi i AubddaAanungs!| ehe |
und in Strengey8 Fobawmi deambesteto moderno de
matem8tica que prkReceedmoestiazemnpiueacra@ass mann
ani8de veooboroaprecursor da AL moderna.

A AL adquire uma car 8ter mais axiom8tico c
daxttens«o de Grassmann (1844), peokdmmal coa sAl
di mens o df®icfaidéarst ¢ de todos o0os outros tais des
nentanto por v@arttaa nd ey we® 2Wtdipltooz e xt er no par a
Externa, e assim fundament adaxtEedms «d g& bhi aast evbiid
geom®tri ca, tomandoOupmas p@ss ecopd ommial 0 St aesu
guai s s- s«o0o descobertos quase um s®cul o mai
Geomeet FrGabra no desenvolvimento de AL.

No dweslewni me nGroa sdsamaAninr gtl@8uw 4éenomuas oprapri ed
vet ogesa £ Ryl b aparecendo a i dei a camg®br

[@d3=[ 344 1]- A propti ecgdgde & a~b) ~c, a~b = b~c e
trabal hadas na obra. Asgsasgng fgmo o produto por

Todo vetor de um sistema deésima ordem pode ser escrito como a sonma detores, que
pertencem am maneiras idependentes dadas de mudanca do sistema. Essa forma de expressao é
Unica (CROWE, 1967, p. 69)

Atual mente esta afirma-«o pode ser entendi

um espa-o0 vetorial pode ser espneatoddse wmaner e
base. Resultado este que pode ser tomado nos
DA SILVA, 1997).

O estGGdassmann (1862) definiu a multiplica-
combi na- «o |l i near mdaes ecenmoMollneasssied e dte 81 gebr a
generalidade. Em vez de considerar apenas- qus§d
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upl as ordenadas dbej ent¥hnvearvods e o neeghimsnea Npa@ 0 i @ mai s
mas geral (MECHI ALDES DA SILVA, 1997).

O pesgunsadar com umadqdéeschameamrae de . e, def
um eslpianecar | i vre o qual generaliz®uQQtau de | a
era um n¥mero real, definindo assim adi-akso e
grandezasepexotdesrsp vapr i edades do espa-o0 |linear

Bl QQBf QQB| QFf M@| B QQ B| |AAQQ

Al ®m da waofr guadad eout r a ipdoeri aGrraésesenadelande z a
exendiesanvol vida, nWpodal semadgrav@dezrd a part
por mei o d&ehp nbmee s« darp+ac+d/+. .Segundo Dorier
Grassmann se preocupava @omud ta d alclaa «roe ptorri tL
gual quer combina-«o | inear, al ®m de gerar um
el ementiardapmreo pdro e sdpiameon sved ofriimailt ad.e

Grasshage?2) enuncia a defsi,nieamo dpr eeGnpbau |
conceitua-«o0o de Transforma-«o ,dsthelaed emaen da sck
l ineari dade como objetos pertencebBmepantoi eBlpa
objetos s«o dadas a priori e definidos atrav
moder nas: Dado um sistemanld@meani dnades t dde M i
Grassmann defini umgcommseiemamdd dieodagdeans combi n
uni dades. Em saguo pleroaeues dé&meapuicedades fund

Assim GeadssmannUm l8HRgd- oV ®etwaor icaolnj unt o d e
denominados vetores,c hjaumatdea sc s mas o0 peEslaaibyErs, ¢
satisfazami oma®neaumeerna duwonsa al isnegguuaigre m at ual |
axioma (2) o autor escrevera a "~ dfb*r+bckF1 A a
AN b (p. 52)

(1 ptb=b+a (63 bg (a)

(2) a + (b + (c?7) =(g=€ aga++bPpb) + ¢
(3) @ = Im (83da+ Hh = a=
(4Yba+ b = a (9).a.1 = a

(53 £= b & (1@)=0,sea=00ub =0

1
(11a)/b=az,seb, ( GRASSMANN, 1862, p. 52).

Os el ementos de um espa-o0 vetori al S«0 Che
chamados de escal ares.
Esta axiomati za-«0 podeSsgundo sMacltioanl e pr d
69



adei a dnea weetresr«,or elewe l18b6&2 d®o®mo sendo um segmento
e dire-»kFoecdndkadas . progpgkorcrdddesonados sdudbt man eior
Ssimplesmente a adi-«0 mesonegmpi vmeni eVet @i es- ge@
tamb®m exempnobesz ale extensi vas

Na primeira edi-«o0o do Awaad e ndheufnignsil-e»sherse dje§
Subeskpaseo, di mens«o e proje-«o0o dre &luieumaemst a8 o p
mudan-a de base definindo a transforma-«o e
transforma-«o |ingearidemerdadel di em pNdwvw oW V=
. W), o mpsdlra que a sa mantdar e anetis «be ®Joi s sube

Depend-®inceiaar e dcomers&«osercamtiTabsi aai mpbp me
por Grassmann, al ®m de apresentar uma 1 dei a
adi ant e.

Na oShura | es debsedentmadGlrgagmsimaatni r 855) prov
di stributiva, como sendo o prOmdded @e¢decembmeat
| i neaeie = (@@ QQ M QO BEQQQQ

Segundo Sander (19 a9)p,ri Grea gsamarenr sermVv ider as e
Cauchy, que n«o o0 respondeu | €Cgmptreasd Re@agaisgs «
de contas] (tradu-«0 nossa). GCase@mprouaas| ee:
coi,saB®tsomesmos resylst hdos aapsasbqquaiasia em 1844,
na an§8l ias, eGeaa nge@tbreinec d i nvoesr sdoas fr2asi c a.

Como consequ°ncia djoeiprooud uaion d it neeiadr gredae ji d=
associ anoisvtirdageodpu-@eesepara um espa-o0 tridimensi ot
i ndepend®°nci a seeneplaes nureiptegirdi®an cdese @bja$ 3dei€ s U n
+3ee3+ ze8e1= ,0 i mplicaubuaptgoxmesmdagged 0 e siani | arr
=33= 0, multiplica-«0 estamutdéenpmi nad&omestdsab
deste trabal hoomempeshojramemodima o que di z r
l inear, quando o0s escal agwres dd-a tegmuima «es ttae ms aglul

Na(p/.l @@ obra (de8Sgddhsmaomaneanco&araegaoi si S

afVx,+ afPx,+ - -+ +afPx, =B

a?)xl + a§2)x2+ e aP(IZ)xn — B(z)

afMx,+afx,+ - +aWx,= B0

Podemos introduzreiprendiPhidrisllzd pgoi
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a,= a{l)e(l)_f. a{z)e(z)..'. s o a{”)e(n)
ay= Ve + aPe@+ - - - + e @

a,=aPe®+ aPe® 4 ... 4 qMe
b=B(l)e(l)+B(2)e(2)+ PN +B(”)e(”]
E tambh®@mna @ .n. . 882 .a,,0,a ent «o temosLoao¥ni

_baagagy..q
a8,83,8,...9

comenta Qque 1pakKansgeae xpbsdetnerx di vi skiot mpoduvezier dqg

assi mxpgpsax Associ andodetei mieSaanddses7 9 )

determinan@®pda @ApsPremos a g°nResgra chaGram
Peano (18883%u®ubhbuilea&iaetpdom®f CBELoul o ,ge o0meG

seguAudndenhund@gs lassmanpde meira defini-«o axi omé
sendo c haimatdemaa&lsd eafeiami - «x0 de espa-o0 vetori al
ei tou ampl amente conhecido por volta de 1920,
Zeit und@ TMmper eemtant ®r 0 @afsr qosu,b ladsed g wani- s obf er ma
sistemas | ineares de Peanwet griues eaom ss ulaipreebaarae S
Grasmman (1862ado«outmel hpr es edtithggru agelm aakcs s
De acordo conmpeéeari ede (kOB S5)mmortante contr
axi om8tiadmiges oPe aabdr tBuy, e fMamaml|l megos preci
Grassmann, comoonmor e beaxecompd @i, d ros &Qoe.c odnicnei t o de
apresentado por el® so mWameerso tno§xdierpda nddiee nvsee 8, n 0
| st ouffiocp@ma eprovar gque ngywealrgwser ri nadempjenrdtean t e
di mensioeptesenta um sistema .de geradores e,

Peano j 8 apresentava as propriedades com v
segue (PEANOp. 185), iUnedpr eas eartdrmemoe l«@ de U de
posi(tRivgo):r a 24

Fi g24Rr opriedades do vetor de Peano.

69) U=U)=QQU=11").
() 11U=—T1.

(3) T 12U=al10.

) LU V)=1U~+1V.
(5) (LU) (LV) =TUV.

(4" Lxl+yl)=ao1l+yLl.

Font e: Peano (1888, p. 75).
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Na obra de p(P®3Bpoyvyei8@&@Bcar o que chamamos
o qfuail r epdaseaduwidrot e f or ma:

SendoxIU += & @& W =K xz

Ent «©d vt er mo usadl¥se@odawPeampmol):

UV =06i ¢& z J K Gi+zd () KA 0i+x0y() X yJ

Segue um bivetor u escrito na forma:

u = vJKhHKI wKtvalseck o as coor dearSedaso do shinv
coordenadalsVedno f minv extoordas ¢ oor dcean a doaus sdeojsa,s
U e o bivetor u fica na for ma:

Uu = (xv + yw + zh)Il JK

A

Caso Gypzgpxppo,px®ej asm as coordenadas dos ve

X y z
UVW | y Z]1JK
x" y" Z"
Peamea luinz oeusstoubdcoe um si stema de opera-»es a
um modo semel hante ao que a 8lgebra realiza
apresentada de maneira formal, Qalrc eden®tG d € oc o

1888, Peano apresenta um &bséeemamSegmatioc Meg

da Silva (1997) este sistema consistia de qua
mul tiplica-«0 por escadfairni -T«ad lndm edro- xaipmae sea
vetorial dos diimeosadtia asmeshimdeleaf idnBexqumaont i dades |

independentes @m®mmdei st @mal har com mudan-a d
Peano) ( H&3i8snt e mascrodbal go bemdaguert shoodee r
espa-0s vetoriais, como segue:
H8 al guns sistemas de ent esapionbdriec ao sc eghuj aui ns-

uma I mplica-«o0:
i) Dados daiebdensést ema, eat zgbea exppess ac«
condi-«0 entre eles, satisfeita por pares d
(a=b) = (Atdrc)(a=bp=c)

ii) Definiu a + b guwentddm«pue satisfazer a
(a=b) < (a+c=b+c), a+b = b+a, a+(b+c) = (a+
iii) Sendo a do|Z¢:,istbnea®aaesmmatde dgeait xoa

(a=<igma=mb()a+b) =(manyambg( ma) & MAama( na)
iv) E por fim,0ao=®, oidutbw ( der 0) p oias si oauma,
= REANO, pla#e,) .
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p
[

Segundo Dorier (1995), as tuanmat atni8vad s edag e
eldesej o Gk melmavirae da i nvas«o e»mer manadddeeat i
mportar alguns @&epenet oEsmadjau adlqgueebrr ac amsao, a pat

m®t ordal 2at i c o, a novaGeemaetpeaemti @ @&l gelbl a- «o0

d

e

o ® O @ O

O o T < -

(@]

u

a matem8tica, o®ocstsesol dgad®t iem.umMeprt e sentid
nGe o megterrioau a mai oria das ferramentas relacio
as substitui-»es |ineares (isto ®, mudan-a d

Ap -Pse atheos tsec aade®Pbma her leemf(@x9&blu, espa-0s | in
peradores | irrPadbrlecosohime Lesvtopsedi azi éwmil addstr
pplicazi ohAs abtpérmraabesi de distribyi -scobre <8
peradores, semrdbdpadaoanddmmeeademplde mai s intriga
spa-o | inear, era o conjunto de fun-»es ana
i mens«o infinita.

Bur-Rdrnti acG5887eknteen dienw Pu@Emeneltirfiear enci al , [
ntroducci -n 7 | a, g®o0 en®®r ooe Cegklitc¢uid®o edd i if @ rale @ cC i
unt amente com o aNMiahiaodouMaocobdbohgoero, que f
m r el a-deo Peamtowr gue dpresespat keiaxieoma$t il ¢ aed

I nvestigou @asc&lpdulca-wetsovwaiae d eedre uthdae sacapd

roj eGeomelrfiear enci al para a mec©nica do con
ransfor ma- »esi na rhaddmza-d« o ©mi cda ment al da deri
omparado com um ponto, o que | he permitiu
undamentos da an8lise vetori al

O pesqui s-kdotri Bgaadawwegt or de c& mpmg fou mg-u@d
ariedade para a uni«o (feixe tangente), disj
onto, o valor ® umtmemisd ed @ oaschaa-madea ugeb a -
e fWUmhraampo de vetores ® diferenci 8vel se p
ampo em cada ponto produz uma fun-«o diferenct
omo equa-»es diferenciais indepéndewvaei ddatde]
urva da variedade. |l sto define uma fun-«o0o do
urva em cada um dos pontos que constitui

Sendo assimoiuma mMauay a oihaa mpo ddes ey, e tpaarreas ¢
onto, a velbec®Rsdade ad a aourcaanpo de-seetqgauree a Icalg
m caminho completo do campo vetori al

Na 8rea fdena@in®dsilseespa-o0s funcionaisndgsai m
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perspedodrpgpeaddpdEspPR2 os tHee Btarnwatchg afeodie ubna spea)ss o i r
ai nmaara o pr ooeass aBadea@hXp2ap | Thb®ari e des Oper
Li n®a[iTreessr i a dos Op,erapme £antla mean,r es¢ gnan do i Bor
resultadosudai eam&EBldi enenscad .AlEfsitrei ttae xt o, e a |
Simult©nea da primeir &186,80Dfmaroc edwee nitadns rdgemne i \&Ware r
essenciais para uni fespa- olsmavceitoea nikadictaakdieoum8 it n
( DRI ER1)995

O pesquisador alem«o Waerden (1930) tinha
ajustando textos matem8ticos como, os Espa-os
pesqui sadorCligndbdruee nd ®O @esi@foi XXdor comenta qu
An8lise se deram a partirEmdocum®todbd@m ax ipoonsst2ivc
primeiro cap?tulo enfoca o trabalho com espa-

Mui tcaosnt ri bui - »esdearen aCl ay evibiirereadvh iccbent @ adbeu i - «
Steini tna (ABIgEOb)rTah esccrhiee dedeKPrpem um gerador

definir claramente a deBendmaceaxt énsnemrfisobt a

Com r el aelxroa aMoCd egr n a, ainda sobre sua cont
veoral , a Tgeucar-ersetsdass &utlor na f ulredba mean tdaols, Det &i
sendo ainda menos I mportante neste processo.

Apareceram estudosccman ab vieed sekdC a uncfhiyn intoa ,i n
s®cul peXimXt em amat abbaeslee cteer- ru ceaq upaa-r»ae ss ildsi theennaesa s
para o fi Aal edoas®esgl ontwemga afiesn tt a mMbe&®immea kime ma
l i ndanrfd.sni t as

Segundo Dooi mat ¢MYOBYO (POiLei ro a definir
vetorial de fun-»es, como ceshecemmact b ede Ri
t opak @it ur @z @ bd ®sna s Rp edsexsi dt v waaam t eetr p-r« 0 ge o m®t |
di st @edii@i@anacommumsmpamer o i nfini tae s garoa ldell
com a dual iidhadie iGA e a S

Assh®  uma converg°hgei®eametnficad sTopel ags aa
formali za-«0 diz resaistader aasor guer ar mapelueg
i mpl 2cita. A defsipmi--o« dv ebtaxairao ne8n | ecsap edoi ael por Be
cria-«onaeditmemsgpecor mintfipmd o gi a,d irneef faszedart hae u ma
base mais for mal

Segundo Moor e pelsqqui)s,adomut Qtuge bt ac oModar n a

Um espa-0 normado X ® chamado de Espa-o0 de Banach se
2015, p. 1).
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especificamente, foahr @ ea elke onrdt,a nadperi eAspeRygtea nad 0o dox
sobre umcamglos mar an Yamer os al g®br i chospamMae dehka I
extensanpodealcg®bri ca. pRamgdlo e afflaiune uitmtrr oduzi u
gerahetteeAdesenvol veu um ger al Teoria dos I de

Bikrhof f e Mac Lane (1941Surp eMordie)fr np yAblinghecbar na
abordagem axi om8ti,qaede «®s pav-ocaldypeasb cana ipdlimst @ rr n :

espa- o0 Vsothorei almf cia mpiot 0 S¥Cc ommu m o®p & Mudno «gor u+p og |

abeliano e que satisfa-a as seguintes quatro
(vl) a (x + y) = ax + @Vé(a a)=(ca ca)
(V2) (a + b) x = ax + b¥%a+ b= b+
(v3) (ab) x = a (bx) (Ve+ § + g= &+ §
(V4a) 1 .x = x (Vx@a+ § Hc ac)
(Viy+a)+(bi+bp)=(u+b,a+b)(V10)U=0(.BI RKHOFF; MAC LANE,
p. 170).

O processo de axi omatperap aos a ope leas padio-s« o/ e

par al e)y,ogrsamao qualitativo de sistemas | inear
Hamilton, com seus quat@rovosaandmadas- daof s®da
natureza da Clgebra em geral, 0O Qqué uaan tarl igh®il
consistente para a teoria da |intetapli asade, e mom

Com o0os estudos destsidot dlmmas dleitoess aai el notreasd of. o i
A Clgebra Moderna, 0 esbuedstddoTdpols®gi & s ¢
trabal har com di mens»es infinitas, junto com
Banach fundament al , segundo Dori er (1995) d e
axiom8ticas dosdempaso®s WVehbtraaesideinita.

Os construtos desse cap?2tulo para a el abo
relacionar a Clgebra com Geometria Euclidiana
As i1 deias Descartes e Fer mat nhArmsalf?tzieada,m gpemaces
da reta a partir do plano cartesiano e 0 estu
com escal onamento de sistemas | ineares.

Euler nos fez pensar em tarefas que envol vi
Peano, GrBRisrskmamnfnf ee Matutlandos Ers@plaemikusst @td@r i
sistemas | ineares homog°®neos. s@aydaesy nmmaotsr iizress
propomos tarefas que evocassem a necessidade

DEAl embert nos fez elaborar tarefas onde p
l inear em solu-«o0o particul airadna.i sTaal ssfopeusm I ¢
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fundament ai s para a constru-«o de Nosso mo d
perspectiva de sistemas | ineares como idei a
pesqui sas para a comdetnnuepd sdea mpiomostoa de m

Esse estudo nos permitiu estruturar wuma ptr

urso de Licenciat ur ac ceme xvkad ean8mn i ac ae dtou d d Pdhe ¢
onson®©ncia com as notjcanfoe mMmeESBEANEXOBue Efr aF/( 2
ue nos deram um nortpe@irsa vi onost mua« e ache emade It
0S sistemas |ineares perpassa por toda a AL.

A formal neaegsm@EBfpmagogcesso deo i st sabher onmhs
rabalmadel o articulando apenaemospobpemnmos mga
ap2tul o.

Nossa inten-«o foi tornar o ensino desta di
gue o formalcsimbadausa a@prhfendi zagem. Est udamo:
ue possa futuramente, possamos generalizar

egistros geom®tricos como motiva-«0 para o e
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CAPITULO IV i PROPOSTA DE UM MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA
(MER)

Nossa reflex«o ao n2vel epi stemol - gi co o0C{
investiga-»es sobre o ensino e teerbgiostlrgar §Aat
hist-ricas ao trabal ho docente. Logo a epistel

com a did8tica e a hist-ria da matem8tica.

4.1 CONSIDERACOES INICIAIS SOBRE A PROPOSTA DO MER

Mendes (2015) proeopsa@aique miamdmesniteom nvest.:i
possa possibilitar aos estudantes 0 desenv
(re)descontextualizar e (re) despersonalizar

BoslBGasedqd2mallértam gonéoqu-egiecpd samnddd 8mig8t a cd

as pr8ticas docentes do professor de mat em§8ti

maiex pl.?2Oc iotthg epr i m8r i o de i nvesattiegnast«i actaibai @Dd ade
mat em8t i cCGheevsacldlaard gdm 9mde@mrbp»eda tr afsTPPposi - «
gue n«o ® poss?vel interpretar adequadament e

fentmenos relacionados com a reconsmroa«prespc
institui-«o de produ-«o do saber | mat8d¢ mEtai anaw. t
ampl a, aspue vi«daades matem8ticas institucionai s.

Par aers ea cte stsec ianve nctoon ci e stednf iuano amdo o e ea idt ¢

nten-«o de ensinar. £ por i sso0o que n-s coloc
refer°ncia epistemol -gica e a observa-«o di
onsi stente na did8tica,etwemaniveanteuse dfeorcroenpe
onstru- «medami,tsiagbskwe,ci al ment e, a questionar

O O o 9

ient2ficos na sua rela-«0 com outros saberes

A Teoria que al iTeor-ia mMng s o poditAlRd cea®qdee Bied)!
Chevall ard, est sadmeot engleciancd e edhé esiab Chevad | mat
(1999 .dssmanadaz«wo para aantiop@eeogepea@AdAD t eirtmos

atividade emateemrm8cdamsaequ°nci a, 0O estudo da ma:
atividades humanais.se de institui-»es socia
Cheval l aerndt e(nld9e9 9gue um objeto existe se um

gue ® o0 QgOoemanodatsoe cdeeb jeessptau-doos, Lvoegtoo rti eem sigm e h a
conhecimento e um sabermnrgacnonrzlheiodadecsemaciomhn
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exist®°ncia de um objeto depende do reconhecim
oOou instituij-extoo com esse o0b

Un pesqui sador da dgu&stsep8samanad emi@d a ¢ &
pesquiosiapdeosrqui sadem idnid&it a e aeqduae neaxtpe noSrtaircga as
restri-»es paramoumagateiavpnanat pode p & dspear ecarh admaldb:
da mat ecno8ntfiocrame i dei as peopunds2 @l 4Acsrs | hh euvsaalr leanrc
| ocal de trabal ho, labsapara@aiemaelsaudomadaumng
experi menthaan»deos adsi dSti cas gqerestelde odluskar a&a,onh o
MER.

Nossa propostsaa dceonMER Ui r um sistema de ta
apar egronmeauama arti cul a-«o entraALbBbh) enesrde«en
no Brasil pa?,pmeodoinr o®rst earhaumtoes em pri meiro | u
opera-»es e solu-xemdgrdai d € ® nd sl dde.is nNeaar eénat zan t o ,
t°m dificul dadesei gasntomaosubespa- ®p€Caspaon,
19%Bor 198 HBIBGue apresentam como alctoearcreatt io\s
antigos w@eonmnamdvngd,o defsismada medneti aarse nM®,sq meorstsmd p
princdpieidéeemas |ineares ® a base da AL

Um processo de reconstru-«o0o e articula-«o
compl exi dade crescente, que paestathodagqueatk=zes
segrmat e m&txitaoaas mgt em§toi eadss udo pr ovoaxsa ea reaeagys
tecnol - gicas, gue por sua vez permitem constr
tarefas mais amplos e compl et os, pmruax exeldd qina se
atuar «o coBrm@N md@Ek1)o.s (

Descart)psbDiGGaxdDurs ddilszuMestoh,ddbea B[t odai a
degue para aceit averadguresar ias@imeasa ceomddeecnet e ment e
di vidir csaddai fumaul dades que examinasse em tart
necess8rio pad admepdhmor asesdevas dacomensaameret
exempl os mat ® 63$ mmhes compéeconasverDeveam¥ber d:e
compreens?2vel, e que este possa ser seguido p

Neste subcap?2tul o apresast a mo kaokuartacspdofala® A1
Organi za- «oe Nbdtd@MI)tciac que di z r e P gietbo a@A i eresi
No curso «be ldiepcedocaattuemStampuadai r 8 nos ser vi

Eptiemol - gi c @(MERf eqdecfi@ai traduzi doapa@an®lmssiss

2IA jdeia dencxefse°dg8iem ser model o internacional de en:
de tese para se ensinar AL, isto ®, um entendi ment o mz2
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|l ivros died8bbiscad® esaber de pFedesabréds Ber &L (d
real i zuanPeocdeso de EREmMde @aoBeds EPAsa (

Quando falamos de model est amost amgl meif eoms
abstmagque se cnneacpefdasaapr mmfad sesgaasse adng ,( 2a0f0ilr m:
gupara come-ar a descrever e explicar a pr 8t
de aul a, podemos nos situay eer daoddeeirl moss edse t pea
como a matem$tiac & se sCeotniaualcdbg al gguapord emadies rMoIT

gue sejam ainda popareoebbgohpempiond ®apma@af essor e

e, consequentemente nas snme@Acr iptri§dc a d3mesg yunmdcoe abBt s
eGasdq-2m001), uma praxeologia ® dita espont ©nea
organi zadas, podendo at® sejemsti mMpcav amawede, s

Ssistemati zadve &r eaomamtagadad®m de sgoakresua pne
di d8rtealceaat,i vamente espor 8di ca.

O MERt &l aciocommad ocampreendemos um detebmmna

0s model os se estabelecem em refl exxtad itzanr inc
pr8ticas. Mas ser8 que as pr8ticas alicer-ad
domi nantes, s«o0 suficientes para favor?ecer a

Na perspectiva da Di d8t i csae dtae rMau ne neSntti ecnad ihr
sobre um ou mais objetos matem8ticos, ent «o
contrastar o model o dominante e conceber uma
estudo e de sua amplexil dack® emenéeriede co

Ns compreendemos aes a9 iegmisushEhee um meodlao | nst
apr eseditrazdeamgisnadas, de mons Dawtcadasomoaopleeaamas m

forimafo i dei a n«o ® retieradrer@® fioasmaltiucmo,namaz a
o model o vai em,urmpovMis®Psaa maiopoErt&at i® eensi nar Al
do ensi.no m®di o

I nici alrmenftaezerpmos uma asrodlrieseundedadma s@QME
espa-orsi avet o preci samos di zegseo opyet enteexrpd @
oljt i vamente, e a partir decoaos$ scaosnt ennopsrseoe nnso«doe |

Nosso MER fora el aborado a partir deeutmnat
gue todo saber tem que slkogorgasaggemdo ad ghll,a
s e maniinfceesrttao, nogwe p& | gp BFMe-Isuirad aismdleu ie sp o L8e | SC«0s
pr8ticas progpriameghed datdas ,aspasatpodbegne
temos sagbraedsagga nosso MER constru2do nessa t

compreens«o que a TAD nos dar.
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Par a sqaubgearo he este status depossashaerp gtoalnn cpuoer
outro, no sentido de ccoomece t®a-Msg gauge onposse, € it soa. nsaenrd ¢
Quando dizemos que 0o saber ® incerto, nh«o que
aceito e num futuro pode n«o ser mais aceito,
num amanh« pode n«o seri tmadias,, ap o i® npeocdees ss8a itoo
compreens«o.

Nosrseal a- «x0 com o0 o0 bfjoeit op cers pnae-iogsn algee & o viar aoifs® nic

sinar esse ObjetdeveenwsSprAQgUOE aE®Gh £ efmod] at 0s C

t ®, esta no ratsoo bdree eenssg ansatrpr Sftnlleaa s paw a que

sPag.a reébedi mpdmB®deintoas, reconstruiry e Ppabar i

n
e
e
everemos pensar em como i remes pc @adictdassi,ba da
onstru-«o doeM&ER, pmbdoasmige eamtss? vmh a dtae<roh &y u
m

c O o o

a sequ°nci a, dir2amos | inear, no sentido de
Nosso MERCcfommc uomndes qau-ednma, @pepte o ca pd e emesfalre) .
sobre as pr8ticas n«o institu2das, poi s nNn«o s
desarticuladas de outras pr8ticas.

Um saber diz respeito a umaquoer glahnei zpae r«noi tper
como uma m8guina de pAoDiud&gbi de dankatcem®@nit oc
antropologia do conhecimento (ou antropol ogi a
di ferentes ti poess:deasobijnesttoist upia-r»teisc,uloasr i ndi v 2 c
ocupam nas 1institui-»es, tomando os indiv2du
p.10, 2015).

Chevall adg (bh88tptivos das | deciaars§teue sOTIr
matem8tica ® apontado pelo autor difeno tbtlea sa f or
mat em8t vi va (CHENALAAR®t em®Oilca cristalizada,
(1991), ® a matem8ticaecpnoudmi-ckad me pPpbopee¢ S0 N
soci ai ssse Eot eémbtadtdlads dei ado«o peoésbca e cdadder een:
ampliada do saber por parte de quem o usa. Po
aprendeau asumedidas diversas que sua profi ss:
instrumentos padr oni z acdoonsp rdedeannseeot e m8t i ehednso
0 engeandhgeniaroisua f or ma-«o acad®°mica.prMattieand8t s @
pedreiro, em outro n2vel do saber. Al ®&m di sso
Em outros termos, matem8ticos e engenheiros
mundo de objetos e pr8ticas sociais repleta

usdbesses objetosas Preealkiasa-mMiap udi@s DS ietf eerh
mat em8tica (viva) pelo usu8ri@ op. pl)l.o oper

80



Nossas an8l i s(elsA bsjen peplovivibe®dweov a(ldl @ &k a ntoesor i a
fone owesrui8bs pdibasalaissaocbr as sel eci onapdasdaesm- nes s 3

praxeol -gicas: tarefas, tipos e g°neros de ta

A teoria base epistemol  -gica desta pesqui s
se desenvolvem em diversas institui-»es em te¢
evitar introduzir distin-»es padtwlrai gupotucda

humana pode ser ¢@dgeacgent a&Nge matseor das ade vi dade s
praxeol ogia pode ser denominada de estudo ou

Oobjeto de dianvieAdh s igeat « ona ans8l iiscea,dai nactliuvii
escol ar, e suas rela-»es humanag ue? o eGhasvaat alsa
(1999) coloca a TAD ssamo umman®tt ea@roi ad & i (auhe hg ® e
interior de uma deter nNomad &Cgpmrcetpittsuif-oknod adne n |
Didactique: perspectives appolrn:®ekRe cphaer cuhre saepmp
d°s Mat h®nmaHEVAULLSsARD, 1992) relata que a TAD 1
dos | ivros didm®diialosanall 2®m odoo epmtdkescrever o0
escol ares, fornecendo uma boa vis«o de suas e

Chevallard (1996) apresenta trOs &3 efhens 05
as 1inst,i touu -$seksa, oamodo de f aze®t eemadre§ puemmas apg a
privilegiada em rted aa,- «e0om awisr toundagt eloi dxt ec Threaas =t @ ru -
te-rica. O objeto passa a existir no moemens o
uma pEesoansltAtruel- a0« oX@peE®@ s ogaule dseer §R(d¥,no@)a d a
rela-«o ingstoipwRilona®) sle dB Messen,oede as rel a
sociais com o objeto.

Consi deraarbermbesd ut i | | zlaFRA moo®pr esceanasntke ui - «
anal iesmm eanp@o bj@d®st ssedm&pr e perddamdtos¥add e mas | i n
at® o0 eBdppa-oosdoMet ori ai s.

Segundo Chevallard (1999), toda ati visdeade
com um model o m2nimo (pr8ticas), Qque se resum
da matem8ti ca e ml® ulaelsqgeure rt oipnesaixgeitedréor ogso sd en o ou
a- «0 do sahejneaiermabicoenglanto forma particular do conhecimento é fruto da agéo
humana institucional, e é algo que se produz, se utiliza, se ensina ou, de uma forma geral, que transita

nas instituicoes.

2para Chevallard, BessehsentGiade, nt §20® 19 wow0enheci ment o
constru-»es sociais que se realizam em institui-»es, e
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A paalpawarx e ® deiranada por dai8xitseremasm gprsgma &
respectivament e, pr8tica e raz«o e rlematpr 8noi
esag@ompanhada de um dl e ggouses oa, jouus hseefjidag a ,rdaeg wupm
constroem em um processo dial ®t i coes.e Naas rnao -z» e
tarefas e de tipos de tarefas.

Refor Coarerda,l | ard (1999) prop»e um model o ep
descreve 0 saber matgemitziacoesmotuempmax ecbd ogi as
Nesta perspectiva 0 sabenmr §xugsyge gspen Sdeaficer er2eand ii
nz2vellogdoosc,onga®edi scur s o amd toemsa@u,8icdoiezado para ir
sentido e desenvolvelA aump+r8di dasmas enchd®i isc an 2 \
praxeol ogi a

As praxeologias acas@apadeceama hora para o0
acabadas, pois se ® o resmptado de b mjpgwCdd ecsat €
de funcionamentac exilxat-ees | nmvoadreilaalréd mes, semtdoc
pocesso de cons({tpruoxesgmateen8dastcimado) pr axee@lsagit
mat em8ti ca

O saber matem8tico aparece organizado em d
a pr8tica realizada -pe | sfaaweerrf e Neswrnt,e e ed e mo
esta mai s rtelpaocsi dreddpon ocbdBsamaai s se estudam e a
para -abherds§

Em uma organiza-«o0o praxeol -gica, identific
ess®°ncia da no-«o de praxeologia se encontr a
respecti viealmenQueandotgma fareparte TWe dum etmomo
NT(tpertelhce a

Cheval l avricdlst ¢ A 8d®Waasr t eorTiAdDs ,e i@otfiol ®® ,d ea Guy B«
a Teoria das Situa-MNesseDidrgSttiiga o0 (saiBDEmaapmn
S (x7);, ymwo qual estruedpfaenttseeso i ,reegt o® @eoksssdok
s2 mbodleosi gongapost a)s dbees8 tuid@ad®VALLARD, 19970 . I
"est 8§ associattemaotesAld@m Adliesso, em outra ses:
o cerne adrgdADzaasesTemax etodr-gfiacdals)y doparaosadl
as t a@Tef ebeeve e@ nutha ma ddoe fazesdl vPa fun-«o do t
T com a ,t®cemexa o] bl demomlTnddo #Hezdid ooa da
( CHEVALLARD, 1997, 1998, 1999).

Refor-andé@dnedstaei 204a2) postul ou sobre a n
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a inten-«o de articular e DPeséacbdrAdarrcaadmet r(a2s0 1t
19) :

Em termos praxeoldgicos, podemos entender a Tajefaue esta sempre relacionada a um
Tipo de tarefasT), como toda acdo singular, particular, especifica de um fazer que se
expressa por um verbo, como: arrumar a sala; orgarggamesa; encontrar a fragdo reduzida;
fatorar o polindmio; simplificar a expressao algébrica; encontrar a equacgédo da reta tangente
a curva no ponto P; dividir um namero por outro etc.

J8 o TipoT)de ® amefcaosnjunt o de a-®ezaumého chasis

tarefas com caracter2sticas comuns, C0mo:
express»es alg®bricas; encontrar equa-»es d
P; determinar o] guociente ent ree @,0i s
T={t;,ty tgty, e nn by} . .

As nNo- »es de tarefa e tipos de tarefas,
i nti mamente relacionadgsSnaromdectdmoapeani sx ampl
fatorar, transf omar, determinar, et c. Det ern

determinados problemas e s«o0 compreendidas po

A an8lise que faremostidlaiszadoemasi "ot il § vir o«
nos 1ir8 fornecer unc opnip b e Kveel lasded i eangsni-msatri c® wWma

apmdi zagem em rel aed¢m®ra@aichjeto Espa-o0s V

Chevallard (1999) nos indicaseakeinesedsi date
dest adhar ggfuees, ti po de tarefas e g°nero de t a
obras, constru-»es intitucionais, cujas becon:
( CHEVALLARD, 1U-99©q .pass3g) trad

Ano-&ke g°nero de tereflas, agest desepgendsd ao
transac?Pdooabljiedtaod e vi sto gqC€el oplwde es iog mief itcaarre f
express«o aritm®tica, duw aef edted aerr mi ma r e 0p rne/snsec«
uma palavra dada. Assim sendo o0os -géneaosudests.
anos | etivos. (SABO, 2001

E mai s,

Durante bacalodsgd@alroud earenimpiaqae aactbisipiors de
tarefc@sre oemeismoo mde i o @il umei r ocap cceohrder a
vet presdepoi sgalnaunsa ri aotuerga apr,i métt dnea mo v al e
para osDgrmarestorsarConceud, r Ekpressar . semr gd.un- «
(CHEVALLARD, 1999, p.2).

O blocofdaesaben vive sozinho nas organi za-

23Fjor exemplo: O objeto sistemasolfendamsesn®aéstodcdadsi sbd
1U grau com duas inc-gnitas. No ensino m®dio se estuda
ser uma transforma-«o |inear, isto ®, weel amda pmai pkrkdt
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gue o | egiti me, pri hespabment bl paetb @adadnos a boegroas
Nesse, baotcPposisaa um di scur so dgPwe ®m,j uasdeiefcigmd ,o
uma justi fi ca-ec«iam mddee aatll@toor i na2, ¥ edCetHEoVtAd d aA R r 199 7
1999). Da jundeomda Utt @e@misd @ g ibd ro,c od ednop tisbddp . por
al gumas situa-»es @®upec 2tfeiecnaosh e gas eta@®a@amsibldzaR g u e
apresentaremos aparecer8 o0os elementos do bl o«
1998, 1999) sobirei el e@ameotpsesr dastAlLbdo qualitatdi
di mens«o de um espa-o0 vetorial

O estudo te-rica da praxeol ogia mageahbesSsrbi c a
sabfearzepor mei o das rel a- »eusaipse spseoramist eem iumsat in
doc abde modo cont2nua e involuntS8ria, |8 que e
poss?2veis rela-»es.

Devemos pensar em tarefas articuladas que
t eve ba®enangaasni z a- » e sOMmsag kans§ tqi ucaai see () iegti ¢ monlgo gi c a
O processo O®. ensino desta

Podemos dizer qgque uma organiza-«o0 «o0odS8ltoga
corre na sala de aula, mas compreendemos que
stamos pensando em sistdma©mhée t oadef ansi mor ta
azer e 0 ensinar matem8itda@de Gememdgamdioz ars su m
e wmaa matemgbbhueodategra de maneira centr al
ej a, adagqgoescmadeBtmbea a responder EnOERWNGADD s 2
ais OD ouw @radamwlcagied®! ment e, o0 saber acontec

Par a @aloadt2n em s uma, a OM e a OD s«soe doi

gue a constru-«o de um trabal ho matem8tico ®

w o —H @d O

—

l inguagem cotidi ana, poder2amos dizentoqguwuéetodry

guando voc° resolver certos tipos de probl ema

O model o epistemol -gico ® indispens8vel pa
emer gr 8xamo aplliceogokagquedla se prop»em osomoext o
0s |l caddmi@ac® mWe Curmenciatura em Matem8ti ca.

Mostraremos gque as OM concretas em torno d
o papel do matem&di d8t ecou® airmh ebg reassitt mmsot idteu iIAL>
escol appaz@BRsdemrstrregionstruir os objetos maten
No ambito da investigacdo didatica Gascon (20@D0d), Bosch eGascon (2006b), a

separagdo entfazere ensinarmatematicas constitui um dos principais obstaculos para interpretar
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as questdes problematicas que surgem no ensino escolar das matematicas. Entre estas questdes ha
se citar as mais geneéricas, pois se referem a matematidarensiderada como um todo:
A Como d emlisar @progasso de estudo escolar negenaticas?
A Como explicar o f en - nafiemagdomaténetica dosacidad®ios e uni v
A Quais s«o as poss2veis causas do crescente
matematica no ensino basico e no primeiro curseersitaro?
A Por proiessoresde matematicas, de todos os niveis educaciatesenvolvem uma
atomizado progressiva da mateméatica ensadae propdem em suas provas tarefagsla vez mais
algoritmico®

Para responder a estas questdes que surgem nos sistemas de ensino das matematicas
necessario se considerar de maneira inseparavel as dimers@esatica e didaticaD problema
didatico inclui o estudo das condi¢cdes e restricbes originadas pantemgio didaticano seio de
uma instituicdo escolar. Para estudar este sistema de condi¢des e restricbes que sofrem 0s sabere
matematicos para serem ensinados em uma instituicdo docente, isto € para estudar uma OD
determinada, devee levar em consideracdo digbes e restricdbes que nao tenha sido criada nem
pelo professor e nem pelo sistema de ensimue ndo provem de nenhuma intenclidatica
(DELGADO, 2008.

A partir desta ideia | evamos em conta a e
di spost ®egnuaadOM.Godi no (2003), para estudar o0s
e aprendizagem da matem8tica deyeenoperc@ursti arerc
gue a atividade humana e que 0S processos s«o0
sendo assi m, a ans8lise epistemol -gica de obj e
desses objetos.

Pensamosscomo ( G898a pa0rOt3i r dos trabal hados
Epi stemol -gico de Investiga-«o em Did§8tica da
Mat em8tica esta na prmipni®x inatpeminaineang a@ma@niatpa n |
nNos per miatte vii dmalrecanmod enBjt eca pri m8rio de estu

Nesta rieaimpdapger um model opognuteo ,denoviesnt an o s
aluno dar significado aos si stemasndde zeagsupas-e»sep
vetoriai s, gdu meqnpac-00 ,nolsasagpoa ando em entes his
de ferramentas quetBAD fromaprqaEo raop ma sgamd & atr o
esses saberes intedrioggPovsetias ,d g 8e msaien od ed e roARlami aradian
de professores de matem8ti ca.

PostutaméosmAul oud (2007), rpbdbias aegue psees @MDs

reali dade matewm@sitcai qupase nsadmded assel wviscd @ |
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na maneir a como S € faz esta constru-«o.

O MER ser8 um instrumento qgque nos auxi |l
epi stemol -gico dominante no | FPA, al ®m de at e
refdeta@®l guma forma na rela-«0 institucional d ¢
estudar a OM na institui-«o0o considerada. Al ®r

exi ste uma praxeologia ¥Ynica Ppiamdaoumaspmaxeol
l ogo n«o h8§8 um model o privil egi acdoon sqoul ei dnakdoo pnoe
As primeiras OMD que me deparei e duwdo c 0 my
curso de gradua-«o0 qukEstfd dUrichhA URid k& amr adfae €s ar
ministravavAloseAld asStmecuosi.ngresso em 1994 na UE
em Mat ens8§tOM apassaram a ser organizadas pel as
do cmamsdeseéemvasmas pr8§ticas docentes, al ®m de
especi al inz ar-e<loa ctiiovhea me ntoss dblegre peoemue ot €« omos obj
mesmo para, opanestmaaof ora .nels aoluitmmhadoel p & ec
Znti ma com est etsers aabSesn asstacleyyii dpe cEaims chd speho
prof BsRseonrat o Guerra, no pguanetirab gebreesst oase ddae A
uma perspectiva da pr8tica com sistemas | inea
De um modopgefressor ensinante no ensino su
mi ni strar suas aul as. ®INof eernesnitneoj pleeh dMLi enrop rl itFEPeA
pel psoRe(Sismalesi nda wewa jmirnidetstam esta discipl
na Licenciatura em F2sica e nCd gleiboed olsi anteuatra r
Al f rSetded nbruch e Paul o OWnodelrd ed@adi eEalsi it- @oo , d 01s9
mat em8ticos desta disciplina acaba sdenfdgmeo qu
objetose apldiedani - «o
Para Thur gstade @ &9 )i mepdelsu m moidmp lg?eaiatlo e
transpauenfiees®o ohlauriditeepy creve e caracteriza
(1) Os matem8ticos partem de al gumas estrut
de axfidambgms e caracterizam essas estruturas.
(2) Existem quest»es iIimportantes e variada
em forma de proposi -»es matem8ticas for mai s.
(3) A tarefa dos matem8ticos ® buscarasuma
proposi -»es ou com a nega-«0 destas.
(4) Para | evar em conta a ori gseem ad aes pgeuceus!
como umiengeei mport adha emoed pstwpull efrse nctoanrs i 6t a- &n

perguntas, fiazeel isguepnotseis- »es desemwa!| vseorbr &r gou m
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ver oss ®ms & ssiOmt o mo deesl poe cditeld @ wperooav@a ( DETP) .
Segundo Delgado (2006), o model o popgl awual(

D

Si mpltiesrtpr edteari no conheci ment o matuema8tviacra eed a
deuclideani smo

Gasnce't al . (2014) resumem -djiude8 toi crmo dgeuleo perpoi
relacionado a atividade de resaldan¢@sde ntckiopaec®
simplesmente, solucionar tais dadesbsnema&dsnba tmwa rd
eori a marnedsttqgrcranansachgiema®pr ebastru-«o0o destas
desenvol vi me natsos ipnr acgocneosl Sit vao, «o0t de qu@aa st isfciug s ¢
nterprete a Ari8deéica piad @oEEaGlc)ae s c iGiad,icamu es moOS s
endei ai al pgpafcdndadne mt aer dades ac egiuteasst i soenna deal
ContMedoquit ae(l 2@ddl3ggynes destes model os, por
ainda hoje est«o presentes na praxeol ogia es

consequentemente nas suas pr8tieas docentes n

A ati vi da dper ohceeusrs?os tpis;cagu(i co pel o qual 0O i nc
m®t oWtoi)l © resolu-«o0o de um probl ema. Esta art
ocorre de forma |lentdApremaharfmguaiseca) mafed8t na ac

da matem8tica for mal

O que pnepbvmoMER ® nppineu s®d mandeh @ s p ardtei ndo
tarefgaue ® estudar gqualitande aodeeal ggrnagdsu @s irgoti € m
obras queolfhesneseci daamoes®&ERI popden§ | i neatriers e
deste saber outros saberes.

Gasd2m01, p. 22) prop>»®,segmor momaraeao®s Qg

probl ema epistemol  -gico das matem8ti cas:
Fi gZabReconstru-«o racional do probl ema e
PE! : PE’
PE ;Cuales son los mstru-

(Como detener el e . :
reoreso infinito v (Cual es la logica fos y mecanismos
lleim‘ 2 cabo ua — del desarrollo del (comunes a la historia
‘dl d Cc € .. . . .
e conocimiento Pl yala psicogénesis) del
justificacion logica de o ’ ; :
matematico’ desarrollo del conoci-

las teorias et emitico?
‘L . miento matematico?
matematicas? Modelos cuasi- A

empiricos Constructivismo

Euclideanismo

FonGasd2mmol, p. 22).
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Na Fi2gdurabr ePEe akt @loaci onado ao problema epi
PE® pmoblpem@amente quegiseo conveptebBecaPpBe st em
parece acapracgblsemaPE&Nognnpirtoigeroama eucl i di ano, ou
a justigfiicmadas It eori as mat eenBy 3dtrciaasni ae nag u adreti ca
um probl ema mais ampl o ,dor ecqounehreecni doe nd s imat a& m
hist-ricos e da base emp2rica e a epistemol o
cientifica ® supmfiQua@Basos&«oapos masstamm®&nt o e
de umi nt pRAalrar outr a de Tno?nvae le moasi sc oenloe vbaadsce. o0 P

Gasc(-2n00 1, p . 1 9 )nodatohdmcarder rmodelkizacionistay, simplesmente
modelizacionismo interpreta aprencer matematicascomo um processo de constrgdo de
corhecimentosnatematicosseja relativos a ursistemamatematico o extra matematicoque é
realizado utilizando um modelo matemético do sistema.

Conf oQamseq( - 20, )ocur arceomecsdmahMBR andoodtedro odoce
construdiivyiastmartir de uma OM previ amedqrn et rcwint
0S conheciment cemat eimd®»t iadgsumas et apParsopdanopr @
el abor a-mood edpsd sutmre mol - gpaeoaabeteer natdlev adadpn cAdds e |
gue enfatize o trabalho do matem8tico com in
matem8ticas e em mel horar a comunica-«o0 da co

A partir destadadeiopoprenhedddenose se tor
constru-»es a respeito da AL, pois o0os alunos,
pensamentos e 0s de seus pares, toGamqdmOas a
as ODstcanivistas s e caracterizam ©por cont ex

matem8ticos em uma atividade caompdma prpacies S00 &4

constru-«o0o do saber, a partir de tHasestdeterm

Nesse sentido, b a s eGaedror ae n( 2n0olt 4a) sYM ERp @gv ual mecs s=d
ensi(mMaque utiliza como tecnologia @ eatrwdo ge
abor dage e phiisstte-neam c-ogoincsaur latsa sora 9o b &dl eA, sl XVI I

XI' X e XX.

A matematica escolar tanto no ensino basico como no superior se estrutura por meio de
modelos. Tais destes modelos, estdo presentesaraologia espontanede alguns professores de
matematica e, consequentemente suas praticas docentes ndo sdo questionadas por eles.

Ressal tMErR gmmeuma car 8ter provis-rio, ou seja
dados emp2rica e estmamBenstuge, tloogao modo f® cal- gpe sf ¢
ditel at ij go(QOUEChreavs a(l P8bda) 1886tel a que n«o existe
absoluto, para se observar e anailnisstairtaa ivwMdaal idn
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No mouwtegldaiemos a moti va-Geo nrpdam@e r ®cama ppac
da matem8tica, potencial mente rica em questio
em estpoos d8 aoso ciomtcuweiittidvdoi iem .pfoudned a u x

Os ti pos de organiponat,ueas saiax,eolr egi osaxs0l S
organi za-»es matem8ticas ( MATHERON, 2000) gue
possui um grau de complexidade conforme a esp

obra matem8tica produzi daolmud emeB@rmarawnd le,. daerstsa

artigo, etc.) a atevndadeamantdeth&t soai apoekracul
certa for ma, a obra matem8tica produzida pre
por ®m, h 8 agqiuteilmas- qmuevem|ldckas pr 8ticas sociai s

de Bourdieu (*yuk3)a ® oxd nmalkciutiusur al mente v&8lida

O cargserdaci pmak eaodc@ab mgani za- «0 pr,axedloo
®, aquel ast qumro gd e aunm e¥ih, i odoe ntoit padd cd( et EavfPelflaA R D,
1997, 1998) . O agregamento de v &8r i aosr gparna xeo |«
praxeol -,giceadao/cppdir/ NBE or gani za- »es parbaaxl enhool -dga
t ®cnieca al cance que estaTsergosbhbndamsent apss
t ®cnica que sol uciigo@mrag s dlawea rlinde re @ )a -at« e nax ael fcaa nt
sobre a(resefaetr!’xdi6'égua; «m)e?2 xCo mpsree egnudea 1a1 t ar
pertence a ulne ta ptoardef d pto efEanstt«waa,edga sv §r i as or ¢
praxeol -gicas |l ocais se agregadmr iegnea @g annoi zdae- «
praxeol - gfcadeareati Dtigd @or Nesse tipo de organ
t ecnodcoograanda o bl oco pprraexveanlleddges c wr, s @ ur a@ij an a |
entorno mais complexo vemga@mirzae»®s dpr axye alpam
est«o em tojostdtibhdhaserdaomlbpogimai s nrpd feixma dd® e o
gue prevallece praxeol Tidjitcjpkk) de@HE AAILOL AARD), .[1997

Mat heromo(e20ona) i lrro pessClasv plolrar d (ilmMt9i7t) u Inaod

Anal yser |l es Prax®ol ogi es: guel gdes ®&X goromit eusa
| ocal, regional e global).
A Organi za-«0 Matem8tica Pontual ( OMP) p O ¢

Yani co ti P,0 ddeen otthardeofdaEse B[ ti po de OM ® exPl i fic
A[ .c.on]struir uma quarta pr opodrTiHOENRAAN, RDOD, t |

2l.]sistemas de disposi-»es dur§veis e transpon2veis, teesst,rut ul
ou seja, como princ2pios geradores e organczptdosegedadprési e
de pr8ticas e representa-»es [...] (BOURDIEU, 2013, p. 87).

SFundamentaremos a diant e.
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tradu-«o0o no$28PR) Mat heeoeBEr @ligtoi vdoe "t aapelfiac a- «

TalRef.i ni u a quart & hparso@p og wa rotnaa | p racspsarnc.i on al p
co n¥%mero x t al( M@HIEERONa / b2 0D 0¢ / » . 56 ,-s et readeu - &
propriedade fundament al da propor-«o est8§ em

Umar ganiMaa-e«mB8ti ca Locrmd dqddMdagr sgamentgo de
ao redor do el emento 06;(Troli-egnadcdqgEes(sdean |aghart uhpear noent
OMP faz com que Vv8rios tipos de tatrtemaguser ag!l
seu trabal ho pari&it%)o.]l u ibolnoacro apst & xejeld-agi ciana] TO
Mat heron (2000) il user amar OMLt vposutaddanef de
cal cul ar compri menfsosuaos® Td=¢ ©d@ruetersuierm um s

compri mento al/b vezes o compr deiemarm une cuare fsiec

amplia-«o0o ou de reda-l<o dden,8rpea 50y de awdal-wme n
As OMa taion gi rne2nv e | das OMLS @mamniefte®li @agsaa
i ntensi dade, Mas @&sat ®®cincas) wWaleecaemm)d.a £praeo .

Organi za-«0 Matem8ti ca Reda sosnuanhie (n@MRb | ogcuoe par at
grau maior de relsese©rsika, hplobkiMAT dHERDNN o028 00)

OMR a Wgamha mai or datneecnnsodfboegnipaqugueer just i fi
isso ® a teoria. As OMR surgem por inter m®d
ampliado. Mat heron (2000) utili za peragemea¢omse

Ssistema de°enspavafirloastréae-aidiaald@tsi OMRt e ma s

N«o ® poss?2vel repr odupgdrmmoisethaderst @
a descri-«o da organiza-«0 matem8tic
menci onar Jama i dJjard@ande p8ginas, assunt os

( MATHERON, 2000, p. 62, tradu-«o0 nossa).

A organiza-«0 das prs8ticas, ditas de organ
uma OMG (organi za-«0 matemS8ttiicmaag, obarmh ) o sjee tdig\
Coi sapsr eceons 2 veas,deoumndlioscur s o, de modo a se
n2vel de complexidade | evando o sujeito ao en

Pel as pal avras,ahst Ma® me®rso g (2 0gér8)uO M ep ccsosmpd ne
crescente. A expans«o dessa complexidade apar ¢
certo refinamento te-rico, mas a compredgns«o
ou sejadida teoria

As Organiza-»es Matem§8t iatd a sog@iroweali st UOrMG) o .
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assume o bloco praxé¢wjiddli cOMATIHRENRQ@MN,d 02 Qld) .[ TAS

do agrupamento de v8rias OMR. Poe®mmessesaget
di ferentes, 0s quaidsaagOMRamAas OME&t p aylyr daguie adse u
abstra-»es, gue nos permite refinar e sofisti

produzidas no ©Ombitoadadesdcifedadeé esf Ppobocada &
iLes fondementd] Qise fluan dga®@wemtiddrsdiechaHi | bert ( MATHE
gue r &epbmeetuacilas di ana de forma ger al

As praxeologias matem8ticaam n«om Ppwrugem da c
de uma Ynica uma vez, na verdade ® um trabal hc
Surgindo ent«o 0SS aspectos insepar8veis do t
constru-«0 matem8decastuddbpop @®,por pooceessoo ®,es
a praxeol og(ilkE LnmADONS t2i 0clab ) .

Desenvol veremds somesasi das aONMe cada ,umas tdoe |

®, articulando.Goamea eisd anaa edn® ts¢ anad cetne8rt | «hojs e ¢
alunos no ensino b8sico, como por exempl o, si
matem8ticos como m®t odo da elimina-«o0o de Gau:
di merPa«d icoenmo sELT7T 80 kstpelooqualitlatiievadc ede si st

Nossa OMDPresp®tamhai o de umdei atemdo,deodma e
tarefas engendradas a partir do g°nero de t

caracter OM&ndo uma

4.2PROPOSTA DOMER

Postulnamoés propost a, ap-s nos embasagqumes
apreseamtiambmbassdi ficul daedeps opgesenansamaunkaShb er
Dorier (1990) revelasguenemsentfecpt débaresososo
teoria dos espa-0s vetori ai sGe oenmeotrresl eastikeoreaaso 8 s
S e nddo®o s arleulnaotsam di fi culadbasdeasa-r«eol.aci onados a
Nosso MER t eaon @ msipn o ad a 0A Ln ap aprear sl pieccet ni cviaa tduer
e papipb@gpaarAmL o ensi no pbe8nssiacromo sA eind euma feost r
tendsantemedsoaa ver ,seondabes ¢ ajpeirt o edlreepansmoae £
obaedMlas ado enseismbeenld 8§ dioddhdpaumaqgue vaaOMDat e
SSOoO prapt s ¢ tobarnde onpoo rb Snseiscoopd@| it at i V0o ndea reiss

€ N«o ® estudpoosnaore NPds® 0S v 8dii cmowne de pr 8§t |

T O S o 0o QO

o ©€ O o S C

r detequne nGnuma ,t ®cni ca plairmi tsaedra,i nbtarioxdou za ldcc
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futuros proffiedcodascomprdsaemeatoe MPOIWDFG elf s ipea.s
em um model o para resolver um problema do ensi
i s®,o0 com i mpact a@oddee po oghuaes Esoirsetae; nuaps8 dl oi sn epar roebsl
da AL, conforme (DORAERER,19D30FQ06;199AYUGWI0ODD, K97
WAWRO et adv74).

Nesta proposta h8 condi-»es pfaunmc igume ewsma
sistema di d8ti co,c oolub ese jpar,8 tgiucaan ddou rfaonrtneo sas S e s
sujamowas condi -»es/restri-»es e ao feisnteael sdcka
iconcbiE3stda estr wteureantme?redi meanzt onecess8ri aopar a
enfrentament o de t argeufea ss uer gd or s« @ Weus tai hal regomnes riptu a
conjdeaet pr8amemss a almuter conf or me as ,rpeprgaus esmtsa
obst8cul o ao processo de ensino

Um si st emfp ods sd8it itcro°s el ementXdsyrprpion diep ail su
uma <c¢cl asse, d{prpfesmaregufpemador es, pesqui s
etc.) e UmaDguestax®e si st 8MmaE; N dBd mumoe XE a
uma equi pe que eesteumda nad og we sXskm@dhoFfdhasg8i pe ec
de diretolWesPadrea eGhteuvdaol | ard (MO LnpncponFA XMenntt @ad w

N)ger a uemat «eR,pdsstaagment o de uma oSffgan)égRrRo-.«o0 emn

Segundo Del gadoef20068r estudo deve emergir
para se enfrent af otlauli rp rpoabrlae nuama qgtuRec ni ca mai s
gue tenha um mai or al-scea necset.a bMealse cpearr au m stt eomppar ec
amplo, j8 que o trabalho do matem8tico de de:
deve te@guesgmaoQgeAalTADz nQsd edviez tere um potenci a
guestieregem@Rdr adas a esta. Portanto @mompaaiest deao
de sistemas | i nedkwespodoe essetdwadvgd ede mpcanretmbmr ode de
de estudo de for ma nidoitpp@miaca, apovsdasea m@t e mgt

A el abora- ®Rkmodba |lngeapesatbeares antigos e novo
O(livros textos, artigos Ry di s(sCHEVR-LLARD,t 0ds

obrbasonst i tmidihmamo ] par aR elAxpb osr ae-ssoa dber eve e Xy

si stema$S dipdb8teimmoes i ni ci ar nmasasa sa diesdcagsosgy eas ed i

parcantrisdae et (dREREHENWALcLWAERD, 2009a, 2011) .
Por fim, o PER surge monodisesqgplémar Reub ot

( (; ;X)IME¢ . Essa ® a forma n«o desenvolvida

2%Em homenagem aoJofhialnons oFfroi eadlreint<ho Her bar t
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di d§&ft in@d?iMeeu a respost{LHEYpeLARD, 2009a, 2009b

do PER, o esquema herbatiano ® aplicado em su
[ ( 5 ;X)) {YRYBRYRY h B }§

Nessa f or ma, 0 esquema herbatiminloiduevel a
{YRYBAYRY R MK }. Y¢§Acontad)msdberespostas pront :
institucional=®engee b atiABdB dsiia rtamiwmal . A an
Y  YRYMAYRY poder§& | evar ~ el abor @8CHEVARL ARDB,p
2009a2009b). Entr eRmrndwe nihe§n t@essl r dbBslsh skt radss c u | t
Da ang8liseOpedsmd®Rs Yiegarapor conseguinte, elabor
( CHEVALLARD, 2009a).

Os el ementos do sesquvemai der bapt oagime dda@&t meta
i nvestiga- «0 ccujda soc icpelnitnraor dasquae edhe weers Kera mea
(uma cl asse, uma equipe de al meas ., antma aeguiapeor
respRpstmas sob & (dnirentoa- o« c¢ceo®njunto de diretoao
009a, 2009b). Em algumas investigaSMX¥sN),o si
u sejpa,f£ Ynessktemapdi de&tistce que a metodol ogi a
esqui sador , guand®neskess gsitaaslaparsa ofbbumdamen
esenvol viment o,x}as sism at eroenmd e uX xg=, «<{@ odng r ¥ e= d ¢
omo @daledgi a e | WESBEBIPEIRIOtpEiIquando os aut or

O OO T O DN

~—

ese prop»e construir uma proposta de MER.
Segundo Cheaal par@EG2@08amra, razoavel mente
concebida ou obs@emrv@anha pRrrmeiar ®b¢g@aso)y ou mani

nYamer o de condi -»es @quaneasfogt’dre pseqhiwletsamamagd/mersti
di scutir aqui essas propriedadecm aeimebegadaea
fabr idecoa-midl,da e usej a, pensamiogauremiepatayr aferece

adequadbsmeeéer cada O maguescompP® nd peeR@A0 At & 0,
de uma dial ®tica da M2dira midar @aolsiddh eha@ead B
"pronto"; el e ® constituwixdoeranapamnt eiracibsa. vBs$t
Yl timas incluem as WRepsopsossitvaesl ndeandtaes g epl aorst iarl udne

a redRpaosstear deopada, em refer°ncia aoi psegipfhacte

A tradmi k®i ehei o0 em L2ngua Portuguesa, ma &, aenuac oDm pdr Seteincs
Mat em8tica francesa, ® muito mais amplo que o signific
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seu proxedreemptrepri o, dcR¥smeSmaarfiommadagupeel a cl a
respeimiol igee o
M= R{L R2, R&nOnr 1, Oél

A conmes&@geme®Ad uxrear ada est 8§ associ ao0pogdmes @
a constmt uUM@wuao odloAXs ¥, eY.ntopesst 8daci onado com
de X e de Y na inst?>».tChievad | agde ( @® 0 @¢dpossm @a | ayp naax
pode el abor ar uR(ac anecs peolsed af gpres smwladssi cament e
t al probl ema d¥do comonvteasnb ®&na rp cpdveg war logouoerr i onlxt rr
el e desej e, por imep @rmad aEasnttadmednoasi w,n @acsa@ruree Iponde
mudan-a si ¢gmidfaicraettiovra dnoo est udo.

Por fim para se trabalha na metodol ogia d

"trabanmihhatd edlmanda um tempo. A cronog°nese ® o

dos mais facilmente identific8veis epdishakioos

do tempo did§tjg8ogUerpnegpaeaepPbduzar M
OPERsBa forma-«o inicial assumequter °dse nportianrce

Siee .S O Si st &ma i @nxial osr estudos do pesqui sadc
gue ®-||d(oXﬂ;;tNi1)p,o nNo i axesiXmb=0l{i za o pesquisador e
MER. A ©HNuceosnipcoeende uma f am2N;ii@omde @luaelBsemars unr
epi stemol -gico de refer°ncia para questionar
i nstitucniaonfaolrincaadcoo i ni ci al de¥1 prBbesgoeequdst
model o dovmin@Quaie® as obras Auzxe Quaniso copua i e »tels
tenho para el admos aQuaesse i MBOR? de ¢tawNeffausaiTs s«
t ®cnldea® recorrer ou el aborM@a? para solucionar

O sistema dBd8eo i g wa la ux eéclagptrtoualson dwblun as et a
aul a, dendt(aXrearas Neosrse si st{ema x2jid§thkcos«X &
alunos em forma-«o inicial do cur sio, Liepnesan
professor ministrante da di s &p pldierssdeoh&rm( duesest
N2 ,¥2,N2,2cet, qgue neste PER para £Qeito,d&ior gdamw
essas quest»es gque auxiliar«o o pesdeisassa a
doutoral, cujo ssatfgota” ¥, d8&i ghpéldedpnot ayjando,
= orientafPouresed «0 norteadora da tese doutoral

O terceiro sistSdXHa WagdBesentadpi hbpacapstul
diretores de estudo difalzadgadi)dBhbDe A Hlesb«d

anuncQzs&dao esses futuros professores selecion
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Linear no Ensino SuperifoormdgEEstpeepeaa ghuieh acksid &) @ r

tabelecido e exi st & ed chosnfs easns »ae se nptrrees soe gcuoint

D
n

>
o

rt eQednogrlaoba as tr°s Quedsie esp o8t mmiuna i a dfacsr

est»es no decurso dessas sess»es do PER.

o)
c

Consideremos nossa proposta de MER como wun
analisar do model o epistemol -gico domilnanat ea inn
a identificar as condi-»es ou restri-»es pres

£ necess8rio ceamprepmndemasanoOMER como um
praxeol ogi as, sendo que t al constru-«o0 nNn«o Se

st«o institucti anakék sdgad eo rsgeannsitziat-wex amsaat enma§ teint8e

o]
@

Par a a educa-«o mat em8tica n«o ® s uiLl ci en

mi nante em uma institui-«o-ldecemobpet oTamb&

o] a
omo um fato emp?2rai desswpar &® aerleiscsa&ru no,medaarb or a
nsino de & plis)gocsomlEEeREI a ref or mul arAla enno - uwnoa
e m

inada institui-«o.

o ® O o

ter
No procecs®trde- «xo do model o foli | evado em
epi stemol -gica da AL de modo oa ni«not etragmrted aa b set
premdi na no ensino no | FPA. Esta interprebna-«o
i mportantes, como O processo que Euler no s®c
A proposta de um MERseomarua uZmdal ineart ea < apr? §
AL no I FPA e para analisar as organiadatoaesa I
pr osfoerses desta discimpopommosnoarltFiPAAul aaonad ee $t u (
combina-«otlicmog®geaamof i car saes etn®cinniacra sALp aerma
formankde apr of essores, «xpageradoideglmbatiuesgue
nNo processmwmegeuiesda.udo e
Gar ci a e@) arl gluget2#d® pr axeol ogi as matem8ti cas
institui-«o, portanto n«o h8 uma f®oatmaddefdien
atividade complexa e cont2nua, nsnatred al gexa strr
Nessa percpactgqvast «o LDe® coanbegail di s p mPb |
matem8tico(s) podem ser,mabi ueradog pespebstoe
vetoriais, em um curso de gRadua-«o0 de profes
O modelo que propomos neste capitaieesegundo Delgado (2006)pgovisoério e relativo,
nos possibilitando de s&beéermed oe macgogmd gtaal 0o @&u
gue e®t 8el srg um moA eipayoigraxédigias que podem ser interpretadas

para evoluir a atividade matemética de construcdo dos espacos vetdransformacdes entre
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espacospois ao manipularmos num processo rdedelizacd® matematica os sistemas lineares
podemos revelar uma novo modo de fazer e de pensar AL, sem o formalismo criticado por autores
gue se preocupam com o ensino desta disciplina como Jean Luc Dorier. SendoMEStpesmite

integrar estes tigs de pragologias em uma atividade que caracterizamos aegional que sera
descrita a seguir por uma OM que mostra um itinerario diferente.

Nossa proposta ¢peoimoeen qu® <ciomuda & e lammen@itoo nq

nNosso alpuwno®t® clo, pois quando proposto como u
mil i eu, haver8 outras condi-»es e restri-»es,
condi -»es teremos que crilarpepdar alquwe ,a |porgsot ita.
para se pensar s pr8ticas, que seja articul a

As minhas an8l i sesmosnee ndeorsa nd iqudt8itlig cebagnnddoe nooss

processo em gXdewsesalbumeds dds de modo que o
desen8efundo Delgado (2006), a considera-«o d:

permitem detectar aspect os dii Mmeagsi»eerst setsr ptrierseem

proceessoondstru-«o matem8ti ca, relativament e,
cul turai s, soci al, I ndi vmodmneanlt oo @ | atBttti eczxa @ a d o &
cronol -gico como no sentido de dimens«o da at

A construedm devoboa e mmamersti ase rpdreo«eosstd yad on a

Chevallard, regesall ¢« ae gtued as max ibgpmo maret casa ddi didn
realize num bom momento. Um momento de estudo
de uma multiplicidade de epis-dios mani festadeses
ordem col ocada abai xo, sob os diferentes mom
funci onal de estudo, ant es drer es eerm usmat urae-ad o dra
aul a.

O rpp mei ro momekn taog uged keensltow o encontro com a

em estkEdde encontro pode acontecer de VvV8ri as

i nevit8vel, sal vnoa sseu poe rafliucnioa Isied ahen.t ®n pr i mei r
acontecer por meio do tipo de tarefa Ti, rel a’
geral, existe nas pr8ticas did8§ticas coboyfyeaute
uma refer°ncia cultural assumida de forma 1in

i ntr ofdm- s bdouwa-mao s ou menos adequado aos pl anc

Osegundo G@Gnoanewme opl| dma- «o do, dape |l ddor ar «foa

t ®c i €elaati va a um tipo de tarefa. Na realidad
2Cf. Bon (2011), a modeleliza-«0 ® vista mpmexipdadcesso
crescente, que partem das raz«o de ser que motivam seu
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determinado v«o junto com a constitui-«o de a
eventual mente emprgbt emAssi®m,ume aneud darque per mi
t ®cni casa der s@nudadom2ni o. T®cnica que el a mesnm
maneira quase rotineira os problemas do mesmo

Oterceirodemoeamsetnudo c®natdel Bbdao -tte-chidddpgi c
relativo ~ t®cnica. De uma mehearxka @astalki¢ase
outros momentos. Assim, desde o 1U momento co
bl ofcdo/alh]t er i @lranleemt &@do ou com fragmentos de um b
rela-«o dial®tica com a emerg°ncia da t®cnica
em geral, desse 3U momento a primeira etapa d

Oquarto ®omgaebet dt uc,i oqwme i tzar «por objetiv
te-ricos da Organiza-«o Matem8tica el abor ada
concorreram a sua constitui-«o0o, e de outra pa
d®drgani za-«0 Matem8tica desejada. Neste momen
mat em8tica desconectada da hist- -ria.

Oquinto @®&Moanguiiloabaloho, damt @aniicaul ar, de a
criadas. £ o0 momecnaso edede evsetrairf iacsart ®c confi abi
como tamb®m quantitativament e.

O sexto m® meont mo meaawt &l i qae o0 s e articul a ao

institucionaliza-«o0o. Na pr8tica, essad@®penme m:
dos crit®rios de julgament o, examinamos 0 que
di zer que o momento da avalia-«o0o permite aval

tamb®&m as compet°ncias desenvolvidas.
Ter emesnadsse t agweef a® comoatcadpzemos«o Ssobr
di sposttispsode mi,prepastosmpaur so de gradua-«0 em

para fazer 0S alsuenuo se grueil peammber natroeonp jeank @ 0 IS 1 G it @ On,e

partiremos parasentdbpestda tapetameidte familiz:
entgxwe ® resolver um sistema |ineaxi d&de scmesec
A ideia ®ar adamlsrag <sciost émas | i harmepescbemqgsee!l

alunos atinj abpmar amrdam Iead pir@dh dme y@lzv enmFisc & oanp
cargo do professor passar sistemas si mpudress .pa
Na proposta do PER desenvolvida no cap?2tul o s

revel ar que para se estudar AL ® necessS8rio e

P®As tarefas n«o s«0 mais um problema para -8 abuhasirh
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Apresentaremos as condicdes e restricdes durante a construcédo do brodeiondicagCs)
inicial C1 é que os alunoghipotéticos)tenham em sua infraestrutura matemasioare sistemas

lineares, para que aconteca o estudo, por isto iniciamos gquiJeste MER sera validado em uma

turma de graduandos, portanto uma restricad, &K pr ecar i edade da i nfrae
ensino b8sico, qgue nmaenoPERMeéve aarecer b due @salundsagraguangax i
ndo viam AL. Oestudor mpl i car 8 em novas condi-»es, que t
da comuni dade de estudo, posto que o aluno nc«

Uma outracondi¢caoC; é o tempo livre que tivemos para construir, que no PER 1s& tona
restri@o inicial (K1). A condicdoCs é que se tenham certodominio do estudo qualitativo dos
sistemasprincipalmenteo método da substituicdo e eliminac@a G é que supderse que 0S
alunos tenham visto matrizessuas operacoesvetores, que na hora da acdo da OM pode se tornar
uma restricioUma G é queque os alunos devem em seu equipamento praxeolgEmétodos
da adicdo e comparacgdo, que praticamente foi extinto das obras atuais de ensino basiee@ Uma C
necessario rgpsentar os sistemas como um conjunto de vetores (matriz coluna) no R2 e no R3.

As OMP foram agrupadas poimtermédio da tecnologi@, que justifica as técnicas,
resultantes daesolucdo de sistemas lineasestas técnicas, quando mobilizadas, permitem
resolveros tipos de tarefa T dessas OMP, pois agsiano nivel do assunt@&ntdo, do agrupamento
dessas varias OMP surge u@BIL, que esta no nivalo tema (resolver sistemas lineares). Nossa
proposta € caracterizar esta organizacdo como OMR, pois esta presente ¢ setot udar
gualitativamente o0os sistemas | ineares) <cPRorres
e OMl-sne u ma codveRue:

Neste momento h8 um processo de reconstr
explorat - -riosm®h del oa diaeeh o Imd )piaiar«® jeu stuibfsitd arui

G°nero de tarefa: estudar qualitativamente

Ti: SReel vseirstoema |A meaazr« om dxe ns.er : estudo qual.i

tr: Resolver om(4i 6t ama s lae nsdeagmpaetiol vne®tso)d.o d a
Substitui-«o

[ tWliza-«o sdudbsm@ttaudo «ba e el i mi na- «o

Si stegmwonseento do trabal ho da t®cnica)

(X1+ 2% 3% aX 7 ( kB

X1+ 2+X 24X 2&x 8 (Ea2)

<xl+ 2+X BX BFX 9 ( B)

X+ 2+X Ftx A4 0 ( k)
%0 equipamento praxeol-gico de uma pessoa corresponde
um conjunto de pr8ticas que uma pessoa tem em rela-«o
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| sol-aaend)@ g u aby,« Ot 1o . x+ 3X ape udst i ttva ne @ipx - «o
(x1= TA x+ 3% 4)X

7T (X 3% )X +H+ 2R+X 22X 8
<xl+ 2tX $FHX FX 9
i+ 22X G AR 0

Substitnuaisn deog uxa -ubee sr elduzi ndo o0s t sremos Sseme

—

X1= T X+ 3% 2)X (Ea)

Jxet ax ax 1 (Ex2)

X2+ 2+X 2Z&=X 2 ( B)

X2+ 2X X33 ( &)
Simplificando os ter pmoasqs aExQd htaenmoess: e i sol and

Xo= T ¢+ 4)X
Subs-¢$ eEXl ¥+ 4)x nas EgEBui»es

—

Xp= T X+ 3% 2)X

<X2= T at 4)X

X3+ a2x1 => 3= T1IX4 X

X3+ &2

~
Trabal hando com as duas wW ti mas equa-»es, tem

/ .-
X1= T x+ 3% 4)X

Xo= T A Xa)

~ i}
X3= 14 (B3}
s+ &R (Eaa )
Substid=uidanda &qQlwg- <« ®@ mo s :
~

X1= T X+ 3% 4)X

Xo= TX A Xa)
<

X3= TXa
\x4:1
Observando p au@heag aenmpusa iegnb eufa 1 por 1, ond
var8vel ® encont npadbogioac3 |=me{n(tée,,0,q0u,el )& x® a s
~

X1+ 2% 3% axX 7

N

<!“-\X2+3'X49( 1 Sistema escal onado (&)
1 N,

E X3+ oax 1

i

\i._._._._._._.'_\. Xa=1
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Agi® o estudo qualitatiqwoe dsee sdi8s tpeeraas a p lniec
el i mi na- «o Ble sspusbospt o $¥tEHIER C- IiDA/R, onde a tecnol ogi
coordenar asddwWe nétemaaslza lalsos idma t ®cnica e seu p
pois fazemos as tarefasi cipaltmarmtaapedvto® &8 me s r
desenvol viment o prlagreersdwdo desssiam tt@@mriccdaasd en
estUshoment o tecnol -gico te-rico)

Na forma triangul ar aS%00pwi-skxoo dei stgama chair
vezes)im® eoi s dei xamos&na diostmame sicraill oinalda  (f
Portanto a s &®sxdssd @®ss s=eedma portanto obtemos
sistema linearS% ¢o06dajuBtoOsolld} «o:

Thomausi r (1966 pobhdiobdeaaTme i Théady of Det
t he Historical @r doerl Ad faor @@laee ¢ lolpime @ t G oo vpaenrn2i o dC
entre osl88®Moseqdlé894dssi m cmoaot rGauvacnthyque gqual gt
classiR®cequoval enthe de emusi sggmoar mei o da
Det er miNmamtoessso caso a t ®cnd cha ferlii mi mgp-l <« € ae «0

O m®Ptodo da substitui-«o e elimina-«o0 como
revela oedo emi m®ente e com boa efic8cia, 1sto

Mas snWBrgperobl@m&tca@adesta refgmbmendp temoo
te-rico)

) O si SiGema ansf oS’madsemo® achaS’pomhasedba
p a &2

Esta rpeusrpaonsetnat e tprecicaa oOe@ smwmaateoria para
n«®spBesente na escola ©O8prcmeier i smi tae mac ardec
enqguanto que o %l timo, | 8® naordflmemada,ri angue¢jaa
problema complexo em simpl es.

At ecnogboppe aj esft @hdamenfradaeememas,a puea tadanp
ideias de (LAMI M, 2000) .

Teorema 1
Mul ti pbecamsdaneumha osqua- «xo qual queBp arem um

n¥amer, o0, O novo Ssistema S' obtido ser8 equival

Demonstra- «o:

Dada a eq@X+a%tltidgxedr em que:
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a,4,,. 4, s«0 coeficientes

X, %,.X;, s«0 as inc-gnitas
b ® um termo independente
Podemos trabal har com v8rias equa-»es | ineare

§a11X1+a12X2+"'+a1n n :bl
18,X + 8%, +...+ 8, X, =b,

S 1au% *+a,% +...+ a,X, = bi,

——) =) =) ——

amlxl +am2X2 +"'+amnxn :bm

Mul ti pbeeRsndma equaO«oopPpeé ®mKsi st ema:
6, X +a,X, +..+a,X, =h
I —
Talel +a22X2 +"'+a2nxn _b2

S ka,x +ka,x, +...+ka,x, =k

——) —) =) p—>

X tanX t.tag X, =h,
A Yanica difere®sa mantgeaS «®, Sl o®@ 8apioabamba

(31,8243 Aas.  seja uma solu-«o de S. Portanto, s

De fato: pagagtadjtptaad sk, Col se@ndnds Aano 1A
me mbr eesdanai equa-sea de S', tem
ka,a, +ka,a, +..+ka,a, =k(a,x +a,x +..+a,x) =kb,
Po &g *ta,a,*.+a,a,=h

O que prdové, &zuedd). ,satisfaz a eQquaxa&n de . Sk
dn) ® sol Supoqwéd ,8E4d; ds). seja uma soldu-deo de

ds; dn.,® uma solu-«o de S.

De f at o:s ekad tkaaph. tkaa, =kb.
Colocé@nded d4an.., LA mewm@i madaquaseo de S, t
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a.a, +a,a,+..ta.a, :Ealaﬁgaizaz +...+Ea,.nan :%(kea1.lc':z‘l t+ka,a, +...+ka.a,) =
%.k.b,=b,.

O que prdoNVdxp, dpuedqd. sati®sfi ama @& qiua- «do, dbe S. L
ds, dg. ® solu-«o0o de S.
Teor ema 2

Se uma equa-«0 de um sistema | inear S for
com uma outra, O novo sistema obtido S' sers$§
Demonstra-«o:

Dado sistema de equa-»es | ineares S:
€a, X ta,X t...ta,x, =h
£8,X + 8yX, ..+ 8y X, =b,

ailxl +a12X2 +"'+a'inxn = bl

;% +a; X +...+a,x, =b,

0)]
—) ) —) —) —) ——) ———) ——) —) —

famX +apX, +...+a, X, =b,
Subst tsteu-Ramdima equa- «o0 de S pel a sonRRs,i Mmae mb
equa- «0s,e odbtsRinst e ma:

a,x, + ag,x, +e a,,X, = b
7% + tigy X, +oe 4 azpfxn = b?
q (a, +."If1)x1 + (a, +-¢1!.2)x2 +o 4 {a, +fﬂjn x, = b "i‘b
aJ{xl + aﬂ.x2 -t am.x,, = bﬂ
aoa X, I- a,.,x, Foee+ g, X, = b,

A Ynica difere@®samanegeaS«e. SPoetanito ser §
Suponhambisdgdize @:. seja solu-«o do sistema S.
solu-«o0o do sistema SE.

De fato, por hip-tese:
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ailal +ai2a2 Tt ainan = b|

aua, ta,a,+..+a;a, = bj

Colocd@ndeds d8n..,JA meq@i mada@qiua-seo: de SE, tem

(iat j)pd 1+ i(Fajpd 2+ iEFakds+ . . .id.jR@n=+ (a
(ailxi+ai2X2+"'+ainxn)+(ajlx1+aj2X2+"'+ajnxn):b|+bj , 1 8 que por hip-tes
a1'1a1 +a1'232 +"'+a'inan :bl
a,,a, +a,,a, +..+a,,a, =b,

O que prdoVvdx dpuedd. sat®sima @aqua-«d,dg SE.
ds dn. ® solu-«o de SE.

Vamos su@od, @4 edg. ® solu-«o de SE, provare

Por hip-tese, temos:
(i jJada+ i(Fajlad 2+ +ajlads+ . . Lid.jRda=t+ib( b
e qa,d ta,a,t..+a,a,=h

Fazendo a diferen-a entre estas duas equa-
(iaa+ ;1 + a ¥l + ia s + e . dint L )@n T ( a
(ad, ta,a, +..tq;a,) = jH

Concl-séendadeaddt+.+taa,=h.
Log@1,82d; dn. sat®sima aqiua- «od HedSs, dHrtan

® o conjunto solu-«0 do sistema S.

Teorema 3
Se uma equa-«0 &Géoumtsobshdmacbmnean &utr a,

ser8 equSivalente a

S«0 equival eobtteasd,o0 moiparl'i reaiea S«ospbkaisam
a membro, @glua-«om a 1
i) Como modaescrita &etn&®@nsforma-«o do

£ um conjunto de transforSnaesedemaingaras®

denomi n&MmosMaddee pser descrito por uma simples
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faremos a seguir. Massslechaad ov anraiaSpveegimax « @ E s L

demai s e assim se repete para i =1 at® n.

i) Porque Bhatemosf &ensa#?2 «o do

Para poder dc lastea dae swrnau -p<ro8t i ca | egi ti mada.

Generamoegma@os u- quadeguer si st emaa |dwnkesatri,t pie
el i mina-«o. Portantorastamos dmo tmamahthe axplt
chegaaimesgd i tucionali za-«o0 da OM.

Preci samos abstrair O processo para se Vi

expl oratsmsiaox arefa n«o est8 presente no | FPA,
T>Resodbveirstema | i mgéaargéEmdrengiaRBRorEm)
to: Re o Isviesrt e@en ®miemaos 3x3 (n = 3) e (en = 3
substitui-«o.
[ idtiza-«0 do m®todo da elimina-«o e subst
gi: estudo qualitatRiavxoda@aesisetreméAAdrileivnaar as .

enxergar o0S O0pee aod om®@tso deol edmoe netsacraelsonament o.
(momentos do primeiro encontro e explorat-rio
63Xy ta X, +3 + apX, = by
}a21xl+a22X2 +3 +a,X, = b,
4 4 4 4
a X, +a X, +3 +a, X, =b,

(Si stgema S

—_ = —

Vamos trabal har com um sistemasds®m@33 i nc-gn
gax+hy +gz =f (Esy)
ia2x+ by +tgz = (Es2)
fax + by +gz = (Esy)

| s ol-saevdaos;: E

£, (by+c2)
a a
Adi ci esneaxnachbme \hbr o d&Es.equa- «o

X=
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f (xrby+z) ax , f, {ax By 6% ax+
a a a Cl
como- E, =f @x by c 2, entdo

X=

x:_ESl -lalx\x—IESl & ><\_—1=I_:,.,1 X +X \x—1=l§,1
& a & a a
Subst isteuinmdso E:¢lER - » e ;N0 S :

ax+hy +Gz = U x=x-§E51

(0

ax+hy +Gz =f U x=x éEﬂ

a 1 0]
azé('aEen 0+ bzy +C,Z :fz \

azx'&Esf" bzy +tGz =£
C &

a 1 0
asaé('_E51 (5+ Qy +QZ: g
¢ & =

—_—) =) =) = =) =) =) (]

asx'%Em"' +Qy €,z f3:

Al ¢ » H S S N S

axony ver 5 0xexte,

ax + by +6z-f- 2By =0

_— =) =) — —)

ax + by + gz-g-%Eﬂ:O
Comex aly hiz-fge= O® Ege sxa 3y hiz fe, e B tS&.0

ax+ hy+ gz =f, U x:x-éEﬂ

ESZ-%Em:o Si stSama

—_— =) =) —/ =) =) =) (]

E53' %E& =0

Anul amos o0 primeiregetsEr mpt dae egGouaeeL v EMO
E52'|'%.£, por etxahbspd bpar - pri @ae eggaimarmoE€ com o0 si m®

coeficientenn«oxamudlita pdada clBdo porsitaada dd ovgefdii dioe
somanods ter mos se malnhud mtre sa oc anesneogsu ion door i mei r o
sucessi vaanse ndteemaciosm equa- »es.

Para 0o novo s@Gnatem&nf cieswaldeo vari 8vel y e su
Essi remos anul ar porynsai rmetmpe foioc eamovsardd8med si s
tri armglsliar prossegui moseatct@l onadset ema Befga, na

Ap-s det ez micmanomms s if ©Dtreanmd oe 4 tr @ eatmeyryrbdaa mo s

deseaion®t odo da substitui-«o0o e elimina-«o0 gan
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uma maneira maopersampé € s e (@ oedbdasse r I\ganeh amssa desc
m®t odo temos um problema essencial mente num®r
coeficientes.

£ poss?vel r en®et loadromoda qoueelbisanii m a4 « «x,0 &0 po
epi stemol -gico ® a g°6Gassesdmonme®nitoa od a ei redui imti unc
seja a abstra-«o do m®t®do @t csdbstdoteseabona
pr8tica mais rc8gpm dmma ectiofnémerc-ag,, poi s no prin
mani pul a-«o das vari 8vei s, enquanto que no m¢
coeficiean@ds a Iimhd.ir@ezn enrialiiadzanddeo erm o mpu & oa an@t

com si gtembitucionali zando)

As opera-»es elementares entre |inhas s«o:

i) ExA UEko n dle 0

i) ExA Ek+UE,U, 0 opera-«o entkr, & Adi -1« on hdes uwm dre
escal arj"dakhhaha

ii) EkU Esejam equivalentes.

iv) Adi-«0o de m@%u tiplos eEksA dEatmOdneéem G mbas

eU, 0.

Aper mut ae«qaae mterse (g uen @asceoauhneac ev aq o a@wvded ,
varixgpelt exempl oe gnuaa - p<roi, meeinftac o0 per mut o conmn
el i minar esta var i 8§8vMolst na sne nieesneanupsl 0Ce w@ura8-t »
propusemos pgArne sd asiadtieema ag§gt chiamanemos e
de tdrekEas«o:

TiResol ver ioexingmemankt o do primeiro encontr

t11 Resol ver 0O ssd Isad e m®e lddomierdar- «®» ,e neawb sagadr
adicionando e retirando no segmneéepr eneenbtra a a
i so)Taedmao sm&atnm do avan-.ado da t ®cni ca

[:Apl i ae®t«@aho el i mi na-«o0 e substitui-«o.

g:Estudo qualitativo de sistemas | ineares

( Moment o expdortartalbra)loho da t ®cni ca

(X1+ 2% 3% aX 7 (B

X1+ 2+X 24X 2&X 8 (B (Se)
Yo+ 24X Bx B0 (B

i(l+ 2+X 33X &£x 10 (B
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DaitEe mxs 2% 3% 4% 7
Ent «o:x1+ 2K 3% 4% = 0
| sol amnxd=o {x7-X3-Xa)
Obt emxs=-(-7 #+ XXXa)
X1=X1-(X1-7 2+ XX )X
X1= 1KEx
Substituindp heamegua-«o E
X1+  2+X 24X &Z&X 8
(X E1) +H+2R4x 2&x 8
X1+ 2+X Ztx 28 Ei= O
Eci Ei= O
Subst i t=uidkiith @z tEe mBs$ E1= O
Subst i t=uikBEth@s E t eEpicEs= dda mesma f or ma.
Vol tando &@o sistema S
(X1+ 2% 3% 24X 7 1= 1x( B X
(X E) ++22x &x 8 2 = EE
(X BE1) 2%+ $B+x &x 9 3) = EfE
(X E) +w+2%x &£x 10) # EE

N~
Chamaremos as equa-»es deste novo sistema de

pord BE GE em um sistema s@ue chamaremos de S
(X1+ 2% 3% 4X 7 x1= 1x( B

X1+t 2+X 2+x 48 =3 K E ) 2i=E1 E

X1+ 24X 3HX 89 E ) EsFE:

X1+ 2tX X 4%k 0 = (BO ) E4FE:

N~
Substitnuoi nsdiostEe ma anteri or, t emos:

Hl

/xl+ 2¥ 3¥ 4xX 7
X2+ 3% 4ax 1 (8)
Xo+ 24X 2&=X 2
L Xo+ 24X &Fx 3
Fazendo o m&pmbxap @ # 4xEh e garme kERd

(X1+ 2% 3X 4% 7

Xo+ 3% 42X 1P XxXo= 2KEX
X2+ #2+X 22X 2 Ezb

Xo+ #2+X FX 3 E4b

N~
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SubstituindonbensédBe segeandes E
/X1+ 2¥ 3¥ 4X 71 E
Xo+ 3% 42X 1 20 E
X3+ 4X 1Exd6conforme os= @t eri ores X

Xa+ 2&x 2E4.0 06

Trabal hawéescoomcbBmo ,pgu bnotsit tr adnoesou letma Eno s
equi vat@mteelSa- €Empao$ia de todas as substitui

emesS surge @0 si stema S

/
X1+ 2% 3¥ 32X 7 1

Xo+ 3¥ 4% 1 20 E Si st éorda S
< .
X3+ 4axX 1 300 E
_ Xa= 1 46 6E46:'|6E36 O0E

A sol us®o sdenp$ es, pois deixamos 0 si stema
a SO0l u-«o0 O0® pPX159=xtQesrmeB:1¥ ,6 port antoomoolstoéd moe sk oc do
l'inear{(S6, 0, 0, 1)}

I nstituciexntad irzeaxndloy- 1o apresefeatdar momandor
S0® poss?2vel se vVvereisfciad amab@maddo S®tudsedoc rdio- « 0
m®t odo da subst,i tdred-oxad ee sesl utmpiemas-lpdeat i @@ar al g&®¢k
dar tummt aareintt m®tpioc @ ant oe cuomm Lpmipcode S s®e obser vou
trabal har S - com nacs goo ¢ aisc idearst eesqudhas»es do s
represent amsobdasamseissntoemas de equa-»es | ineares
' i nhas e col unas o0 ngauted iSvzemoos tar asneots: cnhaa apaadretsed eh
gueylCay855) 8 tivera esta ideia brilhante.

Os encaminhamentos tecnoldgiedricos, que permeiam a tarefagstdo em conformidade
com a TAD. Nesse aspecto, avaliamos a téchicemo uma alternativa didatica que auxiliara a
pratica do professor de matematica no estudo qualitativo de sistemas lineares, no ambito da AL
ensinada no curso de graduacao em Licenciatura em Matematica.

No | i vrNoovcehia’ps2tul os ,dedaAratded? Ofidotrea m@Eatlitagaa r e
ver sxtoa ceal-i«<noi de f orsmanerltdedi m®tnotdaor desenvol vido
fora motivado a dasehvomi warata@ o a®ladpdwlsdvaei s |
cel e;parai gue o planeta Cer es puddoess see ua p d ri ezcaenrd.

guadr adloismiena- «®, cpmevewaion com pequenos erros
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O t emamgrpal avra com origem no |l atim, que si

base de onde surgem o0s em¥Wmearao sn)a fsaiia uwuntoitlai-z«ad a

em 1848. A 8l gebra das matrizes f ol el aborad
transforma-»es | i neRodemoes svuearsi fd cmposqiu-e»exs .r e
Substitui-«mom en®dloidmi ndaa- «aod i ® « 0, enqguanto que
m®t odo da adi - «o0.

Tz Represent emoxnsn dtoegma Idienemart r i z .

t: Repressd&@Hroesol vi do por Euler dtrddo po
um f omatat obci al

[ Abrevi a-poocdmorsi (sELrERe, prle7ssednt.ar na f orm
graplica-«o0 da abreviatkUOLHRB, sigb@mas propc

(5x 447y 2%V = 0

253y 46§20 = 0 (S)
<x + 171138y +15v + 6 = 0

(3 HyToz ovi4=0

Abrevia-«o0o do sistema anterior:
&S 7 -4 3 -24
& .3 5 6 20

21 13 -14 15 16

2310 -9 9 4

Ut i | i-szeanod oM®t odo Gae sEl iamiango@od@e mos chegar
EulBRasta trabal har a segunda, a terceira e a
equa- «0 piv?!. Para«@uti @gse ac@mi sneur @ar emenr o

per mue a0 spr il metilobama a t e recneti«e®o sl iantsa,gui nt e matri

TaEscalaonmatri z

t#. Escal maMamripzel o M®t odo de EIli mina-«o0 Gaus:

el 13 -14 15 16
© .3 5 6 20

M €
& 7 -4 3 -24
& 10 -9 9 -4
[ M®t odo de Elimina-«o Gaussiana

gi: estudo qualim@todwow da& ealiismiemas«o e subs:t

Det er mipraindeoi raa | i nha da smatumidza cemwoszell aa ¢
guart ae pfoazetnd@ bLst 3L5kL 4% 4L3 LLi= &y &F 3L2 1&
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Ls= 4L Ly t emos:

13 -14 15 16
-29 33 -36 52
0 0 0 0
0 0 0 0

BB R

Vol tando ao sistema:
Da primeira: eguial4z8 y# eldo sva =s eldBn daikd 638 =

5 2.

| sol-aemdma pri meira e gundao evnacl conrt rdaer eymonsa o
Eul er .

y:332-3v-526X_23z 38 2%
29 29

Conforme |8 hagyrtemosm®teved pads Vil aamadreas Cc« 0 - «
m®t odo da substitui-«o0o e elimrea-«quanpoi Sumba:t
el iminamos inc-gnitas oébm-sSe@utquae ey &- ® des cgii 4
operadores |l ineares.

Para mostrar que o m®t odo da substitui-«o

(compar a- «xwamosadpar«toi) do(tepol er tar eif ase ma |
solucionar raesaolrwedra & sust kemaahdonessb ni®it towio-s«
el imi fatkxopdmarea-(«@adi)- < t @ohi thza ddas InBL otdiotsu i
elimina-«o0, compar a7z®«0 esegdi n«e. O sistema S
(momento explorat- -rio)

A raz«o de ser da tarefa seguint es uBbsatsi trueis-
e elimina-«o].

T eRol ver longiast enma

toriResol ver o si(Ssuembdikzandasoadsh®t ado s(ad)z el
dz@z ompara- daodd (dkai )

[, apldesam®bsesdbstdaui - yodemphiemidada- «o0

9 estudo qualitativo de sistemas
Trabad ho®cni ca
x + y = 4 (S)
Xty = 2
Pelo metsokl@ iy #wadprimeira equa-«o. A ide

t ri anSguublsato.tawidnyd=n&@ segundao, sfiisctcaemmoas tccadnmngul a
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si st ema fdiec as esri mpepsecsigv ictopleo v emnmtlc,oi X = 3S F ogo

{(3,1)}
J8 vimos que o m®t odo da ellgiunirn as-i «sot eemas,u bosut
| onagloc danlcceance )da t ®cni ca

Pel o m®Todbaé€bm)as iVWamogsniitsaosl.ar o y.

x + Y y= =x 4
xiy =X g =2x

| gualseendo shggamoS =a {03 ut xjlo

Pel o m®t odo (iii): ® uma abstra-«o do m®t o
X + y = 4 +
{x]’y = 2
2 X = 6
x= 3, consequentemente substitui pdeo gxueeny U
Chegamos a solu-«0o S = {(3,1)1}.
Tsi: eRol ver &8 opi s3I emtai | i zandPorosonvesi M@t D
tomemos o0 sistema a segqguir.
x+ y + z =1
X + y + 2z = 2 (Se)
x + 2y + 2z =1
sy utiliza-«suldessi Bum®koide s elipiaia A daod€of dad i )
Pel o m®tcohdeoppa mo stiramag utl ar, que ® si mples de se

x F(¥Y + z)
y + z = 0
z = 1
Obt emos coSno={sMEAL,u} «0
Pel o m®toadeser uma pr8tica que n«o esta mais p

X + vy + z =1
X + vy + 2z = 2
X + 2y + 2z = 1
|l sol amos a vari 8vel x.

x F(¥Y + z) I
x F(%2 + 2z) 11

x F(2y + 2z) |11
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I = 11 ji(yvemog)y H# 22z)

I = 1 1I7,(yt eema92y=1+1 2z), ent «o:

x (Y + z)

1i(y + id)y = 22z)

iy + i)y = 22z)

Reduzsemndwms termos semel hantes, temos:

A

x + vy + z =1
B z = 1
y + z =0M®de suaSseflgilggdg ®

—

Podemos observar nai,ir eqgsucel U® «® mes$ ma MO o sl @
el im na-«o0 e substitui-«o.
Pel o m®t ésdem

(x + y + z = 1
X + y + 2z = 2
x + 2y + 2z = 1
-x-y-z -% I
<X + vy + 2z = 2 [
x + 2y + 2z = 1 111
Ao somar mos aa Il ccoarm aa Il ,e t emos:
(x + y + z =1
~ z =1
y + DODndeOsuaSsef{lgigg ®

—

Surge aQbdMasstoc@ue estes m®Otodos t°m em com
Si mi leataes nod wegi @as §u s Bn@idiocdao (da el i mi pa- «o
mostrando que as quest»es«aacOMfie8vie<ios aes s®€
t r abalDhasdpaosmo s de di ferentes t ®c ni csatso peastaa ma

interpretando o funcionamento e o resultado d

Om®t odo da elimina-«o0 e substitui-«o se tr
com os <coeficientes, como mostraremdbBzen @guxe
g°nese destsdag m®t odosda el i rRisna&s«dré ss un®d toidtos

foram desenvolvidos por uma necessidade.
O m®t odo da compara-«o0 pode ter surgido po

mat em8tumasnewessi dade do ensino @ea@zomatge m8tdioc .
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deste meAteoedodpodebpamens osge na escola b8sica
dias de hoje n«mo ecsur8r 2ntauilso ,pdreerseemaeemos pfdabal
com este m®t odo para se verificar o ponto de
podemos trabal har com equa-»es n«o | ineares,
propiciando o estucdoraecdened guao»estiurdroadiaon ®iog i

A sB seguir, mostra diferentes t®cnicas ass
hg8 crit®rios que as dif@re, mas que est«o art

TssResol verpem®et cd @ mha ®agma«abstra-«o do m®t
e elimina-«o

tssResol vergen®%Hhasteegue ro m®t odo da adi-«o (|
m®t odo da substitui-«o e elimina-«o.

ax 1 bz & d

X+ b # o= d ($

axX Iy hw &= d

[ m®t odo da adi- «o.

gi: estudo qualitativo de sistemas |ineares

A t®cnica se da em &pltikwlatrimpl MPadomndo a ap raidm

ize a segundagiedguwanosa por +a

-auX + (-a)b1y  (p)ciz  -@Ch

adpX + arby atcz  amh

ax+t b ¥ & d

Somamad@ri meira com a segunda esgeugauenedona e « 0 O |

temosdei xando a primeira na forma inicial

ax 1t bz & d

(-ab1+ 1bB) y -a&C1 &) z -aeh + 10a

s+ p ¥z & d

Mul ti phi pammei r aagseqaat epic @BIS® MATC NMO3 Mei ra C
terceir@ao¢egeuando o resultadp dai xandei napeqme

i ni.ciGGblserve que mani pulamos o0os coeficientes ¢

ax 1+ bz o d

(- + 1b8) y -&C1 &) Z -apeh + 102

(-agb1t+ 1B) y -&C1 au€s) z -aeh + 1da

Mul ti p-ecandegun d(@bie qpma - e« oa ptoeathicteli@r at gproa mq s
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ax 1t bz & d
-(-agb1+ 1b8) (apbi+ 1b8) V [(-asbi+ 108) (-aoC1 @&Co)]z  -[f-ashi+ 108) -axfli + 103)]
(-ab1+ 1b@) (-ashi+ 1b8) y (-adbi+ 1b8) (sasC1 @Cz) z (-asbi+ 1b@) -ao( + 108)

Aosomaramesssgunda equa-«0 com a terceira res:i
[aax # bz & d
(-ab1+ 1bB) y -agc1 &Co) z -apeh + 1da
{(-apb1+ 1b8) -asC1 aC3) T [ -Gebi+ 108) -a€1 auC2) k2 } bit anhn) -aofh +
audy) - [ -6gb1+ 108) -auth + 108) ]
(I'nstitucionaeé¢ixammogd . o Atsriisa negnalb@smrvear ¢ aoe mme s
m®t odo da gacgi, h€o amafdm®nad@®paraoo arpbobm®tacp

o

do exempl esedadog,latreem@dbae m®t odo seo efpiea iae vatpeesmna
estamos diante de .Qbvs eprrvoebnhoesmas ea rtirtant®a li caomos ¢

permitiu representaripwbps sistemas na forma de

aa, b g d
% b oo d
& b ¢ d
Vamos operar da mesma forma com as matri ze

ize a segund@a ktemba:por +a

daa ah  ag -ad
=& b o 4
aa, ab ac ad 2

AO somar pos meira com a segunda I|inha e col
temos, deixando a primeira na forma inicial:
a8, b G d
0 (-ab+ab) (-aG,ac) agdt+ad,
8%‘3 b, G d, +
Mul ti plicamos aiapriamédienr geetiar mbmpapPmes ra com
terceira |linha da matriz e colocando o resul't
forma inicial. Observe que mani pul amos o0s coe
aa, b g d

2 (ab+ab) (-ac.ac) ad ad
& (-ah+ab) (-ac.aq - ad +ag

Mul ti p-becansdgeqgunR-dla+ b n lkea ap d reaghic ellig)r s mar mé s
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a segunda egua-«0 com a terceira resulta em:

a

&

a8 b G d,

2 (-ab+ab) (-6.ac) ad 8d

® (&b ab)( g ag+ ( -abk a( 3d-ay
? (-ab +ab)( ag.aq ( ab af( ad ad)

Podemos notarcgmesestsampas8tecaqua-»eszepod
assim podemos assumir, &dnmatmezeE€aybey a6h8HB
l' i neares

Uma problem8tica que aparece, guando se r

escal onament o a® reya redcsce nd @ o lefar- accoi cano8 ruisao d o
sem quea afpraar-e«-0 s erqEwvdoecsaammiat amaemi I trqaegul
mul ti pli cadot rpioan gunapumdseud erriS8orr esul tar em uma
em | inha ser«orespeotifvas elnitcedsnacsl adoo esx esmpelna a

TeMul pldeas matrizes e escalonar

teMul t i pma cmatri sanmgeglusaslrquer por outra matr.i
al 0 062a4-1 3

Multi pHugeemPtt 07054 -5.
& 5 1200 3

[ e Mul tiplica-«0 matricial e escal onamento
grestudo qualitativo de sistemas
al 0 00624%-1 3 @2 & 3
0 2 _0
@1080%4-5_(.)42 1
B 51200 3 B F- 13

Representando oatpriodad odadass dn@assimst ema | i

equa- «0 aleatori ament éeeacBfjfemosggahda a 5

2Xy + 3z =5

4x + 2y + z =5

6 x +1 113&y7

Escalonando a matriz, teremos:

a2 -1 3 5

Z) 4 -5 b Sistema escalonado.

® o0 3 3

Da terceira | inha, temos que 3z = 3, resul
e na primeira x = 1.
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a2 -1 3
N a mazﬂr4i zbpodemos observar qgque @ cai msae gduan ddai a
® o0 3
gue posnalealmolsora-eoqgdanderr FER2Ze mbesstEacamds o0
assim coemmeE3dcthe Et acna¥imoe o@ p e¥ ES mE Best acamos o
al 0 0624-1 3 ® 4 3
5. Podemos observar @Jé 0n8c0$4or5d=€4t<z rhabsicia
& 51280 3 B F- 13
nYme-2 Bs-2 aparecem na parte inferior da pri mei
Partiremos dmpasr assictegnasdd i neares homog°neos
b8sico e superior sdPodeenms pcwames ae x @l orbasdka sv.c
sistemas | ineares Alomagpmedosguadee Idsdpelde mom
encontro.
T Representar geokMetazcecameéateend@gespempar pkl

tz Representar geodnex r2 cameedlei ro: si st ema

X+14 = 0 (So)
2x H##82y¢ O
[z interpret agrr 84 irceap rdeasse retqau-a« o e s
Ag U i o aluno no pl ared aca rptaa xail asri 8 $sgeontlEeua s 89 |

representado por uma reta gque passé& pelSde«pon
sistema ®@RBx =HfyY x, Y}si skt eunma | idnee asre rp orsess?ovlievii d «
i nfiniu-apesstoant o um sistema pposdvdels osi peatel
S«0 solu-«A ®Oec mwaepa pmesitaa t ®cni c a, pois fora
geom®trica para ilustrar gque as retas s«o0 par

Capélnles®a@a) mul oompmaensiavelci ente coredis-i«sd epne

de equa- »edaldionwarsestnema - gnséegesir com

a1k +apre 4. dgeEs =
do1dy + azeka + ..+ dopdy = 2
dml1l] + m2Ea + ... T dmndy = dy

Esse sistema ®vabtmpas2velni¢tom ade uien a-sg ndiuta:

matrizes aaseaengsmaate@OG@ABELIclp,551)89 2,

11 X172 ... I 11 o1z ... dln (43
gy g P Loy I:B] gy o - Aoy kg

(A) €

b1 Omz -« Omn Am1 A,z s pp Oy
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Partindo pdanaRa&ps elstantafrfacor nsa cd e manttr«ioz: c
@ W T )

O] LS o P
(@) T T W T w8 0
Ou ainda fazendo x = t, t emos:
W .
0:) n 08p
T p

Podemos observar que as solu-»es deste si:
var itgwd#il zerdigmedsac o et a ® 1.

txDeteramohmasr menode t@Anaincheni a de vetor.

[7:r epr essce nvteat-or i ale (maitri zacoebuda)derivada.

Tem sentido achaondm i /a3 o yHug|luxa€ r [ay|o.s m2 n
|l remos trdbywphbhas ocomam kKun-«o f (x) = | x| n«o te
T®cnaglai:ca- «o do m®t odo do i solamento de uma
X H4y= O0Osesleamdyy Ha&mos:
Entfe«ofF yx xpr (4 )x+= 1&x xj= R2&x + 16

Cal culamadoyp Faze®de Hx teremos x = 2 e y = 2

Gr af i ceatsBe rteepr e s e nta dgdu e & adhrea gporr caml@e6mea ¢ ni m

onde a dist©ncia do NOrnma &u®hjcd hapM Eazseé romi
o)

terem@muaa «o0 fecsrcmaitgem@t?ribé&’p@ poss?2velqguee ol

T® usmal u- «o dardii ctud ma, ppe,@qsmalnu-o« o udeox h+o nyo g=" nO

gue ¢ hamaroamo@s’ nkew, assboix®do qlu,a ntddbEe pos sy vel (

observar que o0 sistema tem infinitas tAopa+ses
b8pp®ir§ gerar as diferentes solu-»es do siste

espa-o.

o é . .
A par awaltor iszias-t e miy 3(4 ;r,lygemés um si stema | i
i

param®trica.

@
o n (‘)8ppA tecnol ogia, a @gmual justifica a

tei Qual g%(//aqlucamdmé’t =
¢

A ideia ® que durante o PER,tiosa-s«(edge¢om®dri pasquosal,
di st ©ncia entre a origem e a ridta. Denttomnsasebe! wo»m3dnkb
proje-«o0o ortogonal da origem na reta. Termo esse utild@
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ax ax a-2 .
+ -2 ent o= ® uma solu-«o0o das muitas
a%/ a;l ()ae 0’4{/ 886

. ax
not ar guéequalrgaguearm t er emos av §sr0|lajs-6(§/rodJsgmcrsstbalsu-p<z
¢

OX o
qualqu%rdecbeemadsa v8rias solu-»es gé}lommiomog°r$d>u
¢

c
. ao
partlcula%r., no caso
¢
l remos wutilizar a motiva-«0 geom®trica par
sistema ® um Jpmas oa dpeanratdior ndoe Ragora i remos ass
vetor, com origem em (0, 0).

Fi g2BRepresenta-«o0 geom®trica do probl e

2 vetor solucdo

FonAwtor desta tese.

Dando um outro sentido ao pr obkelteomau,e s® ragleg:
tem tadmamédo«o, emaegnttodpont o de vistihamd@®bdr i c
gr8fico mostrapauigkomsne v e i Pooedeesmmosse 0o (-3 @ B Y arqg unea
na atividade mat em8tsiegpaar tda ndmwl,u -seanpg e ,d & ap orr i
na retia4 x= 0.y A sol u-«o, ent «xo podemos di zer
gual quer vetor -lda rpeotra.e xG mpdtoor® (slol u- «o do I
coincid®dnacioar ipgaegmieachlmre a reta x + y = 0.

Na Figurmpadamos observar que a sal lexd4og edno ds
do vetor partindP, dsae odr8 gpeerM a cionndboi nat-€& o0 que (¢
Ssol u-«o0o dieogxo ctotyj enDo ad s | suo l«w-aahe@@dgm@en o® uma S
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partimai ar )a sol u-«o do homog°neo associado.
anterlord)men?t eqs ch)), ong@aosolu-«esgésmcto&}%l@ a
"t IR, gue s«0 as solu-»es do &@osmolgtneo. gdlmsl p

W
di ferent eumat aslol we mm a pfatndst linagulc‘asrpp, pois ao su

0] .
gual quer valor e t= @D.Cs,g§leu-§<<on8d0[§: h)% ® ay sol u- «c

sistema e i sto @ vEssltiad oi dpeairaa qquuea |l fqouierpost a, e

tamanho, tem uma grande I mport®©ncia na mat ems§

Fi ghifTRBepresent a-«o dgarsad do si st ema.

FonAwettor desta tese.

Comeokserva no gr §figque damaFisgpbmua «d27 P (X, VY,

composi - «x0 doserettaora quel u-eqa( Qdelp md eapa a $ alna n « ¢
partiIE.@leawtro?rmaium m Yal tti.BpI,o gduee ® a solu-«o0o do h

Podemos deduzir dqwuenogddeoumual guemaque sej a,
homog°neo que ® perpendiCoun airstao sao lrue-t«ao > ot hyo
sistema homog°neo (YyE) ® perpendicular a (xE)
Concl u2anocka qqaw em® dhiogmogMaa,eespgue nkoa®oneces:
o espa-o0o todo, pois falta eqealtsvsesocpmrB8icota
nojMRas se ele tem uma solu-«0 ® representa un
t emmma solu-«o0o particular e tem a solu-«o00 do h
gual gera o0 epsap-ao- og.e rEandto« op,e loo ehso mog° neo mai s
combinados gera todos o0s vetores padti=nddo. dae
abstrefthnosi dei a, O qQue nNos interessa aggeorraad o®

peo sistema BDl Oofr&ab que vai de (0,0) a (2, 2).
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Continuajmoass neostRRmos compr eledred emmakoe iersat ed infees
da habitual, com a forma-«o do novo sistema d

Podemos cosBcbust eqme viesxod«ddeempa-abstra?zm
chegamos nas maademes . ddedu 2 iasndumpae | aesn t rea tqruiez ensc
enxergareno deosipsa-poeda-os formado pel o sistema h
mat ri z Ssdiene®tnrpi»cea 0s uebsepsap-ao- cesthh ort ogonai s

Parti mas ppoa rd&Es Riesroe fveg st etdiai da emaa- «o. de d
Este tipopdadremagieatroeTgaomed s estamos resolvendo o
equa- “«ooremanavetori al

t#. Dma 0o sistema x + yas Bbolesolevsemae froe pnae ¢

geom®Ari&aa«o de ser ® a ideia dos espa-o0s vet
e resol u-«d odenas ivett ema anae geom@Btrica. A
|l remesali zar 0o mesmo processo.
y F1x
W W Tt [ Mmoo P
W p w p @ p P

A solu-«o goarticular ®

A solcbu9p<gofazendoc‘18xpp.: t, ent «o:
Vamos agora grBéeprasenta-«o

Fi g2BRepresenta-«o0o da solu-«o0o ger al (

AY

|

((l)) Sol particular

Fonte: Autor
2faquela matriz em que ® itgual a sua transpost a, i sto |
3¥Mais tarde trataremos de subespa-o
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c

e

(0]

(0]

n

Pe

p

0]

al

A soI‘Th[®«a squ-%omapiasntrh%luﬂiaplo de pfg,mubmbpl

sbS%p, ou sej a, ® a solu-«o0 particuPa@ade mas s

ncluir que o0 sistema nos d8 uma espaeodoueet 9|
Nesta atividade masemgbmepienost vamosi ai s,

m seus axi omas, 0sS quais s«o definidos. Tre
sino deste objeto matem8tico, que ® apresent
ano apr é&888tara em

Em seguida os vetores foram utilizad®s tam
Nt o de iwiostoautalag®lkdreosetfoeesmporamoreagéactridt
cjos dkais fordaemude®omiueadows uma abstra-«o
go a mais 1dRS, ouwe szej=a,a ptorbgid ° pnocro etxeermpallog.o p

Vol t emos ao tfeispcor idtea tdaer eofuatsr oT mo d o, mas a I

pediremos a solu-«o0o geral do sistema.

To:Det erasionlaur- «x 0 geral do sistema |inear m X
toDet erani s@lru- «o ger &l +dgo st gt etn&d sltiedgeaa rS
ley resolu- «mepomeseérst @mao evetori al

ax

X Fyilzit ,%@gaolu-«o da equa- «o0.

-y -z t0 14 6 1-a &- a1l
& 0 & 0O %®
0 1 ®
Tal solu-«o podeaes%r @s &Pt & nh t@oqmna ser §
®  z 0 0’00 e 10 &
& 0 & 0 e 0
¢ t =20g 0 ¢ & d
chamadopdepl ano
A ideia de se trabal har com esta tarefa ®

ma s gue n«o podemos ugteiol m®t#&ri par treeprepeastait

0

& 0 1= 00

oS

&106 & ot
2 0 @ 0g
y&E Q7 &€ 40" ® a solu-«oxd® nomppreebpep=x20= 10 e t

o] e

0
o2 g %

terlemosl + 0 + BGomof°fNeol associdpdo quwe sV §tkied
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al
os demais seja qual "fypz,rtl'Faerccpumbri%ca@qmsndjlo«mada

0

partidoulsarstema, pois x = 1, y = 0, z = 0 e t
sistema | inear

Podemos veridgecsqewmaruie§ weoimo, | ogo estathos di
ma s a paatirrepresenta-«o ado forsmat emaal
i}-y-ztgligl-i ¢ - a1l
: Z %ggwg; %% t% podemos notar que este si
= %0%% Fd &

vari 8veis, ent «ogu® suem ap,r opbotdeemas edrim pber nosbad deoma n e
Portanto podemoosl ud-efoi ndior o setlsepmaa-nog iosmio a |
Lang (2003hi,peromliceesimtsuiiad er ando" o Sedpamo vee D
do" Rent«o o conj untmod @a¥boppwmeropaXxXsdo'@BI®onpo mna
ao wdtadr glPe %X = 0 e denominado hiperplano.
Assim, o Mdperpomanos I X oquad qixerR", d uR passa

P =1, {p nt.ER ' ep que seja nor mazv &} & R ev eqtuoer svat= s{fv

iP), v> = 0 para n = &+ xembs=-o0pkapandewmedguas8:
+ 3x¢+ h = 0, que ® o caso do espa-o.
A ideia de ponto, reda; «pil dteeamaedtikoh asBOD.i |

S«0 chaamidedadds* RiOn d &ernessafrea eao fato de que as
variedades s«o0 do primeiro grau em termos dos
gue o pl anmenntse»e sd.ualAss dviar i edades | i nteiapgerspldaend
Ohi perf-eguemaa di mens«o a menos que a do espa-o.
ponto e por tr°s vetores que d«o aoPBade nMdgs edi«z
gue ruanra« o0 dete seeAd®t pamaa compreender 0SS si stema:
Alesta no estudo qualitativo dos sistemas | i ne
torDet erani f@lru- «xo ger al skgusdirstema | inear

[o: resolu-«o do sistema e representa-«o0 vetor

X1+ 2% 3X 1
Si st eima S

Xo+ 3x%1
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X1+ 2% -X3

Xo= -X3

ax

Estamos diante de um sistesm'ast@‘nrdaeeretr«ncb:nado
¢z

X2= TXs3 3=xX3& 1xX 0. Escrevendo na forma a segqguir:

ao QOa 60 & 095 &0

ixs aeo)%ilzg)%gl

Fx of & ol &

texDet erani 1@lru- «o ger plordones ios tdeoma siciarl @anra me r

ex+tx B F Si
}xl+2x2 2%, 2
leg resolu-«woidozansbemaespalesramant«e vetor

st eema S

Dado o0 ,wdmd<s nrad pr ensae fto§ ma dd omatri z e esca

ex+tx X F
}xl+2x2+2x3 2
a1 1 2
& 2 2
¢ Mul tiplicando a )i meisomaeagouwacom BE@I
alr 1.1 2
(
o 111!
t emos:

Com o sistema escragelremsaedd,a-wmol thaar d ma gnaa de

ax
ex, +x,
D 3
%= % Uma solu-«oadb§§hatema ®
A Iso- «x0 do si sy=eiixg 1xe OzdFas{xx® oa nxXoOSSsa vari 8Ve
a0 6034 060 & ©
o, e 0 ,_
dxglzgeols B
Ex 208% 20 FC
Na representa-«o ® poss2vel se verificar a s

do homog°neo associ ado.
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solucéo geral

Solu-«0 do homog°neo associado

Solu-«0 particular do si st ema

twi Substituir no sistema a solu-«o ger al e
ao
%
e
Obses®aque se colocarmos no QsXF'sxeimaremassol
ext+x % F
:fxl+2x2+2x3 2

€0+ (L %) % 1=
[0+2(1-%) 2 2

O pr obnlveorhavee tr °s vamresoulevesr, omasppbayaEeepe
fazendo vvaariiSavrepand a vanetarhgmea® to h(tRe)r,emos i nfinitas
Si st@meeseraque 0 sistemai de meen ssaeconsparl du etredrg ° tnm@ 0
assoa@i &d e .

TioDet erosiinsatre ma homo @° ruano sd ss4 eeaniaa d o

o ox,+ X, A% E .
tioDet ermi ial b emmg ° neo aSSOie(g(ll ®dg8 "a SSii stbeemea <

Q
X +2x, 2% 2
fiocol-s®@a el emento nul o n(ositsedremm iRedsesgdénedon t

si st ema.

EXtX G
}xl+2x2+2x3 e
A subthgr e$Swbhmsas twaid 8ke-lsexxdi9o si st emae homo
veja 0 queqgaontece. Por
Veremos que ® solu-«<o0o do mesmo, como segue
g0+(1) ¥ o=
10+2(1) 21 (
Todot esmas | i near pheolnoo gniennecos tuenma s ol u- «o0o que
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ow m¥%l tiplo defamanseltdamb®mv® adyiag-uxeomae de d

sol u- »jessenb®m ® sol u-«0, como veremos a seqguir.
40 06034 060 a ©
t10,2: Substit mas rval:c)mbs%kixggrgl:%xg-gl §+ do
e 0 ne&e 0 e
Tx 208 20 0
S|st)émxé+x31:_
i X +2X, 22X 2
a6 0a ® a4 @® &
Para t = 1 t er egmnoes cuh*raﬁnas@e%rﬁmwgmy%e@%- g
0 1 e
drig 2 &8 F
806 04 ® a 6 &
Para t = 2 ter emwuse wmaann@diegr%tss-@let@ %081 :‘;
0 1 ae
912 9 29 B
tig Adi ci one oduwasuels sascl u- «xo chegou?
&0 6 0a ®
Se soma«rm@@% g =8-
a2 3

t1ipuSubsteistmaa sol u-gostda =® dr,efixa e=xBo si stem
ex +x B F

}xl+2x2 2%, 2

e0+(1) 3 1,

to+2(1) 2(3) :

Observamos que a soma de duas solu-»es n«o
tipsEncontre 2 solu-»es d(oSH)mM m® g Jomeed acss sacsc i d

sol u-»es e subgstituas no mesmo S

%_¢&+&+&@
:fxl+2><2+2><3 6
a0 6 Q4
_ o]
8-2)84{%
SR
Vamos fornecer valores a t, como segue:
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a0 04 ® a o 0 a0 o6 0 ¢
_ (0] (0] _ _A B {
t—l,Szﬁ)glt & Qﬁ.%t %,s_o_zaelfé 2
®C £ ¢ F L o @2

ao 6 04 @
e, 0 Q
SE R
&1 2 2f 2

tipsSubstituindoi+oSrasubt attemdeSS t emos:

_80+(3) @3 0=
THo+2(3) 2( 3) C

Concl gumd ® sol u- «xontdogej sbemas Sema tlenma e ar
solu-«o0 nul a,si &anmnguoanht omogqgem®Bdot ingloo de uma sol
sol u-«o, enquant o g®esdadmandge H domshgdmdyr-mdedon U a
sensdbu- «o par af£ oi mtoennngs Nnemwt.e notar que as oper

® fechadlba-edqno a o0perpao-i«so peexgtaentonsa u ma tsqouleu - & o

gual quer n%mero real, como mostra.
éax, 0o éxd 6 x 4a060
34=11§&3R’/>f 8,% =tx t=t R louS i —gﬂ szﬁggz,t t}
[ ¢ I 0k RS
O si ®tsemato na forma de matriz por <coluna
a solu-«o geral em duas partes,haomog’eneo asrs O
conelqwie todo o sistema |inear tem esta caract

l remosumtiai bouzagam qu@c®Wi c@sokboveuné&s s a@to@mai 0 O

comum para resolver si stemas | i neares, como n

TasRepr esexqnitet emanhi heamamde matri z

ziRpresente o sistema |inear 2x3 a seguir r
8x, +x, ¥ F .

$><1x2 s Si st eama S

X +2%x, 2% 2

[ representaz«conanfad@maismdtémiaa esta t ®cn

Podemos-l esfaoraenva® de matri z, como segue:
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ax, 0 X4 a® 048l o 13 61 &4 B 13

¥ N 0@ 0 X L, aeXy %t u
& 22f Tx 220 Ma2Y2 BT

o S, wy a8 a0l (xt;eu}) L 0s

e x22™M0 S €

83+ R 9 & 21 72 0 ¢

tsuSubstitua 1ﬂst|evﬁrx41§vqeiosrcaxlcule a solu-«o d
Com esta subtarefa propomos substit wuilr®m adre

revel amarema que n«o esta presente nas escol as

set=x eses¥x, X, 1); temo

:'t+25:0

Resolvendo

t = s =0

Ca2magn si stema homog°neo, queSe etm =p alk, o0t emetn
= 0O2t+tesz3xk = s =D ,ixsenfgyyue: exa a solu-«o que t2nh;

Uma outraprasemMmaen«a@a escola ® a resol u- «¢
Resolveremos 0o mesmo sistema por colopasadbkxe:
el emepob@aoleshmas t ar efespes em&e narsasi msutei t® ii-nvpec
mostrar que ® poss?vel

Ti11z Escal onar o sistema por colunas.

twEscal one 0o sistema a seguir por colunas.

192:;(2)(2+)E2)%1’_2 Si st esma S
i

Escrevendo naohfhdemé@ deceo |n@antar idtzd, eum@®as 4,

81111 6
832222

FazendoC= C;—% G temo

%111 &

g0222 2

Observe que o sistema ficou triangular, do
l inhas. Voltando a for ma sd,legbh@sndsx:a de se repr
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& hX X B E
:'O.x1+2><2 2%, 2

Resolvendo se ich®gaikjeasxsBhtu«x oI x= {P, ol S -
17t , t}.

O sistema 3x3 passa a ser resolvido por urn
artigsabeamres como matri zes, operadores el ement
Ssistemhvido poapesessaehtut®eai masmo que @onpor itmes r(
=12 2%K3%x1 = 0, temos que:

X2= 11Xz, ent «o0:

x1= 07 T¥se 33X (tvia8vel Ehi ¥yoedxx {0, obitS Es5}{ad,® 1
a Solu-«o0 ger alQudad wsioxntcd ma «mwr isgei ncahle.gou ?

Podemosampeno si stema doeu ddpued sap el sees¥ & mis § S
(trabal ho coenguafnpheass )c ocoluu mpao)r. NO NOSSO Si St eme
3 vari 8vejienqglumgha onserRr ol harmos por <cjol una, <co

As mat rmuzneas feerrar a mesmlIt \ae rp ag iasrnsedna £¢ s tau pargu a l
sistemas | ineares. Em seguida as matri zes s«C
enf iAb a

Dado umSeiSteeama Kd(s-0d - « 0 plsrtekcHfl anyieessoeéu
XH® a s ol u- «eoo daos shoocrioggddan e portanto ® uma s o0ma
OUH uni camente nul a.

Prossema ionadmsd i MER - c@dr tdi gpeema@as »@ar €& oans mat r i :

ToDet ermi salk u- « omxnoA sriasztkeomade ser das oper a
estudo qualitativo de sistemas | ineares.

ti1 Det ear mionl aur-xtoemaos s2 x2 a seguir.
gx+y 2
}'2x-y:1
11 qual quere sn®It w-dwo dke si st ema.

Seja por qual fone otSan®t & dme VmMa 9 slt e-nAG]L .Sp o
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t1111 Soomsarsi St e mAs
A subtanroesf af atz trabal har comS Sse@8&: das sol u-
g 2x=2 .
‘%4X+2y:6.Resolvendo este sistema teremos Xx =
tiizMudar a vari 8felqueke emmy.da ngwe de
Vamos fazer um mudan- axeam fvamy €x edne de i mo € o
tornar o si.stema triangul ar
Fazeyndo 2xpoeswbsatoi t ui i ra% ub a st 8 meca3nos vseelgu e :
BXF+(2X ) 2 ,e3x+t 2

Como-1t, 4 ogo x = 1) =domo =
lox- x4 1 2} ot 4 J ) Y

tiizRepr eedentsansat efrmammlai maltar i z do si st ema

ti1i4 Adi ¢d pShe S

51_al 1 2
3%-1 1
&l -1 0
T® 305

De s tsaec aq u e esta not a- «o0 ® uma not a- «o0 atua

representavam o0s sistemas acima da seguinte f

( x y) y) (:
al 1 a2 al -1 ao
S = = e 2= S =
2 17a 2% "%
al 1 ax 6 28 al -1 ax _ao0 .
. 5 .5 € = ci o pncaonng oSt $ mo s :
%1% 98 s% s F 8"

al+1 1loxa
2+2 1 3T ﬂ %

Somames vaxdoregdsm Concl u2mos que a nagii-raado
nos sistemamalti nearesul tante dmat ai sDasiamser &
ideia de soma de matrizes esta muito bem defir

Vol t ando aeo ositsrtaebmaal hSO com mwadna - a nctloem vopu ed @

o sisuemamaiisqf 8cil de resolvets partiremos pa
Ti2Resob veirst ema | inear por mudan-a de var.i ¢
ti2Resod verstema | inear a seguir por mudan- a
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ex+y 2
:'2x- y 4

fi2 atribuir vwmeydpesiAsteamandl|S§owgefas continua

T2nhamos atriybwyr?2 2x a varei igeoirxal sc hauwmas e ma s

S .
ex+y 2 €. X=S .
i y mualneéams vafhlhi gveescrevendo de outra foc
i2x-y 4 jy=2x #
& X=S & X=S
i ou ajnda Substitwi ndo em S
jy-2x = iy=2s #
es 2s % 2—_%33 t 2 = QZ s + -
i2s- (2s #) E | t-1= L st
tia2- Resolovesri stema | inear a segqguir por mu d e

represential«o matric

ex+y 2
:'2x-y 4

Usando a repreisemema «® acompanhando passo

Si steeamms s :

de

812%_11‘% gl‘;representasl y;mlzol si st ema
Trabal hando com aesivsatrd Ba e mudan- a
4l 0 as X=Ss .
a%la? %representeanﬁ;_o dﬁo si st

ax

Fazendo a combina-%g/o,nooaisejean,a siebsuidani- ad

&l 1 a1 0 & &2 gs+(2s #) 2
= repr es&cndrmbnldm)a-«o
2121387 & (25- (25 #) %

al+2) 1 &3 6(2+Ds+t =
a(l+2) 9525 5 repr esa:cnotnabnldnog- <)< :
H2-2 13F 1 - st 3
Acabamos de reprddut @, g€ mmiseis @&lwd o mund apr- cab |

vaEsB8aekbdai arpdal hada por Cayley (#838), occ

desse cap?2tul o.

TxResodb veirst ema®Fi near g
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ttResobveirstema | inear a seguir por mudan- e
Cayl ey (dle8mwBiitu pd i ca- «0 onad rrieprad s emtmd- «@ nd
transforma-»es suceastsiivyiadsgaadreE me iga epessxfieensecfna ae n

obras (livros e treraxd os a@wse esfaibeirg n tseasd s @ Gleatar a
gen®&rogemos revelar o produto matricial, como
+ = . . :
eaix by =G sistema princiopal
azX+bzy—‘%
ea 'sth 't =x . :
Sop ' sistema mudan-a de vari 8vel
ia'sth 't =y

[ combina- ®0 dosteimatsemadan-a de vari §ve

eal(ais’fblt) @S BY & o, endo
fa,(a'stht) H,(a's BY) &

na pri meiAgar vuepgaunad-o« 00.s t er mos semel hantes, t emc

é(aa'+tha,)sHab' Bb )t &
[(ma'+ba)s+Hab' Bt o

Utilizando a representa-«o matrici ala, idema

a combina- «o, i sto ®

danatri z. produto

Slsteadj: gqugerepresen$ah lq<)/o_qde S
+ &g fax+ by =G
Sisté%abﬂsaﬁgxgrepresemﬁe A6 de s
¢ bzé5+yg a,'sth, T =y
Fazendo a o%bg?%g gg?% ,entakepresent a-«o da
¢ b sag b’ ol =

{éal(ai'sﬂl't) M, (a's ') T
ja(a'sth't) M,(a's B') &
|l ado da outra sem sinal.
daa'+tba’' ah' +hb' &
.a'+ba’ ab +bb &

Esta tarefa

Observe que na representa-«o

(33 +ba)sHa b’ Bb)t G

g %repr esen{alaiur%al)sﬂaébl' bt &

gue n«aeamdo mtarsammnss tde uu m »necsd d
numa ideia que surge por def i@ ipo«sos,2 vgeue s& omo
g°nese do produttoamma@&n,scuddb, qguami t atMovsa rdaemosi
comaloc admcea ®cwnnd caa produt o de mat rfi ziensp onr«oa natceo nn
sistema S quweanoscfoorrrpeai-wma par (x, Yyt ® €ngquahbo

no si Httreamas fSor masse o par (s,t) em (x,vy).
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por
( mu

das

ma t
gua
j us
el e

var

mat

A grandel adei ® gpeeea composi -«o0 de transf

tant o est armolsaAngoersaa nppood ednaoss di zer qgque ao ap

dan-a de vari8vel) com intui Eatde dbet pro rstt m
rela-»es ostsassfemamal »arealriesesdaxk®s.

I nstitucion&brmahdeeom@meso pr.oduto de mat

A =)n(xadtilm ®jtn 1

B =i)n(xbd¢ilm éjlni

Ent «o: Ajb¥m Bn= ( a

Para o produto, temos:

A =)n(xadtitm éjln 1

B =ih(xbalitm ®jtn 1

AB (a a1'k Xm)mxp
k=1

Podemos representar da seguinte for ma:

ea, a, 3 a,g &y, b, 3 be

G Bz 3 Ay Pa be 3 by _

€4 4 6 40 €4 4 6 4U

@, 2, 3 A& b 3 byg

éiailbll+a12b21+...+a1nbnl 3 Vi)

2 3 .y

é 4 4 6 4@

g a.b,+a.b,+..+a., b, 3 ﬂm

Para que ocorra o produto de matrizes ® n
riz seja igual ao n¥omet obaddol emhamadamabtene
nti dade de | inhas da primeira matri z e mes
ti fipraod wsttoe e®srcea ldhai s vetores, poi Ymesovdeo
ment os, cpamos emmdsat-r«ap amarter i ci aloJid®t emat mmda a
i 8vel ).

A ideia de resolver o problema Iiteral ® ql
riz.

TeeEstudar qualitativamente o0 sistema gen®r |

tizgEstudar qual si gt ie®amepomu dsaeng-ua rde vari 8vel
forma de matri z.
fwsubstituir as vari §veis x e y no sistema

Ai deia do ppoduumaemadalrar, perpassa por ur
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segue:

Dado o S|e%‘§g¥n , Svamos substituir a vari 8ve

32X+bzy‘(‘z
aleat  -rios, ou seja, poderia ser um outro qua
82. 0
X = 2s pode ramar eess:ca%iagqmaria;tfmo@scalar
a2. 0 .
y = 2t pode ser escg%ltmaltIalfzoemaadaacalar,
c0 2
i'e'ai(ZS)+bl(2t) !
i a(28)*+h, (21) =,
e(261)8+(231)t=q A §_3ah
02-ae
[ (28,)s+ (2,)t =T, az 2 "+ ach
At ecnocloongtiianua sendo o estudo qualitativo d

os ¢dipew tarefas desta OMD.

As i deias que acabamos de estudaet qro&stn os
vol t emag i vi dade maA ermsBdgri alad crpopSmoeaelaeo conheci da
antiga, @odrsa tuwtli Iriegadddé nn- &2 si ¢ ae sotausddon deeri aa Sfeel
usoGdamepariaa auxi liar na reBml meadosodpr es®t em
dava °nffaaet inhssdes escal ares para representar
grandeza vetorial) e a quantidades vetoriais

por exXd&mmlug a 29)

Fi gh9RBRegrpadal el ogr amo.

NwL

<l

Font e: Aut or

Ent «o do ponto dlemad spade |l ggerb foecmegathao Rar a
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Ti2 Estudar o sistema como um conjunto de v

tt2 Estudar o sistema a seguir como um conj

ex+y 4

%2x-y=4

12 represendm-sios tveerhaor i al

Na representa-«o0o matrici al ter emos:

al 1 oxa_ @

2 19T 2

Il nterpretandwm ac amajtuntzo cdbenmovet ores, ent «o:

441 64 0 & 16, &16, % 61 4x5 ¥ 6 A B y& X

G2 YT F T fx 2 F HF A

O que fizemos foli mul tiplicar as matomaes
segue:

831 ga agg 16\Xé16+y B 61

®2a greRY § 5

Como podemos pensar nas matremesi camentenj
X+ L. Com i sto surge as ideias que aparecem n
Il i nhpesnsando wmas ceqgqud ped®Epado cqgmoadgnewsanoi §\wadie:
vet cersedasa.mos didaunatle] ddeed eusneg a , um probl ema que s

rela-«o direta com um prGbhémaamgeert sepocsmnd ¥
seguinte modo, pel,a pregduwt @tya)ﬁo(nfrsaaee?tla)rgomﬁlmanto
e bg s oma &e&+ wetwmhbrteesndo owomoetroasul t ado

Podemos pensar do se@gewicatkeeymaedo quegeuanusd t s p
respectipalment evakQbp di@ésd ONE i€ Qo@eQdi zemoso eqgue
i 0 a dé & QERNIQE Qédviewhl ogian, si stema tem solu-«o quat
® combina-«o0 | ipearodasocbhdnasguansdios tnecnba enx« 0s

sol u- «o.

x®+ By b
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Fi gBOMoOti va- «x0 geom®trica para represent e

- -
Xu

Font e: Aut or

Generali zando, t emos:

Dado um si satx&ma1llBxnear A

Onde A tem v8rio$AVAtRresm wdmoad=cdlAunas (
aa,; ax ab

c ad(aLiA vetnomdi mens®orealBe =X BEsscr eve nlAldXxA@ f or ma .

2] &®
2 - .
o -

xAl"2 s gue ® o gue chamamois® dienac cmbrian ad-e« om#Alitni epa

pergunta para eBfm°etaBefcha®PPRangber deste espa-o0

Iine@uaarslf%?rg B, temos a combina- «o nﬂiiEhéIasaer,f ocra si ag

a zero o sistema tem solu-ko-easo contr8rio o
Dados dopsdgmosraspartir destes com mai s

com mapgear aulmel ogramo. A particrondcelsgtiar d(eTt er mi na -
Tis eDer mpmadut axxersiggal ar

tis A partir danidfoii gagarlaeei31dos gxpssynos determ

Fi gBtReepresenta-«o e utiliza-«o0o da regr
F Y
¥
£ ¥
ARG
| |
------------------------- -‘-
v2 |/ >
e i
= — "
X1 X2 X
Font e: Aut or
i utilizacesesdaokei dos

18



gz Lei dos cossenos
Sej@mi ¥y
B= o By
Pel a Lei dos cossenos, temos:
O® b Fw P8 (OWWB  dos
O compri geQBpeded Teoremsa«de Pit8goras

OB x+yi® Q DB= Ay’

Ent «o:

®@ b= o X1, 27Ty1)

® bd (2 x1) | (Fy) |

Pel a Lei doseCossenos, tem

(2 x2) | (Y1) | xa]= yal + xR +y?-2 \[x2+y,24x? +y2.cosd

Desenvolvendo e simplificando os dois memb

2 (vog+ 1yy) =N+ y,2a/x +ylcosds i mpl i f-2 cramgd od ®i s membr

( X2+ 1yy) \/=x22+y22.\/x12 +y2.cos@Ent «o podemest gy z@roduteo (
escal ar.

<ahp> LBVLBVCOSA
a

Xles%az)%ﬁ')zyy(Pr odut o eykRailar
3

1

<G@hip> = t(Urep-resVenta-:«oz(yX)r

fazer um produto escalar ® fazer um produto m

Nesta tarefa esta a g°nese do produto esca
opera-«o0o entre vetores permitia simpl.ovkei dar so
vetores do plano.

Em gt esnd:

au, av,

— — .
u:ij ev:i2 Ent <«@hp> guVv
&. % i=1
e x
Gl G

ttisx O que acadnt €®0e quando

Quando dGERBOE0SA= 0 DWWB 1e 0C0SAa = pPpids= DO | ogo
podemos dizer qutogGrmEadior e dwemps odiuz er egoal .

vet dlPE® 0 (zer<dips oulseja,
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Seja agorma%*oewt¢or<0, use =qge cCOwNnNett mvngoohb a

B EB D

vet o ALaoNat ogonal i dadeprsodut d i € ®cednaduamntwmoque d
Vi stGe odne® rfiaa rag udlean 9@ U .

Para Bruter (19282 ArgqgCi mnedemef{aB@m a est u
a dire-«o0o ® aonde se exerce o0 esfor-NMa eF?2osiccoa
estadcaw trabalho de wuma f or - a, adceo mibe sstean dfoo ro
comprimento do caminho percorrido ao | ongo dc
di zer um produto escal ar.

A ideia de se estudar vet QiPeesn spaenrdpoa shsma ,3 itsatl

equa-»es es8dguari.pouiasli achbanpar a- «o voc®? faz cc

o O
O Q Qo

A primeira equa-«0 ® o produto esca

|- 001 I0: Ot

—
-

pel a m iz coluna iguattadeegunrecaol i mha da opm:

matriz coluna igual adet ander®@ sSi stema como ca
<k v> = 0
<k v> = 0

Pode ent«o haver s usmsmbleimedaar-e<so ee s gV eotis@rse .
t e mMau al rela-«o voc°® faz com o sis?Tema |inea

As utbar egsfca ita condi -»es para que dean WPro Xri @ns
i dedemsFrobenius ao tratar o0os sistemas homog?® ne

tiprResob veirat egguior m®t odo do escal onamento.

ExX-y+ &

:'2x+y-z@

12 ®Enica do escal onamento.

Podemos deduzir pelo exempl d8qperumnsiont ¢ @

seprat ogqgowralda | inha da matriz, pois o produto
Resolvendo o sistema, temos:

A al -1 1 OLz:LzTZh,\ al - 1 1(repr esenta-«o da
2 1 -10 o 3- 3
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equi vabkehaaldo ¥¥o sistema:

8X- Yy = 2

‘leyy_z Logo axsa&l W, «y =Sz{=e0,zz=zr} ewt& o= {z(O0,

| =

Portanto (0,1,1) ®l, 0}t elmo(naglleaocss. vetores (1,
tizz. Represente geometricamente 0 que voc° a

Vanos representar gleéeémehri daebheaitrehaz sdandmat ri z

u: Conjun(Oolé)ceIu-mdaDs 0S seus m¥wl tiplos, qu

Fi gB2Represent a-«o0 @oemet olr pe-oxld og oln a |

R (AY

FonAwt or

NaFi glipademos oh®eovaogeqoaallDiar e mo s ®entht ke o q u
da maur kemae,lr i®aedi f er erOt e sp@-wazxgiue trabal hamo:
(X, puzpepaeo®PRa soma de ULwmmgpl|l emwma-tmEmuemnmedi@ma - 0
gerados @ddlnhasr el anmpaddRpiBg er adot rdaensso espgano
Podemos dizer que® @ lkemjalntda dmattroido sAws Ovet o

ON ( Aer= (AE/ AufQ}E B XMAN( A)espla- o sEon®a udrmar et
pel o gerado de A transposQ o eadmnoc iscomaad od i aroe tna¥ck
espa-0sS nN«o temonacka emponmwm & UkaeN Ao) 0= ({z0er o

a1l -1 .1 0

A matr z A = uebra o e sppaasnt eerna ddou adse A tr
gpz 1 -10q PP aB

R("Myue for mae uenm piNgnt® f or.Mademasrebacl uir que

gual quer ou ele edMas & lilleha«ouesd an¥iap eloan h a

soma dos dvw® sf.orOmavcea opor v—veprﬂalflelroamlfzim d-k« Blagur a

3® poss?vel obserwamopl asopeope- Néed) de
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apa

r el

da
des
ma t
doi

Fi gB38Reepresenta-«o geom®trica do vet

FonAwtor

Caracterizamos este momento como expl orat

receram novas sub tarefas capazes de rel at
ativas a interpreta-«o¢casa.justifica-«o0o e o
O ensino da matem8tica se torna compl exo,

ort ogoanar rcad amleerni °nciquei egt g adaleodgs csamw e
artidos| alkeosai s obj et os. O gue mostramos f ol
em8tico, pbonsangaeesdepemasabstra?mos para a
S espaeoguees®oOesgrtogonai s

Podemos produzir dwmageuspteunmcamd s z a-dwaa o pel o
t i t uQ@sifo npaolsiszzavre.l gene?2Malmenarm axt e nprnodass @
Generalizando:

aau,

I

se mul ti plai,tcearreﬁmgs:@or
®

iy

N

n
<a> Fuv,
i=1

e
G

o
5 |
4
BE B RS T

35

<q aghp>=a<a>=4a  uv

i=1

<ah> §uy= qw¥ 20

i=1 i %

u = 100 §e2=0

i=1

<a> = ||ghpw <Uw = 0, Phaenod ma.

Seja agorR u, v e w
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est
mo s

ens

<ahp+ > = 2

au, av; +w

ijz , T W,
u==2. :p+rp=2=2ce

e e

e e

&, &, + w,

aulv+w) =aluy #yW v ww BV ew

i 1=
Em resumo:
) Positi<@himdad=doi, siej a, uwdEp modomprdenento d
ao quaSdgatard o u { vetor nute)§ poshatieso
i) Si me«ahs>a ®A»> comut ati vo
i) Homogenegghpdeahdd> &<a>"alRpreserva a | ir
iv) Distri bk dsWe> +UW vale a distributivi
escal ar.
Di ze mosqueerptrcoa ut ooupmtoelun @ ®egoaahdo se t e
aplica-«0 que | eva um parqude dwe tscer e sa ze elsd va

propriedades aci ma.
Ume s pa- o dvee tdoirmeantsa« on of i onu a l est8 definid

unespa-o veto.rp@bdahosloébde’ceaadwa-roR\?éadoialsegu
um produto interno.

(21,1, 21), (T2, Y2, 22)) == T1T2 + Y12 + 2122
Uma outra atiesdatadguead,paflfdea nast eaidDesca
udearvgars . SA partir de uma equa-«0 como poden
trar passagens na t®cnica que as obras n«

i Madasz.«0 dgeelseaci admarT o estudo das curvas ¢

Ti1s Represent asae guaat-e<ioo mal mentwva
t1s¢ Representar matri ci aX nygtnt2ex ya +e qduxa -+ 04 yd e+

16 Repr«emsatnridaa-i @qua- «o da curva.

Aegqua- «0 gemalredantadacnos | i vajprdywdi d§t

2cxy + dx, +may probcewr@remos justificar as

Ent«o trabal hemos com a quadr 8tica dada
140


http://pt.wikipedia.org/wiki/Espa%C3%A7o_vetorial
http://pt.wikipedia.org/wiki/Espa%C3%A7o_vetorial_euclidiano
http://pt.wikipedia.org/wiki/Produto_escalar
http://pt.wikipedia.org/wiki/Espa%C3%A7o_vetorial

X+ |y 2xy + 53x= 0 4y + Fazendo 2xy = XYy

Xl y xty + xy + 3x + 4y + 5 = 0 Col ocand ¢
xX(x + vy) + y(y + x) + 3x + 4y + 5 = 0 Rep
axoxéy X 8 _ L
0*5— Repr esentiaal«outmaltiraando pro
_xgey 2y S

&x 614l x?é 5 3% .
8%’9183- yc:)g Y4 .

el 1@Xa 6 3 4 ¢
(x y) Y Cabst

gL %g - 4% (;O .
XAX B X C = 0

Onde Xve@®tximetor transhostB ¢$wmatmar)y|j ze:
constante. Formas qua@mogw arcia@ywiudwinpa dru&at-i
pode ser escrito na forma matrici al

Para fazermos uma quadr 8tica, temos:

élngég) .

X Yy & 5 gX 2yY-equa-«0 na forma reduzida
b g 2 1%

operador simétrico

Quando o opemabador ,®ilomBgaa i toremas zu.ndaVeod d rearo s

_déXolaldX )@ 3% . " _
equa- «o0i 3@1@ = ent «o:

o

. . al &0
Vamos partir ptﬁIDaetwmamsnmlait@wrma/f%.@aﬁes sendo

ax 6 lel ;aax+oy
a fuiﬁ <g'b 2ARR?0o n dTge B = .
&y B T8 g F S
al 6 1a 90 a1
T 6 .285 ., =
P21g 21
6 13 0
tiex Aphr ar efn%nSx« cgewg
¢

ax o 14 60 & 16 El

Ta%, 6XT je&e™ & 10 g

¢y = ¢ - ¢ 1+

Compreseendqaue tjddo dopné de oRer escrlt?locl)ge:parti
¢y ~-¢n
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enquanto quédaos mageomr o9 dBmM ser %cgiitos a par
ict ~+¢

Cri amocsoudna- «0 para um mai oepreasemtdameoat gr a

Fi gB4Representa-«o0o gr8fica da sol u-«o

&
(-3}
\3 )
+ i >
17 17
q{ﬂal 1 | 1
L0 L0/
FonAwt or
Formali zando espa-o0s vetoriais
A partir das tarefas anteriormente, propos

vi 8vel axiomatizar mos ad\Wwunl ed ang eenuttooxml rnvii dsa ade
uma oper a- «on@Gadoip®<)o e k um coregop a-em sweabkrdds eRa lu
satisfeitas t qdocsonmos asgeagaier, icRégpahgod egiua | est «o d
opera-»es adi-«o0 e multiplica-«o0o por escal ar,
Partind6 dehtwwd RR,u+vi R"e" 52,bil R, ui R", 2ui R"
®eri-dea cas seguint ender Apriaeddackewyg e M (mul ti pl

A;p: u + (fvec Fra'me,nit®) u
Az: (u =+ w) +(Has(swo)ti atwi)v a
A; $0i R"," ui R", u(el @&menuo neutr o)

Ag: "ul R, $(-uY R, u «u)((=el0emento sim®trico)
Mi: a+b)(u au=bt( di stri butividade dos escal ares)
M2 : (u aaw))aw( ki stri bebimei dader eés)

Mz: ab ul albew) @ssoci atividade escal ar)

Mas: l(uuni=dadupo@o co
Essas opera-»es podem se | evar a pensar em
n
v a&vi+dv+ . dwvaowFrgav, | oMo v
i=1
£ i mportante notar que estasengeaeral- emeasn s
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de um cAoroperkra¢ ®deher Ai nampbm®ml|.g EDpawMis « 0 oper a- »
externas pois se trabal ha c o&mebd Re(ocnojrufPa roR)V.n €s
agora o vetor s«o0 elementos de um espa-0 veto
| e de ceoxmpeorsnia «ocmakpoRy adede m® v8lido distri
di stributivi dadesocomatcoastiadatkergeuse, a uni dade do
um el emento do conjunto d8 como Owv e $®o Iretsat duod aod op
seauont ext o aolug &berjiac,o n«o tem dire-«o0 e nem sen

No nosso sistfrempedguHdbdlsajoa Xo =QsuPeosrt iqounea neesn tve

partem da origem em matem8tica?

Fi gBbRepresenta-«o0 ge¢m®trica de vet

FonAwtor

Supondo O =(6,B)se(eamBx)o(R(R)1) = (1,1). Casc
vetores P = (7,P9=¢018. Q = (8,10), ent«o

QrEnt AB:=(11)® i glEc=lkLbn2a Ge omet r«ioc a ngeurati es ?s

A resposPtaa a® queo .n«o haj a cothdruessc os «nca coam peli
abstsrathr@mi s cABFPOCE® M® ME D nsjeugnnheon tdoes or i ent gdes

S«0 0S segmemeéDmwa qdiier d-e«qm,a mesmo Aamanhbr ed ae

geom®tri chode yme mtro ®Jue esta em retas paralel

sentido e dire-«o constitui um s- vetor.
Surge a ideia do vetoabaldineamabmm O0(&a( @)y 0)gem,
(1, 1). Podemos cdiazerarque adaveeprxesge®am®eodos

represent alldsmama rkiadurzada r efoagmathedamoasp e/red D |
® um conjunto de segmeedtos ©on etnrt -aidosma quao mprod
de cada ponto .o vedmpma- o abemavt eimEE i ctaema g@gar i K
origem at® um determipma&nsent @pontp@re uimaemnmes a .
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ponEmt «x0 OA® ed ovet or que representa todos.
Assim Alomso espa-0s vetoriais tiveram suas g

| i neworletsemos ao it ipodas deomaoetfrmo Tenuncagado, | og
A raz«o de ser se d8 em abordar o estudo ¢
Ti: Det ear miod aur- «ol idnoe asri.st e ma

tuz: Determinar aas®éguikn goometstiemament e.

Si st esama S

fhh: representar o sistema nasefourrmmaa vvaertiorvieal

€ x+y 4

tOx+0y =0

x + vy =1

o &4 _0 4xo & o &

0] - ]

SRET I N S
solucédo solucéo
particular geral

do
homogénec
(nucleo da
matriz)

Fi gB6Representa-«o geom®t rvetaordaa gea rat- i«ro
particular e a do homog°neo.

&

\ o7 10
A T | . | RAY gerado de A transposto

Vetor coeficiente

[
R r.

i Y o xty=1
EJ;?\“\
17 !

' x + v =0 (homogéneo associado) N(A)

-1}
Font e: Aut or dest a tese.
Estamos estudando qualitativ-amdateubsasioset
a nossa (méomporbghéae aggemtanmn geéeatemesy = 0 (h
. al . al
sistema), n«o tgMmos siomomBlokjup l«wlsosgie st @emos t 0«
¢l ¢l
ao _ al .
vetagr, assim camdp«® wetomres da reta, poi D tem
¢ ¢
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o

1
vet%r( vetor coegfuieciteanmbe®m, ® par v et alra dos geammef i c
¢

gue podemos r%pxels.enAtaent(dmosl)]quel)J,m sl s epao
¢

deste Wetswdiusteomalom®Onguid(ord ® gohlmrids @ omat ri z,

® o homog°®° neguwraassssao cpieddao ,or i gem

1
Notemog:;L Que espaebogeradpopt o- RAg emaatdroi zd e |

%
transAostod)umenordetqmanh:dn,arﬁ%"remde ser express
GYm
di | atcao-nd goaumwdan-a de se@pltle&o do ste®t ®,esa sol u
tamanhoco@mbuinmaa-doslV%@egaggl)s&bla,que No NOoOsSRsS 0 exX
m - g - 'ge
alL/2 . : i :
%5 ERpo@t o da reta mais pr-ximo da ofi gamse@j
® obtida a partir das I|linhas da matriz do sis

Esta repgecm®ttrai-x® nos faz compreender o (
solu-«o0o do homog°neo asYoqgiuade«® tdémpsngt wlsy- ¢
temos a solu-«o0o do espa-0 x + y = O oéd o0 eessppaa -

gue ® o0 deensopmai-noa.dvoet or i al
Subespa-o0o Vetori al

Def i nSe-ndaom espa-0 vetorKieSUmsobnegudsmdcoseod
SEV.Di-ze @ eum subespa-0 vetori al guando

W" u,l S u(+l )

2" ul Seal K; al S

3)0i S; 19

Conforme j8 vimos neste trabal ho o sbst em:
n“%cleo da matriz (sistema homog°neo) e d), outr

€ gue s«0 oOor.togonais entre si
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Combi naearo Li n

Apresentamos um aspecto mais for mal das ¢

tarefas em que esse objeto foi tr aloeaflihndid-p@om ¢
Vi,V2, Vnvetores quaisquer dedymdenpmenosetoni al |

vetvbY da V"o Ama+t dn+ . Aavn® um el ement glhalena Mo s
combi na- «wvey imear de

Podemos aindlayv gdvzgr Queseja, VvV pertence ao
l i near esv .de. Bnt,vny .JIfW.(,bov subespayvo.njgeagaatd® don:
em V ou ® o pr-prio V). A interpd,etpor«oc aqruse g
variamos 0 VvV, O0U n«al e oabstnopso doe rneensonso vVar i ar o0s

Utilizando um gr 8fiacabtpeomdsa@guiexempl i fica

3 :
tissRepresentar geeotnmer%lrvlccoanmemtmea @ombi wva=e- «o d
¢

3l 30

2% ezzvgq_.Veri$é0\ar® comifiCidde:ev00 |lriengeiassrt r aogeam®dae
¢ ¢

a walsi zartieas varew® cClr dso sneveQsoegsdé roepresent
permitem o acesso, 0 estudo das propriedades
e

funcionam emtqasnp @ar d ec o AMAL MOULOUD RODMQ .

Fi gBfReepr esent ai-ma- «da ICiomear .

L 4

Font e: Aut or desta tese.

A ideia ® a mesma que Obsagaegaoam p(araeadhared odc
al a0 _
paral el dgaaammg s uma p@%rael ed ma ap)arvaelggidrellamha\se
¢ ¢
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pontil hadas) em seguida dil atamos @&uedco@mprsi mi
ser cxmbilnam-ear ® essdepcm&ul mept esumacabmaces.
Ent «xo éxaedsgeen satisfaz:
al a0 &3
al +82 =
S
Portant osdefe=enddnea 4.
O gaumtGBGLdA@squeespacbhbamar ado ipdloo B, Vv eot awroeng
Vi, 2,V x®. chamado i1gg wadpe .pyot-s&/ |va z a 01t a wwoy Eavt w o,
AX 3l 30
qualqu% poettorser gerado pelg% ecgi)mbiemao«ltbrdesp\a
¢ ¢ ¢

3l
Rlpode ser gera @
¢

p.el os vetores

B

aélgbogezg
Q= 1e Y

O problema que pode saisldgstaestamasestaba
um vet@rClesddee um cohjunto de vetores

T17 Veri ficar eseClundedaudo cvoentjournt o de vetor es

a1l - €1 81%
t17 Dado um deter mi %aeiloe vdeot Gdre, Wp@%rq‘jr@?se mpl o
¢ &Y +lg

[,: resolu-«o0o de sistemas |lineares.
— estudo quallitrmndan®Resode siaseémmsna- «xo e s
OlN 10
a%gb SE.:%Entr«e)solwesnidsatne:mmtraaFlev@o:SZ, |l ogo o Vv
¢0 + l¢
a1 _ Al 61 _
® combina-«o I%mf@/k idrotse rvert eotree-s«o que se d§
&2 &0 - Lg

@l oly &1
® represent adlo e md Delascalgglﬁera@oqq@ B Ve
- ¢

pertence ao gerado B.

Qo

t1 2 Dado um determinagdoelveet @0 Cbpojyuretxe mge

0
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%1 ?
> &
gﬁ 2q1

sat

si s

ver

out

Vi S

est

aa

[,: resolu-«o0o de sistemas |lineares.

al o 2a _a . o .
a_etbb % Resolwviessidemassevequéi mao existe o
isfa-am o sistema | ogo n«o ® co ndboisn ae-s«oa | lai
tema |l inear.

Um outroréefpas dgeetma«o aparece no I® wreo adisd
| fupcearrt esnece ao su®despa-0 gerado por
Vamos ao tiTpgpuelenaéda efhmaiss ® queigne mewsmoada

ra maneir a.

Ti3gDado umRIeemirfi que se el e peS.tence ao sul
a3 edl 614
A % _ g)glae
Ti13 Dado o%v=ettoredom Reguint 6=Fud &s p¥e i fgieq @
) é® 00
e 0 @&
Q0 &0 20¢
[,: resolu-«o0o de sistemas | ineares.
& 6 14 8 eéat+g 3
HO 129 1 =4
a 9 330\1 g \ a,=4ea =1
29 0% 0= 0 | 0=0 ? '
D2 oF D | oo=0

a3

a1 .
As coordenadas d({éV]Bva%e.m PedamxD caorSa:t%lr qu

&

a* nmaBtest e deati fiecaacao reamlbog i Redemaa s- tem

di mens»es

€4l 614 1WA o 3

ttasDado o s$:t%sgp§,1§ﬁ238ev:3verifi|q81?e se Vv
@08 22 3

al o 1a o061 as

a3 fa1f+g1 B

20 -F 95 @
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Escmd o0 guet em& ° encontrou?

gt g B -¢
1 =143
O aldant®cpustigi,de adas plou- s tde pgiesteerha@s ma
Dadd(vari 8vel livre), podemois§ deectdgy nl &dgoelas o
a2
a=2, entsug:.C[a\g%:-lY d, =0ed;= 4 ents«:oz) J¥]to cria
%)
¢

ambigyi pgmwdes h8 solu-«o0 para o sisfiematsd md 8 m@au
® p?ovsesl e i ndettehainmaodonfi ni dade deodembsnaons:
essas como a tecnologia do.Qusathnuddo idcdd oL @d,colnlt e
ditionear ment@Ddepensenae todrmroweza qgambiog wii dd ke
logoiSy, poi s, @wCL de v

Caso 0 sistema seja Iimposs?2vel N«o 8 nambi
se €Ckem | o0go n«o t e modse pceonniloe Briieevgeol, a rq usaen dso« oq U i S €

vetorp®ediDsamos trabal har com udne |[veegt wet @ruocen u lea

pois otemspema menos uma sol u-«o, gue ® a sol
i guai s a zero. No sistema onde os termos 1ind
di ferente de zero, ent «xo teremosdeman€adsowaea.oda

sistema n«o seja depamrdentnee aelmebh)e obabdeg ande
dependente ou sa ngadi®,om@useolnu e« ®,ss a

Todo sistema dependente ® o,r ipgaineatdoom dseo zuim
este ® independent e, mas quando se pensa em d
independentes, mas se est«o na mesma reta, |o

6lad 184 o 3
tig; 2 Dado o Ssgbgls%a @QH&V =3 verifivig®iuet islei zando

&2 2-F .%9 3

m®t odo do e?scal onamento
a1 2 o6 1841 1 gl d 4
o} Fo <] 6 o}
i 1-1+8» o%o -3|—>é1,§8
@152 ofoo g1 &

Escrseeveo si stema em forma de |pgmrhassernau metti

i nst.ot gluwateisftiecan®t odo do escal onamento ® que
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das | inhas, |l 0ogo s«o0 ceammesma»é¢é s nhangaresej) @o
outr ags esd¢ aanul ar , pois anul laaio®o od eremarnem & VisDt
tri amMaulparo.posta de QMR etfead@snovaglwiapamd i mos de
recai em um sistema e com a resposta deste po
@l 618 15 @l 504
Conesleuiqgue S@%%I%d&)@ o] mesmoegqgjog ,seent «o:
®0F 2 g0-F

@l 514 15 &L 604 83

Sz%ﬁ §1$,18tgg80$, i sto quer dizve=§|($uepvoiessthé

g2 2-F Rl 28 S
ambi gui dad®@, cloompo n@-kbBb. em S que tem tr°s comg
considera o outro sistema de 2 componentes <coO

a3 @&l 504
tisi Agora se vem%fngaotoﬁaserseemos:

@ty

86 03 8 gla, +0.4 =3
alig@ Og %enti&zq+0.a§:3e$z;=33 _Iog‘,;eg?l:_3 R. sim
S0 . 8  laa.355 (44T 04T
QeQual conclus«o voc°® chegou em rela-«0 a ¢
O sistema s- tem uma solu-«osi $bgma n®opoe
det er rhiomod® LI. O novo ®[)\/¢S,t:g§r, niosthm v®, sé mh @ma
¢
Rieste ® | ocalizado nesstaé isi&bémaqmammitiﬂ;enddm
ia,=

o
o

s vedoreas read aldagdes onsud tp @ll o £ aded or @ ise¢ @,

BEFE

cali zaegaoandel em si stema de vetores, portant
604
802@ ubmeas epoisi Bt auma i ndependent e e, ® nog ureemtc

2

ediame®8«oque ® 0 n¥mermaseal guemermctomsg udeée ot a L

®© QO
c

| ement os qQue a base este ® obrigatoriamente

A partir das ideias apresentadas at® ent «o

A 1B Verifique se IV ® um espa-0 vetoria

tio Sendjp Verik® qume eseag- @ omdtoadndealFi gur a
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i utilizar as propriedades de espa-o0s vet

Fi gd8BRepresenta-«o0 do espa-0 com V

i=(0.1.0)

Font e: Aut or desta tese.

Sené,c}ekvetor es ortogoeai se/ejni meveil/g/e(npl anos
paralel&%)ﬁﬁﬂ,émteoy Eeg@l hoemado pel os Trﬁl;ﬁltipl
1/, portanto temos unuev ek ogrea waddrow I-ep iss , pjlg@mn an

n«o j&dsBRi m, koWveqwe est8§ saindo do pITeeri.o @sxo0

vetores/doeplpadem ser fJeﬁnthmameMSs@hedpa-o

vetores/ s® paasopleaW,pairsat oo ®r asepbadaedV,pleasnces
dei xam uthe spar- o0s Ppoi s 0s peltar @wigPemw,«pa s eammm
vari eda@e Ploidreemors entvw@o i kida®re sqnibees mmas b atdado
&0 6 1a 060
A VL s«o todos os Wb#%rgﬁﬁgagal ® ewm i e teo if DA an:
& 2 o% 20
¢~ ¢ -
para definirmos um vetor desta var vienda® eunb a s
a0 6 1a& 60
. &, 0, . .
subespa-o vetorz)ngaeWe]omyonaesemas 0 vredeoirr an L
g2 ofF 2
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o

component guahbtliessdar asso .aVblasando aos si s

e

--OCRIO: O
=
o &
OVY D Do

a0 6 1a 060

6, , &0 -
t em@s(fx an+y¢-)1 . PMasded conjunto sol ubasoe ®d or ehvcerhoag
0 e 0
&2 o0& 20
solugéo solugéo do
particular homogéneo

associado

associ ddadas as solu-»es do sdoemeimaa-pcha@d isien eaa
al 6 03
0 a . : o ,
X@gyladedlmerzs«q)§ gue a sol u-«a ad o sleo Mecogt® rniewi, a
® 2 08
e
solugdo do
homogéneo
associado
&0 ¢
ger a umaibaaesoluz)«go Bar«ocalaol u- «xohdemogfmneios
g ¢

solugéo
particular

® uma VL

Nesta OMD o professor podsejdinsubespa-scseygat
ent«o da seguinte for ma:
a6 04 6 x a0 06 axd &

Q:xé% éw(l)ég\#\gzg %éqv\égg—’g[vl,%%. Loywev gerador de um

EIl v. Ent o, ® {wmaE (beasspea -does g gt er s amg nt eE sser etsed o
de modo %ni cgoe cvomo CL de v

| sto implica,dVda@sodsy =® Opodesmdtvieol psd a uni ci ¢
CL. Quando o vetor nul o se eisxecaxgente«pdlef @nodiot &
l inearmenteLlDadepsentienres textos adotarem t al
mostrar que ® LI basta wverificar se o0 sistem:
menos est a.

£ i mportante nodstrudatdg walridto snose spamas viern

se ® OU N«oOo uma base, vol tamos aos sistemas |

To-oResob veir st ehnobamong °xn eno .
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éx+y 4z t 0=
tco eRol ver {)0+2‘$1'252tt eOma Si st esma S

}Zx- y -z # 0=

[ resolu-«o de sistemas si stemas.

gi: estudo qualitativo de sistemas.
Representando vetoskeal mente o sistema, tem
al 6 1a 061 & 16 03
e 0
xg §y2ae zglgﬂ Og
2P 1810 ¢
Escalonando o sistema, temos:
éx+y +z t 0=
‘: 2y- z Rt 8
-9z 4 e
Obt emos como Osolent«wm: zse ty = x = 0, S {(0,
se t = 3, ehte&oxz==0,4,8,y%)= (0,
Subststuasul tados na representa-«o0 vetoria
aL o 14 o1 & -8 @&
ogg(-l)z 4g1§+ % isto @:
0 . 21210 ¢
O.-11.13t)4.+@): 0
0O.-11. 244 +@8.2 = 0
0.-12:2() +1)4.+ (3.1 =0
Revelkaque trabalhabalclhar s¢ e medhamioitn a-i «vo nloit
al 6 1a 061 & -5b ao
&, 0 0
Z) esta noxi%yr%aéjﬂéliﬂo, | ogo podem@s@p@r&saﬂre
20 .¢ 018 R
9 ¢ ¢
a6 14 061 & -b
xg §y 2$+z§l§+2§s gue n«o se escOoenoe tdeemomsa nuemar a
22 -F 24812
gue ® diferente da nul a, |l ogo o0s vetores s«o
espa-o0o, | o0ogo n«o ® uma base do espa-o.

QauMas @au addhs ee8pa-o
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Podemos deter mi nalrmpor tpantpea i motsarsteua . gquan

86 1a ol & -5

por coluna, ojsz@%yaiezgl “"2)8
292 -F 24219

éx+y 4z t 0=
S «O0 4,d‘:o yRz 8t 6| ogolri mharet or
b -9z 42t 8

val or de t | teremos uma sol

al

edqguBRnNnto que por |

sol u-«oj §eque gamp

u-«o diferente par.

0 13 81 & - &

encontrar umai $1esp®staqu30@d%(-l)f2%z£wﬂo§3+z‘8 ﬁ

62

® o

—

(
gepa ambi ¢ o daaiend®a, se o0 si
. 6 14 061 & -5
e 0 0
d exi §y Zae +z8 1 %+28,
22 -F 21819

0y - 21812 F

ncontramodo edememit@msque tem cgueo pemratgeest e &oe
Xi ste uma rela-«0 entre 0s ec@alukeeedsemo- yo d
ransfor ma-pm d4i(n®)arl evam no vetor0,mMul0g 0()O0,lC,vi
0,,0,I0geospa-m«@.dl,umadi s n«o podemos escrever

stema tem v8rias s

Observamos col mr@ dadmatbrique muda S«0-0S V.

se gue temos espa-0 |linha (espa-0 gerado pel a
gerado pelas collun@ge dwabsiidsgndeensa )t emdéer ent eas
produzem o0 meEmbaresiuVidadde mated®@t acat ema el
homog°neo.

Enfocamos nesMBR pogweposéemogdeum g°nero de t
di sciplina AL em um curgoedé¢ograedotadao gmaMat ¢
l inear es, por ser uma tecnologia potente, i st

estudo hist-rico epistemol
Hami |l toant Peaonestpeeseques

Nossa proposta de MER,
ensino de AL, gue f oi car a
cert afiafpd 6ecaa ru madeugmaduando

proposta na TAD.

- gico as i deias de

no model o.
nos deu um entendi
cterizado como um F

em Mati@m&d i madeleind
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4.3 CONSIDERACOES SOBRE O NOSSA PROPOSTA DBIER

A potencialidade de ,mass ap aprao proesftar mbd a ma
transpositivos sobre daedsiscopbdenal Aunsnodj e
sustentar um desenho e experimentar alguns i
desencadeadas pel o glinttatoi Wame ratr €N cadss de esirmranseadrti il
em did8tica nos, fem gueée ausamosmodkej] et os do ens
estudoqgde efsktdev Gsssseumpeasi t adoi t ui - »mo®s odo mii vamtse ¢
masf antes hist . -ri d@sximes dkercocmmobadmse )i mmmsas ui
notas de a@bDa4id g@umwarsr & o(nst antes nos (ANEXO A

Nossa propostap odcaddEdgu iifrdkdee |a s : model o epi s
refer°ncia, wmodelpoopbstandte aplica-de aet ame
espanh-is como Bakar Belrea, DéotBoagbe endodnserca

—_
c

ndament a- conb adao -mpad al a.

A estrutur af «oa scka dppr epadnda afse sdsor  Dr . Rena

2014 ,gmiahi strou no | EMCI , a dios PIPEGIEIMN ad oT I fEiMCd
como uma disciplina noepsttartai dvoa apcaarda® noi sc oa |eu ndoosu td
contidas em hospPo aeBwi pgthesvci plina prop?ts um
como ideia articuladora para as tarefas o0 est

A ideia da disciplina era fazer um estudo
pr8ti casst eacnam dii near es, sem uma Vi s«omadke loon§t

epi stemol - gi co nibe sreenftaad’onro8dai ad anc ad nGuree X @1 £ p, a
j 8 que a g°nese desta disciplina s«o o&fngikot er
O curso teve uma perspectiva de trazer a AL p
EP, pois houve uma nbudeatno-,a |doeg or ehl oau-v«eo ucnoam foo rorm

a partir deste model o | ocal, um curso de form
do | FPA (nosso PER), que f oi praecao ngsuter ua2cdoontje& e
ou se¢g@amo este model o vive no | FPA.

As notas de aula nos fez estruturar uma O
sistemas | ineares para desencadear mosv et grsitalids
at® chegarmos mo mesatskdo dabe elspae oe Tal estudo
objeto sistemas | ineares, | 8 AQuempenstte®©in®i amao
|l ineares homog°neos, no estudo das combina-»e

As i deias do dmodelmo cluosisoede AL para gradua
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O ensino b8sico, mas com i mpacto direto na fo

® abordado naquele n2vel de ensino, e posr me
pr8ticas, revelando a transacionalidade desse

Demos ‘onsf assiestnemas | ineares homog°neos, p oI
estudos dos objetos LD, LI, base e espa-0s vet

foieMosSt rar a partir de um sistema gen®rico (¢
m®t odo da subst iOsuit-i«oo se desl itmairneaf-ax<so.que traba
poss?2vel , por exempl o, se deduzir o m®t odo da
Constsagfuwet aafqpue amfaocsaolgeo®t r i c af aqpio s s? 8 & B m:
veri ficar gue o0 sistema divide o espa-0o em d
homog°neo) e o outro ® o ger a'yjo @rd as«d i rhtasg
si, foi uma I mpor t,amtleg or egluae- «noo sc conm ameat wr | i rAese std &
(2014) e no estudo hist-rico que fizemos

Outra importante ideia ® a g°nese da soma
sitemas | ineares, espeaseridbe esamaolguas nekem do e
superior, assim como em NOSSO equipamento pra

A proposta de MER que temos de certa for ma
para o enmsaannosareviAu para minioetas/fkanunm cpuerrs?oo dd
meseeoe, | FFA, dhd iPE&R)comparar com 0o nosso model oo
AL ministrados no curso de Licenciatura em
pos bilidades de se ensinar algunor mhkemestugs=s
possibilidades de um processo did8tico de mod

Este MER ndespreemmée@MDu baseado em uma tecnc
t ®cni adautimt v@es barefas, que ® o estudo qual.i
desaben stot@cnwo-tlelgccawmo esta presente pois just
no model o.

Revelampet enci al i dadetedmo Je@diead o queal ®tmrmds v
perpassa pel o egtuseirsot edea SA H B enfeaajruoEgsi.apr esent a me
model buri da nee njtuashbt iefsidaoath p e tAols odmaat r,i zeesspa- 0s Vet
Subespa-osendpagpfopiecss dwlend easveAlt per passaSemdo es
assaant amos diante de OMD Regional, poi s NosSseée
t ecngoldouee presen-a de diferente t®cnicas par a
di scerint ®ri os entre el as (BON, 2011)

Para Del ggado d@22@0@er ans8l i se dwontEmroeesensosl @y

gue mercintstruira QOOllemani mame@mm e b eptleptoaduema
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serreconstrrtu?daniaalimmesnttiet ui - «xo escol ar como O r
amplia-»es e completa-»es progressivas que, p
S ®r iper alkeeol ogi as intermediarias geradas suces:
evol utquwespgdasslsl em8ti cas e 0s ti posrake etsaddef asse
OMno | FPA.

Este MER cumpre fun-»es naoah8ktidasdedpbrtct
estudadas e que queremos abordaEstde mond enlod on s

no wadmp?2tde,pam@l iamneal i sar e quepitstoammol cexipd i €3 p
profesgowe de umumoasopgleh@aldd® que esta nos | iv
model o epi stemol -gico dominante na institui-«

Nossa OMD ® wutilizada gq@QMnadm fuimmas Nbokssss&®taD bk

preconiza um sigutemloideeltabed ada Apealexss nasatnorse
de tarefas, taref atsr ee sti®cmdcancgu e raid clul aems d e
Caso consideremos o professor como dipoéetemosde
di ferenciar a praxeol ogia dprdd&x e @lao gtiaaaqddand eardt u
comor axeol oghav eansdstciemmtuema coopera-«o tanto do

Posmabaser muitas as eampdi caens oecranedgtrer- de

ensinada nasmi esaf bguef-oerentarlintesdt rme. «td@dMe@D r s eagysai nd o

Chevallard (2002) s«o0 cdabdti exri Jiargaod«somac i ft arra® mam ¢
sabeemm uma esqgal @ ahinar gual cada n2vel se refer.eée
dessas organi za-»es. Est es -32«lo, 8gpaf ianiodo sn?evre |

espec2ficosconif @r e 4F5gura 39

Fi gd8msal a dos -thetveerimsi mee- ««ao di d§ti ca

3 Civilizacio
2 Sociedade

1 Escola

Nivel 0 Pedagogia

Disciplina
Dominio
Setor
Tema
MAssunto

th da W I =

F o n€hea:c(2 0 0 87p3y..
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Pensamos nas restri-»es @oqunévelsccvedada- e

para o ensino udehEmategm@t osaekement os ndoad ed aolse r

diria concretos, ou seja, iIisto se ensina assi

As restentme escobd ae ms iprsuea gapnaemdndawiaz apdogai s

atividades s«gdésatbidas! edpopdaeast@@andoaa( 200"

atividade matem8tica se d8 pela realiza-«o

i ncapazes de dominar t ®c misc ad uaannp! ale e nfcloex 7\

Rest »es prownéwieenst dsadbs, coafdeome IFmigauir al e

a atividade na institui-«o0o de ensino, a exper.i
de forma formalista,; restri-oerde emosagpd icas o a
manusear o0S sistemas | inéaneduradrctasm-@ampansc uiIrs

portanto o tempo did8tico.

l ogo n«o houve uma algoritimiza-«0 do process
S

inado ® i nquet ieonr8evsetlr ie »eeasf iimMmptost as, pel o

Rel aciana@dm os ndedies miaemaceaxo di d8tica pod:
gl obal corresponden?dne ioedsetnud d,i caa ekMOddedbga comlmada ca o

e a OM passuntMEERrsepteado nesiconeaphetwled de

apresentar mos utmaar efuaded i pdsatta vae dmpdli c@iranoa o e

processo de estweédamo® memami diou conheci mento
de

(7))

Em nossooamER teteofligbcque engloba todas

enfrentamdo novo conjunto de tarefas, onde
s«o pertinentes, j8 gde pnadéespurémpkecdaog®a
tecnologia intelig2vel par a toiuntdroasquienda va ®¢o
i nstitucional mente.

O bd otogmwsesadMEER est a c o tercerorppstuadd @ntrapoldgico se

refere decologia das tarefas e das técniceso €, das condicOes e das restricdes que permitem ou

ta disciplina, gqgqguando este estuda objetos

nao a producao euwilizacaonas instituicdes, pois a técnica de solucéo de sistemas pelo método da

substituicao e eliminacédo exista mstituicAdFPA, e apareceaompreensivelegivele justificada
Para Almouloud (2007)a praxeologia associada a um saber € a juncdo de dois gocos

estudadassabeffazere sabersendo que acologia referese as condicOeade sua construcdo e vida

nas instituicdes de ensino que a produzem, utilizatmamspdem. Comnderamse aqui as congbes

desobrevivégiade um saber e dem sabeffazer em analogia a um estudo ecoldgico: qual o habitat?

Qual o nichoQual o papel deste saberousabex zer na fcadei a aaudament ai

na compreensao na organizacdo matematica determpoaestapraxeologia.
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Fi nal ms snboed,@lmooe sent a

tra-odDedlaoda e(s2 6 )p r pua

do MER e do problema da desarticula-«o0o entr
undament al para artiend @ao des atben rednmead o @P Eir € 0 |
ensi.Aadde®i aMERIi norar as | i mita-»es das atividas
ao estudopded o ovocar @ot iicntiar p@aisen-a da
gue justifica @on Dtconuwi crth@a s pporiasx efoolroagmn as mat e m8t
de tarefas o0 que poeabdeebiumat ofue camact.omasctar u- «o do
Nosso model o epistemol mgiised afeciesgB80bloe matnis
saberes matem8ticos, objeto de ensino nas in
acabaAgoesentamos de formaFeggQuamgd0ica nosso M
Fi g&a@§Bs que mae xd»ee sc odhas OMD.
i etk |
Estudn- de Algebra Linear
_______ _‘I'___________I
: Qualfis) objetofs) matemdtico(s) podem |
| ser mobilizados para se estudar AL, no |
| gue diz respeito oo estudo dos espacos :
: vetariols, em um curso de graduacto de |
I professores de matematica? |
I |
rsEte'm_asTiFea're-s :L :.'tm'co-m'm Ragoes MMearesTy
W S S - e — -
(O resolugies de sstemas Tov_eh_
| Métode i | Método : JrMéthq : L OM Base/Dimensdo_ |
| Comparagdo P Subst/Elimin | adicio
e e e e e e R v gy, ey eyt l--—-ﬂ
P —————
| Método do (] | Matrizes 1
lescalonamento L______I
e e ———— ===
I Espacos | J Sub Espagos | " Sub Espagos |1
1 vetoriais I 1 vetoriais ] | vetoriais i
- - B - — -l T
o] Variedade |
I linear |
L-----J
Fonte: Autor desta tese.
No pr-ximo capitulo, n-s faremos a ans8l i se
com nosso MER.
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CAPITULO Vi O MER E A ANALISE DE DUAS ORGANIZACOES PRAXEOLOGICA S

Omodel o p@apumatem8ticas ® um model o epi st
matem8tico Thumotden o( HDWM4 nan®eiot ui -»es onde
mat em8ti co, i ncluindo especial mente as insti:
conheciment Ai mate p&triacot.alat mohebheeneidua a s ®r
defi hespeocilt aexema e prova (CALLEJO, 2002).

Ao conshos sar moaeVEORS,t ar edfoer ent e ao estudo de

di spositjvqudigdtimei o de umid8 nOMB, awo Rl niswerios iaf

t exut iol inzoa dloF PA, noenccurastourche dlei cMat em8ti ca, e ¢
profegser mbni stramaa idnsstciitpdii-n@o AILFPA, sendo
poss2veis model os epistemol -gicos sobre o ens

Na aus°ncia deiocui amémms-omasgladas ® og-l«iovrdo dét
gue o professor tem para el abora-«o de seu text
do sPReHeor . geecpuwmstatar pootft EPApaesdte ech®diISS 2uNeso

gue ministdamapm@®LMRIiI pal refer°ncia pama endaibroa
supeirstos ,®, sobre 0o saber a ser ensinado
Olivro did8tifceor r@&dne np noefpeagmatos al unos ®

i nf eeanae par a r e aSeigu@awa |l g H@O0OLYs od d §a wimv imod a
matem8tica i nstitucquognuaalliqzuaedra pgeuses o @ nmeiao en
Portant o, diante da i mport®©ncia que o Ilivro
anad es@aartir do nosso MER.

Nossa an8lise se dar 8 entre a codetermina
acreditarmos que asemmedsomash jne« o sgeu es espearqaum rn e s
para que aconte-a tal estudpraXemhr gmoa Abmou
t{ geQ,identifiscaondp geSenghuees ,est es s«o0 AsS catego
de an8lise se dar«o a partir do que prop»e Alr
de mat ®ri.Destdanditemos o0s principai sOphbjnéboas: de
saber faz parte das prae @aome rEda-?aeBsdc8brppiersidanatr ee
di dg§ticos? Como ® apresentado e com qual final
na escola? Se sim, e nu ag wa iss« oc oconsd i mo»teisv?0 SS ep anr «a
Al moul odal gm®lliSse praxeol -gilc,a. que trata em: :

I ntroduziruma moaded oOME parnoper enégin imfoi ader Ad

articula-«o0 entre depend®°naoiaa «loi h e avweetr @anodmes ip® A
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0s sibkbteemsepr axeol ogi as matem8ticas,| ewanm easan
al unos ao seinsctoennraesa«rod sasr tciocnu loasd adse ma i,s noubm eftaozse r
compl exi dade crescente? As praxeodomgtirac dnad earx
vetoriais requerem a me-ikdiasdeOdsPpudocgpal il atw
ut i | iczoambosrefer °nciao pour Pacd tbe sukcdgacesm Mat em§t
apresentamsaetiotlegra-cagaedbaponeeam- gm fazer

Ou se caracteriza pela purabstptldtcmas «o de def i

5.1 OMD DA OBRA: ALFREDO STEINBRUCH E PAULO WINTERLE. ALGEBRA
LINEAR. 2° EDICAO, 1987 i MAKRON BOOKS -SP

| ni ci amnsocso Ipheal adoe | i wrionciEpale ®dat @ado ano | FP
no Curso de Licenciispdiuna emnMatem8ai oa, 440 sen
probl ema concreto, poeius deesstsae osh r8¥,,efnég2, dpcedr8ites ofk
pesqui sadoBh®dasbharaedbfr ®do St&lignebbrruac hL ien ePaaru. |
1987.

Segundo Chevall archund®98nst intciocaho8nadin i ale a &
humanas sejam coordenadas por praxeologias be
desejadas de umsaegmameier ai netfeilciagze,nt e, pois es
envel hecem per.#emt aeds de ®d mboersgcann,sztai-d>»xEss s §iroiv
mel hor funcionamento de uma determinada inst.i

Usaremos as sd@dguinbt pssin(dscwalttaiepdsgSdarttdmast a s
iindica o tipo de t amefnasneq ae «®i¢kifa dit & lagkd®iag@nma d

numer a-«ol,d@cniacef@)e esta r el aci)pgn(atdeac nae | uongai ¢

Qi(t epprairaa) representar o0s ti pos edsep etcatrievfaa st,e oarsi
A obra inicia coemesvoadar des veitodtremas | i ne:
novo para o0s osaelsuthuodso, dpear € €p ad- 0s vetoriai s,
transforma-»es | ineares, opeagsadprr-esrilasn,e afrersm:
fiinada com o ap® nndaitcrei zepwe ddernte®mMi nanbbpeteSS | !
exi gi dprso jpeetl éteidcaag ‘PPt cur so de Licenciatura
A finalidadEecamwm? tcalpédd ud @) dbdqueatear do8ésted®
propirceivoius ar a nNo- 4qe@ ddee WRstuars mpo oRri edades.
geometri camaemt g,etlmam vetor oposto, vetor nulo
as opera-»ees <Lwars vEertopreisedades, ut iNeisztaen dcoa pa? t

n«o h8 tarefas propostas e a OMD apresenta ta
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O precduwtad arusdedli meonbe, lKe V2)y e( xsentrzpues

<u, v> @&u sees cdafloamo :v uxo+yiw.Em geguida ® apresent

M=% #2, onde v Defifpx,yyetor uni tug+i o,De fciome

M

‘@F\/(Xz x,)2? @y, w2,onde A 1Fy € xB 25y Como sendixoo h@- d

articula-«o com a diast®unoi a Gerobnreftnraieet a . pédngas

dois vetores ® mostrado a partir d@osqt:rla_b;'_YIJ_chogiz
ul.|v

onde se calgdelt & msdeogneen cubmeab el a de cossenos ou

Encesreraesse cap?2tulo com paral elTosdmeos ea sortt®cgno

resol u-«o tem como s@Rpao rdteef itneic-n«ol -dgei cveekthoero rea cj

t eoQ aamlpresent &nadpd iccoamoo ddor.eta da defini-

No Idivd®ticos o autor presume que o0s alun
matrizes, determinante e sistemas | ineares e
objetos. Conforme Chevallard (bh9pyi cd@amoguad
professor o respons8vel por ensetme mocsme mtno edsd et
i mportante que ® o0 estudo de sistemas | ineare

Em nosso MER ao trabal hagromaw &c @om rv eetno rdeas ofrr «
de apresentarmos tarefas sobre o produto esce
combra aonadweies ®ada ® sapaesentaddo.

No capsf«donlt o adZb®zs pa- os epattoiri hesm®ygr 6 omo gen
o plano cartefi gtda Fep afrkerc e( xn,ay ) , onde x e y
um ponto ou s«o0o componentes, |l ogo um vetor, e
O J& demai s EMi aIneqieisdpaa -00ss Swet dedad apnasrdtoisr dad 8 pr

da adi dacx omuel t4i pd rnodsm e« @ment os ¥ep«esphaaaamwesDr i a

Fi gddaida nterpreta-«¢.gEog®t-dli dthbrdpr &t a-J«.0 vetc

y* y‘

il i (X, ¥}
- g
0 i 0 .

Fon®e:inbruch 98 7Wi mt.erll5dfophtit e: Steinbruch e Wi nter
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T VerificaWV®swe mxnc @sjpanrtoo vet or i al
tbuVeri ficar Vsse]RqH{ xq nyj)RIixt® ywum espa-o0 vetorial
t Verificar |sRR, esxoc @rsjpantoes VRt or iaadiis- «coo ne
mul tiplica-usamapaear. escal ar
t3Veri ficar Vse= of pok®idciourm taos o pe)xB € » @ F4& ( X
X2, 1€ ¥xeB A(x)) & A(x] pndAeeAs«o as adi-»es e mul ti
taw-Veri ficar sle {facbhRlagtob ®Rum espa-0 vet o

opera-»es (a,b) + (c, d) = (a +c¢c, b + d)e k (
Af,utilizada ® a aplicaecor baldsdefsioi -exsop ad ec
vetoriai s e 24 @a«0ot a®efamtespa-o vetorial,

@+ Hxy) %( adb( ay)n«o ® comprovada.

@] dis%@y@sm defini-«o de espa-0 vetorial, p

Peano Al&&&).ise ecodobhjebogde saben faz par
curriculares para a Educa-&at 8mper ode egapade
vetori ai-se ea adgdfiicmiu- «xo, sem dar a ideia do qu:c¢

Em segsaiue#jr 8 p a sssuab epsgpraa omsa v(epu.o rd=)z,ando a

usual, i st o @®n«amvaauibenj®@uy utmat ®didb cuom 9/u bR puam 0
espa-o0 vetori al em rebadsoala dlMa xiopdaesapowad ts
0s 8 azxdwbmso meab htatewrEmdJm subSsonkonwvazi o, de

V® um s uveetsoprdisael edset i verem satisfeitas as segu
i) Para quwai &qguseemu S+ Vv
ii) Para qualiRs,guer -se£un S.

Tz eYi fiS®aumseubespa-o0o vetori al
tziVer i f Beafr (e )=®2x M subespa-o0 vetori al
fss Apl i ceaor«eomad ol .T

, ut i

u+ Vv aiFE X XXX I+ X I+ X 2H(X)S = u + v
du a&(x 12 xéxy,( dx)I)S.
Apresenta conooli @ e ctue sroemae cQ.aBLa teoria a

Em segui damapsesné¢énatao vetori al para repres

t omar douesvdaetreneas a soma uU + v tamb®m ® ret a

A partir de agora o0s autoresnbrkochb98)TWi hi er be an i sad
1

al
6 3



gual gaoobeemos um vetor tamb®m, na reta.

Fi gé42Representa-«8 geom®trica de
y‘ s

u-+wv

R [

|

au

Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p.

Mosumacontra ex«mpl®o ugu 3 ud @ scpanoo A3ae tFa rgiua a
S = {2x)i1R3x

Fi g@#aBRecur so geom®t r $rc«wo p& ruam psr whveas p ag-uce
A)’

2

Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p .

A tecnologia apresentada ® o repres@nta-«o
ALCom a defini-«o de subespa-o0o fica f8gcil se
sati sfat -ersitagl agaiomnam«@o com nenhum outro saber;
sendo dadas suas condi-»es de emprego, e S«O0

tsz verifi‘®mumsasuWespR-0 vetori al

A t®cnica apresentada |l Rart €rgaeos§, ¥Ef O e g,
V = A%z 0) e a soma deles a quardiua Aomparentde

apl i ca®c«noi cdaa otri unda da defini-«o.
A t agmefdraed emtmo t:@Ehica-ao0 dH®O®t eot e ne®a &
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a AL.

Cont i nuapadpor ecsoe pTa 3 &) t

tsz Sejam V = M(n, n), Bi M man ,mant)r/i AR = uxi@} d
conjunto de matrizes que multiplicado por B,
i) Assapresentada ® a seguinte:

Se1IAS eniB«e A

Se2IAS eniB«e A

LogeB AB A= O

(A+ 2AB = O

e 1+ M S
ii) multiglR aampdd medrmr a igual dade:
a(m)ao
(dA1) B=0
Y aA11 S
Logo S uewsma-o0 vetori al de M (2, 2).

Azfda (p. 3832) apresenta um si:stema | inear h
ts3zz Sejam V = M(3,1) e S o conjunto solu-«o0o de
e3x+4y -2z
{2x+y-z@

}x-yJBz@E

A3® a seguinte:

O sistemamdgneeads ® di sposto em nota-«o0 mat |

a3 4 -25 Xa 0 0
Ag 1 -1§< :y%cg 9
132 2 20
AX =0
ax,
Cria doi s 1\;@108 e\52:u$/2>¢. XLogs BXe AX Utili za

&%

mesmala t agcednauit que S ® um subespa-o0 vetoria

denominado espa-0 solSti mengda - viestie8nwvae iIAX o= 0e s B¢
ser8 um subescpaas-oo odesiRktema n«o seja homog®ne
subespa-o0o vetorial
AstVeri ficar se STEHR NBRUSOWNTERLE, (1987, p.
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Sejam|]¥ 8 R{(x,y):; x > 0}, istdc®j, aSpm® me
component eSe&hdpoo:si ti va.

u =, fw>x0,

V = AdWwe>XGTEI NBRRUOM NTERLE, 1987, p. 34).

A/3® a mesma meesa ki pPttbenod magritauant Q, que
® a AL.

i) u + v+ sxad¥YS, mei:x & e,

i) du dadxtday)ls, quafdp poi s-49 e2eu4ddr -6¢ 389,

l ogo S n«o ® PPm subespa-o0o de R

Em segsaudeag,rmtl @ i nterse-«0 de subespa-os,
al ®m de tratar que a I eRgerse-«0 ® um subespa-
S IS
S tem pel o menos um vetor em comum, a oOorigem.

Sel 8 ent s1e v
Sei 8 ent s1e U
(1) (8,+pw) s:
vi S;e iuS.. Logol &iv + u)
vi Se iu. Logol v + u)
Assim, | e £viu ubogo) S(v + u)
(lai)A, I BY avi S, poi s:
vi S Law &
vi S0 L aw o
As s avmh,Sieavi S L aw oS,.

A parte | rstpraoduvetrdrai ai £ n«o f ol feita por
estabeleceu cGeomédaraaCleqebrea aLi near , ora pe.|
guest»es geom®tricas. A utiliza-«o0 de &aegl)st

tamb®m f ok my &Ezfpiocadiei o de oenxemymadc s mEd ac o

Na 39mwm.s autradsssso mbi na- »escdmmesagaredo: dado wur

chamado de uma combi npa-v«esd iwmewmadea osse rv ed X rees ¢
Vv &vi+d+ . dnn, + ondes«ws escal ares.
Ta: Det ervR@Ki cambs@ea- «o | inear.

21 Deter mi fHxrlida ® combina-«o0o Il:FnE&8K HdO0O8 p
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v2=-2k+ B&.A t ®dyviecmarp t eat@maid tviar da aplciona- wd da
pode ser escqyrti t4ov ocuo nsve j1E2XE=7=>3-B &k 5 x 2)k+ +53)( .
t22Det er mi ndel 85 ® 79)omb ( na-exv BL,n&ar €21V .4,
tra. 4618, 71X ¥, a2) 2 +1 )4,

e a+2a =4
Recai amin g, t =18
| 2a-a 7
Det er miiraf@xke3 a, | ogid8,y v = 2V

t2zz Deter midnad3 ,se L= 23> €21y .4,

A+s® a messmmapelaotrsiisteonap ate2 vebinbhogo. n«o h

Apresenta o0 que consi defi ades eu nficsoamp othiemd ec
para quesej avedombiupia- Det er meaar k (component e
sej=a-1(u-7, seja combimnaE@BRI ki ¥RlA)r.4de v

Util i lai znersdn@a (4 ®Cc B8t 0a ®, a aplica-s«o odasickdfe
chexgem a encontrar @&Fs3 ighcalgnitas k = 13, a

Apreseaenit dDed etr mi nar x, (¥,eyz eodmpenanitconbd e
(X3, 23 E21yUdi, | iaz amedsoma st ®egeaca sol u-«o |(R. + 2
Nestiapresenta uma moti vaekar geam®t esuohivigadaoa p
aovbor ma uwneplegquwyizn xXx 0, que estabelece a con
como most#dd a Figura

Fi g4dRepresent a- «p:xgyw@m®tr i0Oca de

x Figura 2.5.1

Font e: Steinbruch e Winterle (1987, p. 43).

Na (paprdeddyentDet ecroomvd® acombi na-«o | i neax1 de
Deteranomarv = (8sdnitpodeom@rcombina-«h=0) . 0ewl)
e 39 (I2)Essteispos de tarefas aparecem com moti vag
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si st ema, mas que na obra os autores |j 8 ¢goazen
esse tipo de tarefas considerados s«O0 represete
tendo em vista as necessiedm deesst untdaatreeneStt i jcdapsh ads
chegar em base. .

Par a ewormov ecro mbvi, me@vs« o de
Al,® fazer v = a {19,0) + b (0,1) + ¢ (2,

ca+2c 3
‘fb c:4® nbpt o notar queopa®Remc adhaev acpuatrbaod ep a r
i b-

Na ( msa udede)n imdied i nisndbe spa - ada gergad nd\Veu mMmo d o :
espa-o,vebosideremos umyudeypAwht € @ Sdhd o

todos osVgeeoses dembina-»eA® umesubdbe sppas ov et

® demonstrateounempbitaado daa Coenccrijaileagi a

S={ viviv=ay gy ..+ a¥ a...a B, nd8®ger pckd os yetor e

V2, nm. -0l vai ndAaSgyeG@ids PHPwKX¥.n ,, 0hgde ng«0,gerador e
SsubesSppapartir da-sdebiVar-iufm avaart osseaoge mamso des p

vetori al

tsi Est® wparetantada na (p. 43) pelos autor

Os veitoxegcl, 0) e ] = (0, J)pogsr gmad RE® p a { a
combina-«o :linear de i e |

At ®c mipca@sentada para enfrentar a tarefa ®

Os veikejogreersam o0 |pepa-guRiRR® ec o filxi, ya-ieo dlei nee
Ent«o (x,y) = x (1,0) + y (JGSTIBI NBRWOMM NTER( €,
1987, p. 43).

Em rela-«o0o ao nosso MER as combina-»es |
Si stleinmegamrcelsusi ve dando a ideia do estudo da r
se revelar por ambiguidade a ideia de LD e LI
defini-«o de combina-»ea piame¢aresessapdesemt a

ATarefs& rp§ essent adab0Osa viitpureas | = (1,0,0) e
{(x, RXQ)WR}. A t®cnica (x,y, 0) = xbeslp a-, i ymwr+ pyr
R .

Os autores prostsguem cpamaata®ehiaca a par

¥S«0 0s Que n«o s«o0 triviais.
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vet=or(els,26e 0D, 3= )0 ,e0 ,el)j, Feqguwmen pu R I W®er v
t®cni ¢x, ®, tpzer x (1,0,0) +H+yyé@,el, 0)

part®umbswebhesama-oco quer kandmog e

Os
CL d,exeess. A

| ogoeekle F. R

Concl ui est a

acrescent &a ®vst erAe e mpgae mtorwtooss ccoonnjtui nuar «<So ger al
sejSppde ser uma infinidade de veto
p. 47).

ge+ 8ST(EI NBRUOM NTERLE, 1987,
t apmPeaetomi nalb &Sppho onret(ar, 2vo3 )e,s pa@an de Ret or i

gerado por

a , Y

A
(STEI NBRUOM NTERLE, .A®I8i7c d4pd d B, a; fde 2% 33

dondedw]l=={ 2 x Rigy, z9e=2x3 . Bw Jayi n=d a{, ( x,
S Ub e smead ae gpearsasdao, p&e duanhao rdnbg e Mi gur a

y
r

e z = 3a,

3x)I;R}x. Esse
S.

Fi gaB8Aubespa-o

AN
'"J
4]
-

e

X
Winterle (1987, p. 48

Fon$ttei nbruch
subespa- o Joer agod@ldY) oec @Bj un

tssDet er mi nar o
1, Ap.l i cdndd eano s :
[v v = {(RE (¥, yh(@R-15 242 al, iR} a
&a+23, X
Recali nquh-ZagHagt?ema:
-a t8, z
O veton[#xVWyag z9i stema tem solu-«o0i{54 (®®O ®,
aurnealsei xa a car goL ago |oceistwhe sppa-yaR) ngxeomn & d oRe @uome s v
pl ano que passa pela o046 gem, conforme mostra
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Fi g#a8Rubespa-o0o gelnmado por [V

Fontteeli NS ruch( 98 nteos |l £9).

ts7 Determinar o subespai;oeweradenfeéel s=1¢c adnj
(1, 13=0),1,wW, 0)j,. onde V = R
A Butilizada para enfrentar essa tarefa, e

(X, vya@ld, Eo2@), T 3@), 0Ge@3ae e m w8 wsgiusitdeama parmeae as
det er mioeaaa a

ga,+a, 48, X
{ ata, =Yy e pori=armiEoiy@a & by .
1 -
I &=z

Substif=uiznzdow ae= axy em (x( ¥, 2)0%, 2,s@), P+ Oa
t emos:

( X,Y, Z) :‘ZZ) ((]1” ﬂy!):o))( ]:H-’ (I(’y(o)

E portantao -essygee gopr8&ksquve c a @& ocemoirna-o«cdR | i
vetores dadecosnfiarmardeiblat ma Gugusamemos mai s Vv
gerado por esses \&€toamred sa-xeor aro8 noo-spgra-epfBiRo aRa b s
dabraa«co revelam em nenhurmam&meretnd rgue hd> enwmMaE n
sistema dado na tarefa, pois o0 sgurtae®nposgsvvedle

observar i st o.
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Fi g#aTEaspa-0 gefado po

Encoséerp e-2xy =+ t

e €yt y g

S(A):% éé-y t,\%]{tI'Rl

Ags® a defini-«o de comHj®aa «oL.l i near, send

| nincd m. 583 pavdasni t ameseeegestadoum cHBW]j unatlo
gue = G(A). J§8 smePptriaamotsa peritae Tgmoatdoam ©Osemaut
exempl o um espa-0 vetorial gue n«o ® f i niist ame
P.

Su@MDproposta para o ens(id)e drddeperdd®Pnica al
justdbdbi pala necessidade de se determinar o0 men

I nt rioRluepor dedomo -x®gue na (p. 54):

Sejaumtm Vespa-o0 vet osfiEXN], @O MAsFd§Eweavo+ts .awvne. gH aa-
= 0. Sabemos que esta solu-«o0 admite pel o men
isolu-«o0 Enfif ¥oab®Ldoamgsmlaw- <A da equa-«0 sej a
contr8tDo ser

A ¢® anunciada na (p. 54p: obeterminar se ve

As tarefas s«0 as seguintes:
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tei Determi nan= s@2 .,03)Y(etvOrze 2032 e 1Yy, pe&hdeD V =
te2Det er mi nar se (®s et (@¥3eM yv2e( W;2)Q dbdnte V
® LI

Al:apresentada na resolu-«o dessas tarefas
a (2! 2a -354)(04hb-2DX04;15(0)20,0!0)

2a=0
2a+5b =0
m SsI st ema:
13a- 3 #c 8
f 4a+b -2c ©

L——> :

Recai em

O sistema admite uma ¥ni cca bsosl u- «0,0.que ®
As demai s tarefas apW enstemnrtl)aedsapsb 9pgo/re sSstdesi nobbr |
s«o resolvidbis pectapsrsemeesmado os vetores na f

institucionalizam a ativi daAd&Dgd@ndombehat am

dos outros. Enttoeo2imam rescrejnd mtmo oA @LDie, . e. somp

se, pelos menos um desses voetores ® combina- «
Em nossa® IME®RIi a de LD e LI foi evocada pel o:
dando uma raz«oodeéasecolpareaare s tiusdt o ®), as t

modo que o0 aluno possa chegar a verificar a
apresandaefdoni -«o0 e tarefas pontuais, enquanto
t ®cnica decor Asntemidiandep e siel keecarod 0 gti carsn gpm r a
objetosPbb eeHRibgdd8aas Fi4QW®r poss? vel se interpret

vetores.

Fi gé48lant erpreta-«o0 geomeetyeisd a od a elpD e see nlila,d
reta que passa pel o ori gem.

g

Y

(v, v, b 6 LD {v;,v2} &Ll

X X

Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p.
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Figaf@anterpreta-«o0 geom®teriecsat «tba rlelpr es eh
mesmo plano que passa pelo origem

{vi.va. vt ¢ LD {¥y.v3.vq: & LI

Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 61).

Tei Det &kdmi mado que um conjunto seja LD ou
ts1: Det &«kdmi mado que 0l1l)c,o n(jlu,lt),q0 ){s (e 3(,&0,,L11, .
Al;: a-101,+0,b (1513, &) (H®,®, 0B, 1,

éa +b «k &
b+c ® Os autores deixam a car)oo doi dteée mars
-a ¢ &

— ———

Tai s ti poedwebtt adgraepiraass eTnt am como jguas td efiicrait-i:

de LD e LI apresent &dea ap@alofso rame omess @ MER el §
do si st ema,e igoabdteg pidpadwdes h8&§ sol u-«o0o para um de
Yani ca, masfdiinvldasssmasema ® poss2vebreanndehé&r mn
de combinas»eQubndearsto alchnbeceepasi soemave
provoca ambiguidade este ® LD, portanto uma i
S«0 apresentadas as propriedades de um con
i) Se A =eV{«Qy ent«o A ® LI ;
i) SeeN cont®m o vetor nulo, ent«o A ® LD;
iii) Se uma peYt® UUR, Aent «xo A ® tamb®m LD,;
iv) Se gA/ ® LI, qudeal dudrt pamb®e LI ;
V) Se Ayz3 Vv{iWN.EV, ®& Li 1, VB.hm. ¥, ®vLD, ent «w w ®
l i near. d®T k| NBRUOMH NTERLE, 1987, p. 66).
Os autores chamam|l aeenmporpamnaeumchad ¢d0 i6s6)
se todos o0os subconjuntos pr-prios de um conj
O conjunto seja LI.

Na (p. 666 d ndlsciissd odedeum esPm-oonjet Btvo.dB ,= \{
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® ubrmease de um eepa-o0 vetori al
i) B ® LI ;
i) B geSTEVNBRUOM NTERLE, 1987, p. 66).
T2Veri f B®aumasebase.
t71 Verificarls@) B ® H4dde 1de R

Al:®tilizado para se pr@Elv,adr) g=uel 0§ OLI,, op OG USE

b = 0.I;Fr psech df g e o A, pois &1,Q) 19 #*x,by) ext «o0
Comprsoevaassim que ® uma base.
£ poek?2se veridd&oer doaskvgotohaéeseares s«o0
guairsqducei s vetor emaon]|d&oo nt orleil nae-a«roe saof onoss o MER,
Obsesrguuae 0o0s autores n«o revel am a&-exncdhe e homhonme
assomciead simtemaedadoi nc® upd sve?2 ymneal F9 g ua as &r0v a
Qual o habitat? Quali az edpapeal adeaPc BwethdEeue ow

objeto base vive na iackeiean e slslo eMERs pa-se® @I e&da

dos silstnemacsns r el a- «x0o ao MER est 8§, eanadalilimme«not aar
gue se inicia por sistemas.

Pel o crit®ri%vedeisféeidiganei fi pas «pestt@as edasf @rs
bem identificados, mas desarticulados do g°ne

Fi gb@GRepresenta-«o0o ®80s vetores da ba

I
t-1.0}

Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p.

tz> Verificar se B 94 .{(1,0), (0,1)} ® base

tz> Verificar se B = {(1,0,....0), (0,1,

t73 Veriﬁﬂsgaqgosgé,cg%,og:.® uma base can!nica
i@ 070g0’ 1 & 0 g,

%Cf. Al mouloud (2015) .
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tz2z Veri ficalr,,skex 8 #¥md lhaxse« do espa-0 vetori

Azgmostra um contra exempl o: Bl o i{s( 1® 20)D. ( 2
Azgmostra um contra exempl o: B =jpo6LsO0OP, LDO
A7zimostra um cont2-h) exem@| ®: uBa =bgdge, |]poi s
Azégmostra outro contr al-3ex0e)njp | n« o B® puorgaé 1bRa2slel

mas n«odgera o R

Al;e fas«o apresentadasgdaaadeniniencarde dTom

® a AL.

Apresenpg.a)ot lear éa=Bivo Vv . .f,o uma base de wun
Vv, ent «0o tcoodm ntadmnsj udnet on vetores ser8 LD.

Na (p. 72) ® apresentado o corol 8rio: Duas
nYmer o de vetores.

Na mesma ( p.d7n2ne d& «doeni iensipdao- o v et ovfuinale, s pcao-noa
vet orBpals sSiea u nmmav ebtaosree sc,ome nt «npd Wi VedAnkioms @ sn« o a
entdvm V VtEBc8m infini kosiaveMor es, ent

SefSam subedpaentde caso dim S =do0Om ISogo 1S
uma reta que passa pela origem; se dim S = 2,
O pprSj oo d$¥ .R

Como consequ’®°ncia apresenta algumas infori
(STEI NBRRUOM NTERLE, 71487,

Seja V um e sBuanao bvaksteerdieaclo : e

) Se sua ndi moyo=qual qu\con uhawatjduend 0 & el D;

i) Se a dim V = n,Bdpedr ab aosbttae rguoes aupnean as u m

base seja satisfeita.

Apresmaemat d pt eddég maddeydyna espa-WwW=nd@Euadignmeaj unt o
vetore¥®Lpartme de uma base, isto ®,d@ode ser

Na (p.75) @ eaoprreemsdBd&@8Ffpv, @} o®. umaV, b aeesnd «dbe t odo
vdd&se exprime de maneira %Ynica c¢cBmo combina- «

&4,
e
As matrizes s«o0 apresenta\deag,...,com@,dz;@/aea],.o.r.e,s

7

&,

S«0 as chaméadmmsdasn rel aBzofa . hase®nadvet v. % .at a
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Na OMD da obra o aut odo exegnpilT:tf eDamook cua® cvieét Yoer @

este a partir de uma combina-«o |Iinear dos el
ter: Dadboo v = (8]J]A8)=e{@s, 0R)EPEDLRS)B (L
(2,d9drever v a partir dos el ementos de A, B ¢

(8,6))=+861001)},(183p)ow Bi(-RYEH (B(B)4)yF. 8K
5®poss2vel idgpeacdri r do rreegp rset sreondfra -gusxl ead-edAa®@B.as b a

Ttsx Dado v = (5,4,2) e B =j{(1,2,3), (0,1, z
Aplicdpndds5g4,2) = a (1,2,3) + b (0,1,2) +
&
Encoséra =6 b5e-lcb :Lﬂzlgrggoﬁ.
g1
Al;,® a aplica-«o0o da defini-«o g¢d@® @ ombmbhinx
| i ne&r® ea @GAresul tado tecnol -gico da atividade

t ®cniacas rgsol ver nevaermasetla,  sehddi aa- «o0 u

j ustaitfiivas matemati camente v8lidas (gde @ALMOUL
0sS sistemas | ineares, o resultado tecnol - -gico
t ®cnicas para resolver novas tarefas, como fi

Fi gbtRepresenem- e lAeeB.«0 a

e

-

[

(1,0 (2.0 3(2.0) 8(1.0)

Fonte: Steinbruch e Winterle (1987, p. 7

A ideia ® instityguen®!|deetadramiangrard ilbade
vetorialg. Betarmimat a base e a di m@h8xezdyg e
=01} .

At3® utilizada para enfm®na adefai misseo tide@ocd
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sendo @ ® @oAiLa

| sol-aemddXy, sendo X e yTemosVvagueS§y eing,«to) \ rx
2x)oPtant o:

( x, y(x)2x5( O+ Yy,

Ou ainda;

(x,y,2z)2F x(WH(o001,

|l sto nos most rS® quwenbti m&oe «we tl 0 m2e)hae-1d(00s, Tvoent oo
(1,-2)0,e-1Y0sd&o LI, | 0gd) 0-10@nJQu nutnga {b(ad,e s m S
autores c¢hamannsnaetreon -deo vgaurei 8ovei s |.i vres ® a di

to2Det er mi nar a basesoel ua- «so00 |duo- «so SOfo& hedsBoRat) @bl g
e WI NTERLE, 1987, p. 85):

éx+2y -4z 3t O=

¥x+2y-22 2t O=

}2x+4y-223t C

A solSu-=«dq (x,y, 2,yR)z}t®Ra mes o b e*sCpoamoo adso VRar i
| i vr gesz, sent « g «ddi mRi SBRBe b as e ® duebtsetrirdi@naanddanyee gs
ass® nposs?2vel se construir os dois vetquresiepuwae
dos valores dessas vari8veis.

O autor deixa a cargemdos®Aeai troers od ur-e«sso ldue- «
definiremos como sendo Q:® sat Ado de sistemas |

Na (p.87) omdiawdimg el @ ma © Dmr aipno snoal®i ges al

—

arefas i1 niciam por provar gue determinados
onjuntos s«0 subespa-0s vetoriais; escrever
eterminar osjgsubdepapos dovBrsos conjuntos;
eri ficar se tais conjuntos de BwWetteramw nfaor ma

oordenada; determinar a di meins«xoemcomiar &nseem:

o o0 < o o

a solu-«o0o do sistema homog°neo.

A parte de matrizes, deter mian apnatretsi re asao s(tpe.
ap°ndice no fgiumanld od og ulei verst¢ udamos que osdasi st
ALDef i ne matmpgarade moq dme ke lme chient os (n¥wmer os, po
etc.) dinslpionshhaoss! eeSmaksl NBRUOM NTERLE, 1987, p. 3
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éa, a, a, o
e u
A = €21 3 A |
e... .u
e u
eaml am2 aan

Em seguida apr esemiegan der e m rddes nmeE®t pdoef $S¥ndg Wledo a@am
tipos de matrizes, entre estes tipos, i1nicialr

uni dadAs a@epeoa-»es entre matrizes esta dua o( p.

de mawwioi Znostrados pel o autor, sendo a soma s
mesmas posi-»es, sendo as matrizes de 1igual n
d§8 pela multiplica-«o de el icoHas apo rd ac dlUu mead ,r i
ao n¥mero de |AMahas zd a®o2diotingaderld @ de modo f or me
A, B e | s«o0 matri zes. Em seguida s«0 matri z

Si m®t r matarriiazngul ar supeior e inferior, pot ° n.

| dempoteAdt ee (A Ni hil potentSpi tmatrorabpgdehidao;
(zeroi)stg A&, Ask A 0,2n@ntso Jtiepros de tarefas s
mul tiplicar matrizes, identificdr+ As tipos de

Pouco nos deteremos nos determinantes, poi
sistemas e mat prezeesent Bsltee Rabdjegtion4d@®A como o de
matriz quadrada ~ soma al g®brica dos produt os:s
segundos 2ndices de um termo princiepalr,ocfeidea
prddowe -+ oanf or me a per muwteas- «se j do sd es ecd lansdsoes p2arr

Por conseguinte apresentam ordem de um de:

c8lcul o do determinante de segunda ordem e

prpai edades, e o c8lculo do determinante de q!l
m®t odo da eli migaugsei apassbsat matiri oestar na f
os el ementos da diagonal principal (triangul a

Apareaerazmianer s®&6) comoA®B®BiI v BA\s &V a@ires ao.n d
Esta ® singular se o det A«mi Ogulcas.o RPrropreisd @&
inversa s«o0 exemplificadas na (p. uwWi6vBal.° nAkp ar
matri zes. Os taiupoorees tpra§dedwesooshadrienver sa de U
operadores el ementares at® se trarms2f or mar a m

Os auproampessovMSvems tarefassmait,®cmaca neasttrai
ordem Qolej edt.o sirsetseemaguel imeanpsers op momei oo ,v e mo

tecnologia que justificacbmessoensxinm dae Ala.z el
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sistema | ineammacmnen|ueando deoma@gua-»es | ineares

sistema, como sendo os valores das vari 8veis

sistema |inear em identidade, i sto ®, eqqususat

sol uSbl NBRRUOM NTERLE, 1987, p. 505) .
Apresenta o0 sistema compatzzvel, como send:

i ncompat?2velegquOgy9 ask«éos toessnassi st emas que apresent

exemplos na (p. 507). Na (p. 508) relata que
por um r eal di ferente de zero e substitui-«o
previtaememul ti plicada por um n¥Yasmer o r eal di f e

equi val ent e.

O estudo e solu-«0 dos sistemas | ineares ¢
menoro guvemer o de Aipme-sgmittaad ar mdasepatal reaotuo
m®t odo deor@apuwmsessent a carastt@e@d edn@cammatri z sem a
estudo de LD ou LI

Trata dos | mpor t°annetoess nsai s(tpe mebs3 4hjozamga s ®rcensi C
0 m®t odo deenteos cdadl ooGdaanmms Assi m como na@&s olbirwar egar
an8l i seomecsot mport©ncia desse tipo de sistema,
€ sSsubespa-o0s vetoriais.

Emmenhpante do |ivro h8 tipos de tarefas ge¢
ir8 verificar no caso o aparecimento dos oper

gaussi ana
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Fi gb2Tr exf aDet er miinmvermasanade izma matri z.

I) Determinar a matriz inversa da matriz ( 1 l ]

()
e
|

v
“n
—
- |

0 0 -1 | 0 - Las
L) K 0 \ i 0 1
Solugdo , el 1% %
|) K l)'l ) 1 lcll)
- 1 | | o ) - | 1 > |
3 3 ( — Y |
3 I 9 0 Li(=) | % .
|
¢ 3 219 ¥ .0 ...; 3
‘ ! 0 l(1|
~ ) ) | I:‘
2 5 3|0 0 1] . -
-
J ll ! . 0 0| |} L, lll‘;
0 [ 0 : ) l
i K
L.. o l’ : .I. ]
-
3 5 1 3
| 0 3 Y 0 - % * Ly=L; ¢+ Ly(-5)
0 1 0 -:— 1 -Tl‘—
o 0 1|3 % o
3
¢ oo |4 3al
0 0 -%— 0 -:—'
0 0 ! é -i- OJ

FonStei nbruch e Winterle (1987, p. 476).

No conjunto de elementos que instituem a
poss2vel perceber em boa parte ddssesutslm-sdes
tecnol -gico, como no estudo de base e odijmdnso«
de f@Qzeue nos faz cempogkeadeade tAasdsa pnp eckoonso aeunt ¢
MER o registro al g®rsitcat®gapr epaenat ekl ccmmo
objetos estudados, propriedades ee«om®oroesmassi.st
| i ne@aujeas ,organi za-«0 praxeof ginhtc desapue esmeisa o
val em dtarsu cwens geom®tresabue«dedbemr pblbemas co

da realidade do aluno, como arti acwlndhrecqg nme sd oj)
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®, pouca aplica-«o.
5.2 DISCUSSAO DA OMD DO LIVRO DIDATICO SELECIONADO

O i pos (ke ttcaor gpfosss os de forma cl ar a, poi s
ser est«o de c¢omomaaplkiptac«d adladst, Eaii £ ao D rmatnidw
guai s se prop»e de <cert asef o®& mes psak-00 , a | vcearni- faidco:
Verificar se ® base, ou dimens«o? Mas n«o | eva
Com rela-«0 ao crit®rio de pertin°ncia s«o0 re

as necensastiedr8dteisc as dos al unos.

Com r ellas-«oo eassbo- adas, sendo que o0s autore
alunos al go csemei heafmaatmiowsaNweont e um probl ema, p
utilizadasm a«pepsami tes alunos sobre o0os objet
condi -»es de seu emprego, tendo sua i mport®©nc
ver uma inten-«o diferente do nosso model o, ¢

Em snsnas an8lises n«o percechemas,jastkbi sar «
alguns teoremas. Mas o que justifica a t®cnic
objetos, sendo que o0s ar gumenltiodkso su.t i Viinzoasd ogsu es
tecnol  -gico da atividade com combina-»es | ine

para resolver novas tarefas at® chegar em bas
Podemos perceber a preocupa-«bodosgaut bwves:t
e com a OD das atividades, qgue ao nNosso ver |
auxiliam o professor na el abora-«o de seu tex
A obra apresenta uma variedade dea tatrieviada
matem8tica em tornar oS problemas rotineiras
rela-«o aos espa- 0%, pois h8 tarefas at® no R
Ap-s a an8lise da OMD do I|livro did8tico pr
MER, tats com
No sentido de integra-»es de praxeologi as
praxeol ogias matem8ticas que articulem o0s sis
As praxeol ogias matem8ticas, em ter noos de
encontro ddedoaespasasadas com o estudo de si

compl exi dade crescente?

Os autores do | i vwmrsaaaadDiasnmddoo ccoodnesftilyrmie-a» eas:
aplica-»es diretas da defini-«o, portanto al gt
vetoriai s, combi bb; «@ Ipiomedri,mclobmpe oe anddlenbk qgu e
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epi stemol -gdos dbmevbasigamralaips@&@dentam como pri
gue justifica as t®cnicas, ® a aplica-«09 da
portanto modo de pensar dloB, allt,orlkesse xea geiomeired

de ualnt anteri or, oao mleij mg - «@e® vleianm esduraegsi € 0 MO Mo p I
da t ®creindaa daaprneas combi na-«o | inear
Segundo Dori er et al . b@k®97) doomasadtskaae md ;s

el ement aEesadedBaken dkber que seja a mais simp
fundamentais para construir outras no-»es de

Todosi ples t arefas @«paapiesart agpds coamw dir
citam Dorier (1997) utbderizeho €Drabl i 6MmM®98pn aALI
OMD e que segundo esses autores acaba se tran
di sci plina dTealc ufrosromasluipsemmoi odbei xa de | ado come
estudadomo, por exemplo a articula-«o0o entre o0:
O estudos dos espa-0s vetboba,jacem merbarmdpd i oga
apresentada na defini-«o.

Conf oGansec - n (200 1t)eoaq smaedalso sgutee otcroaane na |l @ o

crist,aliigtadd o®, pronto e finalizado, que n«o h¢
resultado desta, que ® 0 gQgue constatamos nos
Logo, 0SS dne® dieehor imaeidsutzaesm t odos o0os saberes mate
de proposi-»es t aKxyvioembageea epadiemtdinldiez amdo, uni
termos, perfeitamen2@Qlcomhe)xi dok a@Q GHA Si6xdtNg ofsi
come-am a tratar de espa-o0s vetearsiiamioeduamde
aplica-«o0o di.reta da defini-«o

NosEBR ardo g°nero ageest @ad &1f agual i tati vament e
onde o aluno de gradua-«o0 a partir ndaen uoshegaars ¢
sistemas | ineares e ir construindo a partir d
gue prsopauet odes do | i vremaat ® pepresendt adbj ebao
articula-«0 com os temas |8 estudados como es

Podemos encontrar t®cnicas dadasdap’assaea sae e
resolver v8rias tarefas ewmtqiulainz@andaeadume aama g ¢
pois apresent agueael mpader 2 &@mao * nfacsr, mul ar ti po de
num processo de institucionaliza-«0 nos teore

Naobra emcan8tasamosenarrtei cal aeetmddana- »es | i
(tecnaloongD,a )L | , base e dimens«o podemdovedt ®Rle

compl exi dad¢eecneckoonmgn tnea.- <A s tl i ioneia@aiszsaudta® s pa+ a
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ger ado, LDdalsle, eala®Pmis memswmes de acordo com n
consideramos as tarefas com combina-«o | inear
Ainda no sentido deasi nptaergar au-n» ef sa zdeer pdrea xceoon pol gei x
nN«o apresentam praxeologias matem8ticas que
matrizes, que epi smemohogti caaybhéelB/B& delBLMmoslt 0 aq L
do esitsutd-or ihco. de matri zes

Nos sn@ d erleov egluceu a partili ndsar @gs stdtemas ceo mmat r
abrevi a-«xvpa-exssewetoriais,, Lnfei ml® dfatesstaeo [da ¢
obra emmagnitliarseef,as pondwae st, u o od @.AdTiDeth®ema sno bkt
gue um objeto de ensino tem passado e futur o,
entre si, onde o0 fdrndfreasessdrr dperuaspagbuestnepsomeaa U ma - « 0 C
base aos al unos,«opoadri nneeairo, dcao ntoo npboitdnem® st @v e D& N Cc T
Tee 7.T

As praxeol ogi asr nmoast edneS tti acraksé, & semme otse®a hu o as ,
dos evpadaoaswmlisdas com o estudo de sistemas | i
crescente?

A resposkEva d@ nrca @Ovdso gluiev raon «aon ad pasmeatsdeon W laa - »
integra-»es de praxeol ogniamo quac itanjadd éosa |mmMma s
|l ineares e espa-0s vetoriais, pois a tecnolog
da defini-«o0o dRodemaspenceberem tomd do objeta esgacos vetamai©O M,

alémdarazéo deser para se estudar tddjeto € a aplicagdo dos 8 axiomaartantd® ensi nar t ®

de resolu-«o, s vezes, sem criar condi - »es
relacionadas e " dimens«o econ!mico did8tica.

Na OMD n«o se | eva em cq@ntaa da s hiestptaaios, e/
postudeamoismportante do pont8a idcea,¥y ije8 jageudea sod ma 8 ¢
de ensino t°m uma hist-ria que pode.Coenpac @amtda:
com nosso MERgerdel ,unmp(neauwrs&am@dMr em uma i nstitu
desenvol vidapaopbemBti da geetaroporciona as r

Posthnwlsa que o0s objetos mat em8ti cos podem
| evasnedoem conta a hist-ria e a epistemologi a,
fentmeno de TD,segrueem oesn sd mjaagitoess it & mgq wenta ppdre s e
di ferentes praxeol ogi as.

Com rela-«o0o as t®cnica s«o f8ceis de wutili:
® aceitsgvel sendo dadas suas <condi-»es de e
intelig2vei s.
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Em nosso vpiosatgad s code i t eaba,exmanrcaaadtoesaz zamde s
objeto em estudd&dnrda mingtgnted it @blsg avrrao .ensi nar
at® o estudo de dimens«o de um espa-o0, | evam
i) Toataempa-o0sS por mera apdilcast«aontdea akedti rna t- o;
ii) Definem subespa-0 sem articular com os si
ii i) Apresentam apsorc odnebfiimai--»eos, lei neema ruens n2 v el
tarefas ®sartiobyleadse com o subespa-o0o gerado,
di mens«o.

i We@onst apambbe matsidztaar ef as e as situa-»es ap
tarefas intelig2vei s,

v) Os tipos de t alrecdiarso pa&de mioza ddes {omue romeanrttiidc
si associ anHacarsrseésmpcrmdant e, caracterengodaotaor
poderia ir ampliando a t®cnica.

Osobjselteo saarmbeelri sagpas tifazdam recomenda-»es cur
dourcso de Licenciudti Usicaoadbo rlelFPAr °en csi«apu g e Imat sr apmr o
a disciplina AL

Estes saberes que anali samosFRagoabhdal hRiss O
apresentam teargdrrat ompiem bAdsa i csona i 6 »leisyMarQo noelsmc a
s«pue 0s sistemas | ienne asreeppacrsacdbo8 mbar méasadae eV
t ®cni ca«hhBagtta-c&gd a pasteifsdBedendovo crit®&%Fio di
v er isfei tqatiessr edbmams pbsdbmama cl arase bemomdeal af «a
da rageas de pos de apaerneafsa sc canpoa reepcleint a- « 0o da t ®
poi s -defmateri ze s ee asprpgvepntieemdades e as Hs@refa
base e dimens«o e as taremhmasr samxdo agpd nacractsaee fr
s«0 engendr adag eamapamtdioud aaddeassc amaesi zues, despa
e di mens«o

Partiremos para an8lise do texto do saber
sendo a OMDdd opampamegptaemBsbcde

5.3 ANALISE DO TEXTO DO SABER DE UM PROFESSOR |1 DA INSTITUICAO IFPA
QUE MINISTRA A DISCIPLINA AL NO CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

Segundo Garcia e Rui z, (2005) , O sistema d

Cf. Al mouloud (2015) .
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model o epistemol -gico dominante i mpl2c¢chntada q
institui-«o0o e que tem umaeit mpoonigru@n cs ea edn tdeSrnt d ec
e aprender matem8tica em uma institui-«o.
Para Basi2001) os diversos componentes das
dos profesestes, agaujeitados a usmwao dfertaegrmmei nntaot
determinada organiza-«0 institucional (por ex:
de uma praxeologia ou organiza-«o0o did8tica de
Em nossa praxeot agde do MER, como um m®t o
TAD, e como sGgxed-2mMmMOBpshl evamos em conta a o]

institui-«o, como uUm sistema a ser model i zado

5.3.1 Aspectos introdutorios

De um modo ger al o prof-eespno Heveasi ppeseap
da disciplina, cont i dasunaos PaPud adso. cQ rpsroo, o esnsdoer |
a OM em a-«o0, qlueeg®m poaspted!| acneosstt ma In ad @ rA ra® O« @i sraia
exigir t ®cnicas di d§t vaesast agrueef ase rdre maamd afdazse r
determinado modo que permita ao aluno, sob as
infraestrutura mat em&tmpd @ ,e dei pFtoicekal,erp o estu
das combina-»es | ineares.

No ©mbito da TDI, considerando a ementa d:
Mat em8ti caon®ot &4 FtPA, nmaRRCsSadpampnsde pmatf emS$toir c
conte*dos que constam dos | ivros did8ticos ¢
mateamBta partir dae¢é¢mamriraacdogcdesenvol ver o0s
e me mtuaeep nsoltiedxatro8 .doe saber

O emamento praxeol  -gico do professor deve
necesss8rio, tais quaitdd d8td acmhe pirmerotsd omagptog m&th
gupbstselrai mportante para a (re)dpdoamstko- deste
de aula. Esta OMD, ainda deve estar em conf or
conf or me Spdsvsaa (c2Mlt3) buir para que o0 aluno c:
mat em8tico de estudo.

Conformecomnoepg@adtessswtiri lli zhi epme Oad&t dooD:
constr u-t«eox tdoo ,dsoguse b® r c oenlsld) abf@a saadpancipabreferéncia para
construcdo deste. Neste momento caracterizado pela etapa da Ty ¢ -€saber a ensingro

professor € responsavel por recriagaber isto €,estruturao objeto matematico a ser ensinado de
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um modo racionattransformandm saber a ensinaem saber ensinadoAinda é importante frisar
gue o aluno no momento da construcdo do texto do saber € hipotético, enquanto que a aplicacdo deste
gue é o momento de interacBes entre o professor e o0 aluno, este passa a ser passa a ser real.

O professor recorre ao livro didéd, queestapresentem seplano de curs@ara identificar
osT et que serdo (re) construidas no texto do saber e aplicadas no momsabedensinadoou
seja, no momento de acdo. Pensamos que nao s6 o livro didatico tem esta funcdo, mas para um
professor pesquisadasoutras obras, como artigos cientificoissertacdes e tespsr exemplo,
colaborara também,na construgo deste texto, pois para Silva (2013) o livro didatico orienta o
professor na (re)construcdo da OMD no texto de saber, maket@imina essa (re)construcao, pois
o professor ndo segue de forma integral o modelo de nenhum dos livros utilizados por ele, logo, a
(re)construcado de OMD realizada pelo professor é giet@rminacao.

5.3.2Analise da OMD do texto do saber do professdiz)

O profieesora seu texto do sadwmrefrorcmen ©O restt al
materi al (texto daoosapesyyudpadeentdaongporedse o
depois as matri zes gen®reirc ass,t ao pnear aa-p» @ sc ao- ncdoe d
relacionar com 0S Ssistemas como propomos no M

As matri zes s«o definidas como: dasda@pordoi s
toda aJVftoarbnealdaa por n¥mer os r e ®il 21 Efasrsreagdia dmagr t
represent a- vseesdedvonatdraiszenaft rdeesogmam@Med.cas @m

Trbaal ha com i gual dade de matproisz edse, mmaa trriizzees
especiai s): ' i nha,segualidma ass rea&lr.a-kmriscica,m anma |
mul tiplica-«o0o por um escalar e multiplica-«o
|l ivros did8ticos do ensino superior, aprmesent

matri zes.

Mostramos que historicamente as matrizes n
chamaunf dbesc® sabsim este objeto nasce por caus
motsr ou Cay)l.e yPo(nma8e5@8t = ,n sda pnaardtai r OME® p oama mei o de
pr alxegi a edppBt neaest a organi za-«o0o praxeol -gi
di dg§ABcopera-»es csam matesentaedmsanbi Eubar aobi

| i nearmosomrocp

%7\s tarefas apresentadas pelos autores n«o esta l aci ¢

re
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Fi gb®@pera-»es com matrizes.

Fonlk@015) .
Os determinant epors «de faipnrie-s«eon,t aallodse sua r az
defini Esbe objeto matem8tico ® trabal hado de

espont Ome sceotmenh ai de squaeu,l as para ensinandadet e

defiwisndlet er mi nando sua or dem, resalsv edned oo rddee
mai ores, estudo de menossecamplkgmantdar Sarcobkat
e Chi - para resolu-«o0 de determinantes de ord

determinantes ® pos <2 felr ntraeg&Blpvedra.al guns caso

Os tipos de tarefas est«o postos der fdosiat icp
de ta®& edplsi car regras e defini-»es, sem, no
aprendi zagemgaooosaltuihppss thbernst deeados s«0 repr e

mat em8ticas, mai s freqguentemente encontradas e
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mat em8t i casN«doo se satlS8unprsesente em nosso model o,
trabal hatdos dop sistemas |l ineares.

As técnicas para enfrentar as tarefas sdo puras aplicacdes de técnicas de resolucao de
determinantes, portanto tais técnicas sdo esbocadas, sendo que as formas de justificacdo utilizadas sa
proximas das justificativas matencamente validas.

Na FiSgbuaop r e vednst aodper ador paetee lueme ntaareefsa par
operaddEdmeanossa p,mogt sdaagpdree MERdesses operador

pel o m®t odo da substitui-«o0o e elimina-«o.

Fi gb#Taext o do saber apresentado operad

2‘1‘. , e g ° W WER ke T i S e+

g—_z'. Lol e hxg (—%’{,KN\»"M',LC)

Ea' M — el aply 5 A pER
v "
G aafa 1] P
\" S 3 o o 2 =2
2 é R J 3_)_',,2/‘)_1 2 S q _'L3
~la 4 A

i.,." L,,_‘_ Ll ‘, 2

Font(2015) .

No nosso MER vimos qu@aaos ®P®&apddoe scta i e lkiomidro
Substitui-«o0o e elimina-«o, pois no sistema de
inc-gmi bafsr @ equa- «0 00 oyiestaadma,e sodtienmas es, o
de ser pardao epsbteat wti ®e¢ mi. acnat e m8t i c o

Na Fibgbaxka apresentados duas tarefas para

operadores |speasebi nimababhamei o de operador

As t ®cnicas ietsiohcilesggidas @lbg®bri cos e | ingua:
parapresentar o0os operadores, enquanto que em
g°nese desses operadores el ementares, propici .

O bl ocogiteeocrmrolco que justifica as t®cnicas
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na t®cnica (escalonamento) wutilizada por |

Fi gbbTaarefa para o c8lculo de deter mi

Py) Se B ¢ ovtida de A s"b:c‘._)'.\:)nd.n a linha ¢ por ela somada & um miltiple esealar de uma lnha 3,
J £ emdo
.
det{3) = det(A)
P4) O determiraute do praduto de A por B ¢ ignal a0 produto dos seus determinantes:

det(AB} = det{A)det(B) Y M
3 gou.y(a )

7s) Q veTemmiimite e A &l QoD %) haxa o (e
» ) W e ) \
) R Temi: S 2w
) Rl s
) Al Zwotort Lavin g
METON DA Tk A Lt M A A ;
—— s ) N &
: T A Fhehu | A VAl v VXA .
OQ'L+A=\4 3'a o:\ '3 |ea-ta 3\ 0 APl etrl L
sy a L o 2y "
S % 4 (P} Va 3}
v V. :
o i ,,,,4’; - 3 :a_:/a
0 Vo -zl uyta(-f S8 i
e ) 1 op

&l;#k= % ‘L.fi. (—LIZ:E ):- £6

o Sitanrodasgele A ARER VRV A3y Va
dive< |7, 1= \"'““:’}0 73hr’/,_"‘+73 -

Q -1. :l—'l)"’\ o

A
N S -t a1 a3 () 0 w2 g a
e A e R R ™S o °f-‘i’1 i
= (=) 45 A 3L A A ;
(7_) A '\,/‘L _1/ L (—ﬂ(l A 3/, b ) :
76 13 YL oA ¥ Y = d
siafy . S 4 Ls‘%" o @ % 1. {_B) . ‘
o S — A i L . 3 '
- s-sle A Ptk
s ; 3 |

& %)(39 :) 3/,\’L 1;21”‘;3 2('2)(%)(") 9% el YN/ o) -sf
e gl T SR

iEb e RS, L A3 [T 1 © o o 5%

: (54

|

Font(€2015) .

A taeaef acec®@tanamdaoatacdma |ticRecgredcaad or es el ement a
a matri zesncgadfammrmando o c¢c8l cul o do deter mi nant
di agonal principaéss®ojpeftbistcipe®Rcadtda tMBEsi qa e

da elimina-«o0 e justtifamas «om monsorMER,] 8§ dem
Na Fa g&uede fpiorsendod | dleadwema matri z. QAmpnOSt o de
gen®rica ® o n¥Yimero de | inhas n«ouhuldasie ®p o0s

nYameiw om&dleo n¥Yasmer op® eo cwd Utn@a.s e
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Fi gb8Rost o e nulidade de uma matri z

TaTO © WOUDATE pE uma
N ARTEND

AT A . = { {,J.\ -\ EAR A, 2 ve'C, ¥ (p.}
9Ty ."f-',( t O O N OoE LOUn) A WAL ULAS
.\\;‘ S £ YU AN OBV b WY (. A NOAMADALE
N —h N =R N €€ o PE COLUNAS
(% _\_ O *?OS 10 l CAMNAE 2nsTre & ﬂl’u\r‘l\Q
o X e SR i O -4
A 2 “1 ~J ( =y
" LB-:"[L;“‘L}
| : Q2
a . g o -2,
€ 0
e s {1’7«: e
! O p - Z '2 =0
. T o 1 ~4 o
— > 1 ~) %
A : (& 2 A k=2
1 ) O O Q

Font(€2015) .

ihpassa a trabal har com sistemas de equa- »c¢
mpl i ada, mas sem rsdleanaisq n a&ro moa( trir®i$28e coourt faCoarysh ée yr
as Fibgbabr8amsiacpiraesent ando 0SS gsuies épeontizan $ii ateama sl |
det e;pnissdd@!l e ei ndated remimn ancaa o .

Constat atm®dsnigua wt(iplriof ®@das oporault opadastesbe
sistemaprl vnkeagearam a r esol w-peoa addeosrteass etl aerneefn

lipodarniidniboz@arocesso de estudo a representa-«o
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Figbrlant rodu- «0 ao estudo da OM de si st e
Cpitulo L ’6&%@0&3 l,wmwc_? € MaTry 7S |
e %)
*EQuacoet TWEMLET . A €QUALAD 2 Qidi= b, du Son.
¥ ah O X 4O dXg +-- T QAm=z b (A1)
@v& ex??»esm A Q\,mmorvoe ?—a\kou ComPlexA b om
Xmu\-o b NG EaabhS X, , Ra ooy ey T DA S ConshNTE g
RMS on  Complexas Q, 6y, ..., Om T ClAMADA DE
CQ/A(CA\\) Lot ,
, \Azf.(n.),_ Urd SERUENTA C‘;,Sz, §n> € m}v\ ;o!.uc»ﬂ)
Dﬁ €avA Chs 1) QuADD K, =Si, A2 =S, ey An=Sn sachy s
A 1Gvrl DADE,
Exempl 361« =2, 44, 13
(2,3,-4) £ soweas
' =3
€.2-3 34+4.(-4)=(2-9-46 =h2-25= 43
y = X\
*&éﬁﬂ:ﬁ_ km ’E« VIV CA»ZY\,\MTO e M €‘Qu»00€3 VANERLES
CADA UtA  COM 7 VARLAVELS |
x Devecyentachy |
&
_ QX '\'On)(z+»~+OmYm:bq
- QuxatQude - F Q% =ba .
-l : Cy:2)
Qiamy +O32%q +--- + QimAm = b,"
— V-Qm‘j—lﬂ_‘hll%—‘\-a At QannAn ™ \9‘“1
Font(e2015) .
Na Figura foli apr e sdeenftiandia- «poe | doe perqouf ae-S»Seos
sistema |inear e sua repreaesdent g=xkde W~Apaeda

sol u-»ely (dDd, s3I ,st ema.



Fi gbh®8@M de sistemas | ineares.

Fonlb(e€2015) .

Tr°s sistemas |ineares s«o0 apresentados e
por dois e um tr°s por tr°s, sendo estsei sVilenmanc
poss?2vel oOu i mposs?2vel . Peslea qureBlii egdasaaanpt

do m®t odo demmwomion an®d opor dla tri angul ari za-«o.
Na FiSgmnrapresentado uma atividade que maei s
um espa-0© peoddsessor resolsvee aos sliisntheansa vo pae rcapne

determina que o sistema ® compat2vel e determ
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Fi ghe@M de

sistemas |

near es.

Font(E2015) .

Il ni ci a, Fcgunfoarems& udo

t ar efraeessosl«o das

segue:

Pr opr idead aaddei s- « 0

A1
Ao

Az

Az

de espa-o0s

peil itc@c miesaslicemas

vetoriai s

da defini - «

(associati v

neutr o)

u + v = v + u (fechamento)
+(uv) + w = u + (v + w)
$0i An ,"ul R", u + 0 = u (elemento
"ul R", $(-u) R", -u) +=(0 (el emento sim®trico)
Propriedades da multiplica-«o

M1 :

M2

Ms:
Ma:

a+b)(u au=bt (di stributividade dos

(u #daaw)avy Edi st rddmtdsviwetdeoer es)

abu albe) associ atividade escal ar)

1(uu n i=d a due

do

cor po)

escal ares)
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Fig(ﬁl@(aM referente ao objeto espa-o0s

Dc R

S UM 0fPO \/ e oh:ydos_e UM cORPO K TE EScAVARKS, SeubO
\]crO € MUNIDD be DUAS OPERACOES "

v) BaveN 3, TeV
&) pg.\};e\( N KER € ~re N,

Cman0s \ vE EPRCO vEToMmal o k. % salishron
RE CEGUINTES o oiaS |

L2

A ) ATz T M) X (P = (xp) X
A (R4 AW 2 A Faw) Mq) o (AN X+ v
- e - =2 - ~» =3 e
P") Otph =z AXL+0 = M‘Q(-”"*P)).A:b(/u\ &—(bM ‘
Aa) A4 (-2 = ¢R) 4 & =D M) AR = Ao ‘

-

Owe L,7, 0 eN g »pe¥ . DenoTatems Por (Vo)
O €50 \eTOl AL SOBRE ¥ mumiDOS DAS ORERACORS + E * |

E.;g(-.Mg\fOS- e ) ey

e 9 N Monino DRS OPerA COES, |
/

a4 (e, ) = (%, o) i
\ Ala) —(Aa Ab) _ |

N vko € zsPACO ETomAL soege (B, Poig’.

(av)+ed)=(a.b,b.a)= (o, el b)= (bo) (ol b)
4 te.d)+(ab)

-‘k’%« V MUNIDD  DAS  OPep ACERS °

%\(On\a)-(-(._c,ol) = (abedd. —a_B)
Aa,v) = (3)\\3,—)\&)

N v € estaeo wetomal sosne We, 2018 WA SANTR AR A
CDNV\/CJ;Q AA' 4

=
Font(2015) .
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Figot@M apresentada para o estudo de

V- Lo NeToums St
© wer0 '
v CHAMAMOS vE  of0 0 onFunTo NUMERD Y QVE 25V
AS SEGUANTES PeRPUEDADES |

n
=[]

A) B4k = bro  Aaber
A) 0H{brc) = (atb)+C -, ¥a, b, cevw
Az) 0+ =z a+C =0 , Na e

Ao o4+(a)= (04X =0 , Aae
Mda-bzb.oe s oew-
m)oﬁ(b&); (@-v)-C , Yo, cer
M3 )DLz A= O |, daece

M) a0 ' =alaczl , g, ev
Dlalbre) = b+, <a,bu, ce¥

©Z=4...,-2,-1,0,4,2,...0 ~ho € ORTO, Tois PARA um MEZ,
MW AR T INTEIRO A MENOS GVE N SEiA b ow oL,

< @:ﬁx/%:-“’/% el egfl*} € um cRPO, Voi S SATISFRT AS
NOE (ontA DES ACiMA

sC=daciuy) [xelr € yel2l om s OPERACOES v ABLEAD ©
Ml PWEACAD BENNIDA DA fetuinTe manE A L
{(i.,ﬁ)-&(%,yt) = (X4, YitY2)

; ["!.Y-)‘('t\.‘('m) = b’“«"@“fn’fq, ,1.Y1+Xa‘fl)

]
T UM o0,

Qubado O OO K= IR, SenDOR © COMYUNTO. bOS NUMELO S
PEMS | CHAMAMOS Kk YE @plo Tuchduawo,

Qurdd O op PO =€ sem0 €o CORNUNTO YOS NUMERDS
OMPXOS, CHAMAMDS ¥ e cofPO HemaRAND |

Font(€2015) .
£ poss2vel se notar que n«o h8 rela-«o0 com
apresentados de ind®penscentaetdesut arokrjsetes, siad

l1i ni cia seu texto com o0 estudob62deA sduebfeisrpia--«
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usual e as tarefas s«o0o aplica-»es diretas da

A institucionaliza-«o0o do conceito estudadc
pela fuer«kbdbida-«o da defini-«o0o, n«o sendo uti
auxilie na ideia de um espa-0 de vetores.

Fi gobP@QM de subespa-o0os vetoriais.

@) sumesearos el B _rdan i ST
EST Q\l,*,') UM ELPACO NETOAK  ~O CofPO v T
S AM SUBCOMMUNTD BE V. DX -5€ QuE S € SUBEIPAGO

nNevorad ne N, oE

Q) s#P :
'LIA) ‘BQL/)A ./5‘1 € S 1 Da b‘z, € _S
A Npe S ethev AL e S
¥ "
EAOMNOS _ i
o o (Vi 4+, =) ESALO  vETOMAL MINIDO Das OPftacodl’

i[-.(.O L) 40, )= (Orc ,lbrd)
ada ) =C(AaAL)

_ NGAmOS se Sa=hla,y) e’ Yz0f & curetrAco ne
N

i . > - 7 -
) J=100,00€S,, Pois N=0 € wvad va RSNACAS  PA0A
. ASM, Ponewmls oA % O |

(X) VKOS Ha = ("",V“)A Ve 5. € prz(Ha,¥a) €52 . Yo
ba‘\m'g\), Nz Y220.

AiAbz = (X, 0) ¢ (%,,0) = (% 4%y O+O)= (2% ,0)
Assawt, Mtpg €51
u‘i) 9«"\& rzla,b)e S x Aek Como b=0 , AwJg |
Apz=A(00,0) - (he,x.0) = (Ao, o)
Q"Q ?\-ﬂ—\\wc&‘ A S( . \'()Qf0,54 éWBESPAQ\? D€ V.
Font(2015) .

A tarefa para se ddetrarzmionar ser® s abappaaa
peol t eoSegjnaa :V um espa-o0 vetorial sobre um cor p
vetori al de V se:

1. Sénédovazioe (0,0)S
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2. Sev,w| S,entdov+w S.
3. Sek Kev| S,entdok, v S.
At ®cnica endeciasal po«kol ® a seguinte:

i) (0,8) v = (0,0,0) e w = (0,0,0)Qent«o
i) v o3, (Wz e w23z X

Voot oW A L AWz 3 et 2Y1tZ2)Z

(x+ 2x 4+ QyQ;
iii) k (x, vy, z) = (kx, ky, kz)

kx + ky FQ.k L(oxgo+ ®& )Jum subespa-o0 vetor.i

FigeedaM do objeto subespa-o.

v Copamarmaono o mcbmo (Y, 4,+) »o e;c;w«i\«_vsm';wfoﬂ)
Jemhoaamos se Sz= {0ar,Y) e, x+Y 20t € SuBbcsPA

= |
i)$¢¢.1>e 19, 2wis Rohemos WL OO =O g comO
wweo (0,0)€ S, .

A) Sew Bi— (e ¥) € Pr=C&,Y2)ES, ,*mos'-

Diebe = Coxy ,Vt) '{’('K--:,YL? = ( A K ,\f«f“f-v) 9("'\“"(")*0"*\"):
=D () €(Xtfa) = 0 +0 =D

Aii) Pryos D= (6 Mb)es e xed, kewos:
>\h:a>\(0~,\9) o AB) - Aa+r AL = A(xaD) = A.0=2D

WG, S1 € supespago b \.

L i |

° Vado (\J:\23’+,_) S SPACD vetou'n& MM DO DAS o?cm/u-v&k
VSveAs . Conaperanmd £={(%,¥,x) €WR>, 2x+ 32y t4z=0¢{.
S £ SUBEPALO nE V7

g
i) SHEP ,Prc exvsik 2.013.044.0-0 Atsim,
(0,0,0)e S.

™) Saprm paz=0x,,9,,20) ¢ pazlae,y. 20 €5, ENTAD

DatPz = (7'-Yt-1‘)+(7‘1 1Y ;11) = (x4, :\’Ar‘lt;'*‘*'?‘)
D 2 (N AX2) A 30y, 47 Y+ 4t DO
LU+ TAy + DY 4+2Y #4214 +4 21 = O
(22, + 3Y, 44 A (254 +37,1432)-0
o + ) . ®)
W o ) DaAx b £ .
A'A‘L‘)M')o AEY ® p=(xn,¥,2)e S,
— A22 (A% 2y, 22) H 2O+ 30D+ 4 ()= a3y 142) A0 20

Fontb(e2015) .

A t®cnica wutilizada para estudar se um de!

deduzi da, utilizando a motiva-«0 geom®trica p
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sistema | inear divide o0 espa-oie2m(siostsemablesm
o outro ® o gerado pelal), e nhas s@ao manttrogomai
privilegiaria o entendimento do objeto subes
poder2amos condudergepaenalubmzareocegssonfor me a
daria de um modo menos formal e mais pr8tico.
Na Fi4gourcaont e’ado de subespa-o0s jc,onHm rewgg,a - O
€as 0o I
vetori al com as opedir= éﬁ»%eesll?u,su@alusm vseu( bRef si peaa-ro. ¥dee
18 2 ,‘
Ap-=pllicar a t®cnica para enfrentar esta t
® poss?2vel H®e umr svaRjsiykeeecs ad gfnac 0q ®We sk bjegsepsamoo d
tendo o mpeosmamdntWt idlei za o registro gr8fijico c
nNn«o ® subespa-o jdopresmpa-ta, v etbbrufioar InmedRvRai gtua rae f
determL®arsubdesij,a-puedeno caso desta taatd®a n«
apresentada, t amb®m, a soma de subespa-os, (
motivador. Mostramos em nosso MER a seguinte
taref a
Encontre 2 solu-»es doEmenpuyi°hae os @anms oes tad o
e substitumas no mesmo S
e tX B @
Sh_:fxl+2><2+2x3 &
&0 6 0a
5= gt &
D0
Substituindo te@mores para
806 0 & a6 0 ©®
t:1;s£§)§1+ g 4et—2,8'§)§2. % 22
P 0 R
Soma mdo0,SSt e mo s :
40 8 0 ®
z' ¢ % X
¢l =3¢ =

A subtarefa pede par a+t 2S Swb sstiisttweintra oS, r & seurio

198



_80+(3) ¢3) 0=
T1o+2(3) 2( 3

Conc
sol u-«o
sol u-«o
homog?®
homog?®

mul tipt

A
l‘;\: u+¢,?c(s - £ -0 Yoo S LO O 02 ewv.

l ui me s® gau@l B- « 0 . d oL osg @smhaomasg irtetar

bhonmog° n

nul a,si ermnguoanht omoggu°en e00 N « O ; o m¥%l tiplo

, enquanto que no n«o homog°neo

guwean® squal quer n¥mero real, como

n«o e

mostr

Figo4@M do objeto subespa-o.

9{};»( Q> 4,+) U espad ETunaal com OFEnAoet U ALS.
\ ;5etwmsﬁ € um MOMA-\‘Z
<

) Seam ra=L5 4 03 € duz Us2 % 0] € . €wrio.

e FA IS

L) vapo dev e M=Ls £ 03°°

== HEL

v I 3
W , e sune@phe® pe (R

-

Oﬁ ' 0 <SPALO vetomad 127 Who £ SUBSIPACD B0 R, PuS
122 whv € UM SuB@MTO dE (R, szl YenvO © M€§\J\D

COMPORIAMEKTO DE 1} DO TrxamPW mr\’euo;z
b |
=

=
1 |

o

'%—* UL At o) O ESPALO veTouad O CONANTD
t I\ﬁ Q'l\{-hw,f('* Vew” g ar0<b—¥of < SABETPALD
NE AR

Font(E2015) .
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Fi got5@M do objeto subespa-o.
T=N e ' : —
1) L=¢;Poas TKwA QuatQve L el Temos R4 (0,0).

A=0 » Y= @.0tb -9‘1':!9 = (0,b)
Y0 = O0-0ax+b dA=-Yo (-¥/a,0)

— !" =
13.1) Sowa & “SumerpaLOS

quv\ Sy € Sz SUBELPALOS NETOMAIS BE (\/,+,-), N
M MOS SOMA ne &A\%S?A'(’-OS o c.or%—uhﬂ‘O:

SA—\-S;:,,%A: AA“"/’?.e\/,l. A‘que »1€S2§

Lol -
« Sy Siz4(%,0,0); xewe b € Se=3(0,y,0) ;yer?
SUBGPARS ve (Vz1R?, +,°). A sora S4S; € pAdA ToR

o v
Sits, =42y, 0); o,y e

|

5
 E

i&]?_fo&z\‘cgs SOBIE  SURBELPA (DS

Sopr N um oA veTomad oBne o coerally. .
Tewmos ! .

Fonhb(€2015) .
Nas F66@muuiat oa pbreens e n t pardoop opsoir- »es para se ver

de interse-«o0 e soma de subespa-0s se esta i

demonstra-«o.
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Figaéd6@M proposi - »ege emvo |l de ndwbeaspa-os.
?>S1+Sz ﬁubf&?ﬁw ')*:\[ ‘d’S;,ng\/ ‘
1) S.0% € um s«,use%?tkw n< \/ , Al 4,62 ¢ V.

?M».)\f $,45, 7 5= putte 6%“\“ ‘J’JCVCA4C-S‘,/>1€$1,

De\woﬂs«&ﬂ«w
SEyAm S €52 §ML@,€§?&CO$ b€ V.
&Sy +S, .

-y

2 o ; =y = -
+) Qe Si45. . De w%o,,,,b’esq € Ocse extio 0400
PO M, Sy xS, + Q.

S DAOS Tz rad¥a £ SZAds, Perhoncartes a Sutse,
oM T\,D’LQS«\;Q,/)—LG%

Y‘+/>:(‘(4+ﬁ‘)‘t‘(bﬂ‘\'/{'z);(¢4+b4>+(‘(1*‘}>1):$4+€1
COMO T4 4p, & 54 £ L15,€5, evtho trpes, s,

0, Seh  Mrbaz= A eSS, EANE Y, com ba€Sit
p1€S2 . Asum '

Ab = A (Patba)= AbatAbg
tomd Am €54 & /\biéf-,_"th AVE PHES,+S, |
% S0 .
O 505240, Ve o, QeSs € €S, Tor PivoTew.
u-)chdw\ rbe%.n‘gz,\&)ﬁ—o T, AES)E ¢,peSe . Comd

S1E Sz Smo Su 2 PALOS oewrAD r+pesS, © r+peS, | %,
MS, Ak*bteﬁ' OS'L

25 S peSiE, c Aek | WD, peSix heSz . Yor hsotese,
AL ESL € M eS| Ve MODO, ALES\N52 ,

Font(€2015) .

O bl oco tteecmrolc-ogiqcuce fundamenta as t ®cni

apresentjadasesmpoel ad-«0 ao estudo de subespa- o,

portant anpeostd® Md .ca& no- «0 de demonstra-«o
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de subespa-o, guanto na execu-«o0o das tarefas,
sej a, entwe d$o©o@ocaracter2sticos da ktonfoagen

relata (ALMOULOUD, 2015
Segui ndocanemamtded dCarBRC de Latcem&t iad asr an a&an

67, 68likke f6i9ne combina-«o | inear e espa-0 ger adc¢

Figafr@M combina-«o0o | inear.
— a0 —_— 0 Jd ] |
@Elomenagsd b 2y
S VoM epacO Vetomdad sonne 1R, . Tomemos M suscon].
S= dIm, Mq, 2l N, Tamwavewos L) o ceevinte
Suncomanto b€ NV Mihhmino A P be S !

[S]; 1 b(.fa.-t-anfk-----fo(m,uw g X, ,n(.\,\&\p_‘(
e\ ~
e Savpn (N, 4 +) son e £ S=3 : §
- w = ' 1 ne ¥-\& © S= (A'z'>l(ol"L)
UM SUBESPACO DE V. Fobemos Escrein. areV oa
SEGUINTE  mavBeInA

= ; >3
AT = g+ Xy Ko (1, L)F+ (0, L) = ~5

L € X170 = '\f'—“(ﬂ.’t) i

xgz0 5 X ,=A »H~v=(0,-1) -

(- 53

085" LD £ suntPacd veTomnd ne .

@’S}MC,/‘Q__ Vetoual Gpand

O sunesraco [5) RPEopE O nvOME HE SUBEITALD Cronand
o S . CoanA €lomanto v [S) € uwa (.QMMNA'C'A:) vk nre.
DE My Mo, o, A

[_M.,.,.,Mnj

M mIs G Mg Ma, o, Mo CenAcma ngw S
dAy g A o, Man GO VETONER GENANORES .

O;C)ﬁ_ (\‘L-z)+l°>€ S:{M:(4'O'O)’c -\J':_(l‘q‘o>$.
O@ue € Caunrl?

Font(€2015) .

lirecorre ao registro gr8fico para mel hor

vetores, conforme utilizamos em nosso MER.
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Figa8@M espa-o0o gerador.

Lu «rJ {o(\r+(w' u(_r,e\ll_}~ Hu.,{; (9); u,pem.\

={ 0 y,0); %, yer §,

% D(A-P:.Ok = o(:.,(..\[ 7 *
p=Y

/L‘ s)

ks ‘ *~ ]

D‘WS Bus ( ePACO vt-.‘torb\AA \/é ?m;mwe\\rte

D (e ens’m ScV, Se "R DE Maveina Que
N=Ls],

£ xomp\Q !
+ Sm (V=123 +,0) € $=40° T2 1 2(4,0,0); T=(91,0)
t v=00,0,1){ Tomawno AMEV, tus’«: Q. Y, cel. W aue:
e - i
s AT
% 3 Y
- * o |

« M, (10) S ?\r;\hm'te GonADND €
G:% (" 0 '(0 \ > oo\, (oo
9 O 0O O ; A O (O
Cons My (1) TJa Q€ Ha,be,d € IL!
-
(0 -"\\}:q(ﬁ 0\’\ \’ >+(.( o *_9‘(00-1
¢ A/ O 0 NOH
t- |
* SyA- W’ln e ) Os vetoney,  comanones b

5= U_,i,“f)_amu AAY 0 § oSAo:

Fonlkh(E€2015) .
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Fi geP@M propondo a tarefa para encontrar o

HEY=O D Yz-N = aa=(%n vy, )= (”*‘.—X,l—)

a=awla, -1, 0042 (o, b, L)

L_‘ vetonks A

(AT DU (T3
-

" Sy (i ). 0s velones Gonanoey oe
Sz Ay, D) e aAY-33Z0 Y oAy !

- . B .
’K:'}'JL-Y = A (7417:%);,_,(3},—Y}Y(%,) 5
AA :Ltf,(fh A«AAO‘)“'%QQ),O, A \'
- L) VETone S e’
Geuavonc,
- \

Fonle2015) .

Na Fi7dlumiscei ao estudo de base e di mens«o de
defini-«o de depend°ncia Nioemaesphbp wetipegal
U, .n} .€&€YL®O®U I dhum+du+ .dame 0. Caso contr8&rio ser

O bl oco tteecrnmrolc-ogiqcuce fundamenta as t®cnicas
apresent,adcacsmproel a- «x0 ao estudo de espa-0 ger e
portanto est8 no campo da AL.

No MER apresentado, revel amos que dado un

homog°neo, egpajlu@r inaa 00 ® nece s atroidaome npg @i so feasly

particular. Se o0 jsmad esma SIxe8 ,t eom wvmMg as o Inw- RO (
se 0 sistema for i ndeterminado ele tem uma s
associado, que t@aunmdbl®mgdrean & oé Ip&0Q9. OEnt «o, o0
mais a solu-«o0o particular, gque quando combi na
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Figon@g@M dos objetos base e di mens «.:
@Pase € umansho - e kel il
Ll Devamncis  Kwent

NV UM EEPATO Nerou ad SOBRE W . DiremOs Qv
LeV, W Qe . I,’I\Ml,uq,,_ LAY € IR neneNTE
DEPENDANTE (L. 1) ¢e € soMenTE SE, umh | ADADE Bo
T,

- O{M 4 + Kq Mgt - - + Yoapaar = O

COM W £IR ,L=1,2 ..., for PosnvE| TARA X 206z, =0m =0
Casd CONTAAMO Sho \ANERRMANTe PEPENDENTE (LD).

Exemrlds
e JehQk ¢ p:S 4} o) ZX & .37
A A A
0 A 1
T (4,4,0) 4%y (0,~1, ) +ua (2, 4)=0 i
(%n,%,,0) +( O, -8, ul) +(2.o<-.,,x..“o(-.,)_ (0,0,0)
( & +u,,u4—u,_»x,,w1+«,) (0,0,0)
Xy 4+ 22Xy = O 1 0 2 A O 1 A 02
Mi-nip A%a=O D |1 =4 4 || ~A-4 |¥I0o. 4= | ®
¥y 4 Xaq =0 0 A 4 0O 1A 000

S ¥y =+ K4 <O .,,?owmos Terk X340 GQvE OX3-D E'
- \-ut—uq,:o VERDANE 0iS K3 & iNDETERMAMADD . ASim

0 Ka —Q Pé,bb.
) J
Newhaw e S=’layedlent; 2a-bootf L17
L-2o. = (Q,Za‘c.,g{j—_-ogﬁhz,c,o(): !
= 0(4,2,0,0)4¢(0,0,1,0) 46! {0,0,0,1)

PR e . =(90,p0,0)

Fon(€2015) .

Il nicia o estudo wer ibfaiscearc osne au m acroenfQau:lmit @ c ¢
tecnotegrcoo que fundamenta a t®cnica adotada
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l inear e a estudo qualitatalwvmawa $bsmamaat i
escal onada, m®t odo que mostramos no MER ter s
A Y% tima |inha da matriz j8 na forma de escad

al ®m representae asimatemazveai focmaque o0 siste

edl 614 1 @& 0o 3
No MER pr opoDmeodso ao tsaﬁ‘u'—-@s%ng %@Qﬁev =3verifique
@OF L 3
sel 87
a8 1& 061 a3
Abreviando naalﬁo%@nagd§lm§3trlez demeesnaofocr
0 0
20 - s @
de sistema
éa,+ g +a ¥
ia+tg +a s
t2a,- a 6 a 3
Aparece a d;arie8welparitvredesta ® poss?2vel S
a2
vari §veids=, Vadpgy ol sa , enBt:gro.: P&fa c &da evalodrocdhe
&
a4
encontramos OLﬁ;era@,sa3v-aVoa§:e5031|;ar,aenBt:<@:. [SvUlr ge ¢
&1
¢

i deijaanbdeg uyi ¢p@wdes h8§ sol u-«o0o para o si sf emajtoamsa s
osi stema ® poss2velbréanhdeh&r mimnaddi ni dade de
i sto acontecde Do osui ssteggnaa, @ oddiat ovez que o0 siste
portanto uma i dei a editfeerneontte xggd @ Hab istaeelr aper d
LogoS,v poi s;, @wCOL de v

£ apresentado no MER o porqu°®° escalaognuaer o
justifica este m®todo do escal onamersod@squen
Ss«0 combina-»es |l ineares. Com isto se tiver mo
anul ar, pois anulamos os el ementos das | inhas

Na Fi g&rapr7els emptoad amepoor dle regi stro geom®tr
mesm@aposs?vel se verificar a defini-«o de bas

anali sado.
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Fignt@M registro geom®trico da ideia de

_ .
085 . Dl woL 5 (CTONES @ ¢ T 50 M . Dizen0s QUE s € Ak 6ad L.D.
eNTAR €W S0 (OPLAWKES |

'\J’. qf."_ K.'TQ"“‘\'\Z
= —

Ny eV 9\“ LD

-

6.2 Base £ DimensA
Sapn N om eeas0 veomwAl . O oo B At b bl €
UMA BASE N Voog:

Exemelos .

- S=ilay,c, k)’ atbc=0 ¢ d: or
Az(ab,c,ol) & oz -b-C ki
Az(-b-c,b,c,0)= 5(-1,4,0,0)+c (-21,0,4,0)

\ J
Cananonas o€ A

S_S._#MJ i, =(-4,4,0,0) € sz (- 1,0,4,0)

Font(€2015) .

A tarefa anunciada ® p&faawdricfi=c®dr esa $ 03

utilizado a t®cnicaedefespa-cegesaescr gepa adn e
® um conjunt)g Llploi(sFiagwr @@ =2 ¢ = d = 0 que ® a

Ainda na®Edgmobnstrado que todo o espa-0 Vve
base. O TeaorrieGmac idaa guev trata que um espa-o0o fin

nYmer o de vetores ® a pdriemseeds«aodnoa bEars es,e gocuad ndoa sd

de

vetores de uma base.
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Figonia@M do objeto base.

flr]:]‘_:l "1‘:
f{\ '}[LE "2 00 Q{-}’O o oy
40 qO ‘a0 -bxec¢z0 mezb

:oo:b':c zod =0 .

Weo o
P: A R |
1 O
0 A
0
X8 : =

¢ Fob0sH (4D
Tevo &0 vetomrd RmbwmenTe Galano Al oma
T

EMONS WA CAD
I @uam0s Yok V 0 extacD . S NATE |, enad @ € oma
as€ b V. CASO Cotmand cxsle SeV-. 'qenmo S£p, 4k
v JV=[3]. Como 448}, entao eus\rv\ YA BLONUNTOS
N VAROS be S que 9o L.I. Tomemo um eES om O
MO MmO ROSWVE] 0 €lmentos . IameanO for [ £55%
UBLOMUNTD € CON I DEARDD P UmA  BASE e\,
Asii, Maxe S-P Aewmos pUiat LD, Weo u &
OM I A CAD Winehe HE ﬁ_?on.’ﬂvwaO, ijz Usd:= v,
oo P L.l eNTAS £ uma BASE BEV

K leotemA b LovkdAneA.
Sorn YV um E3PAO VETOUAL RatwenTe  conanO L ENTAD
WS DASES QuAsAUE. DE V dem 0 MEMO WUMERD he NETORES.

DenOMivA 52 pasmcnisid e (d&mﬁf) O MUMORD be VEToneS
CUMA DASE |

WA P
° 6\; }\ ('“(‘{{-tle- UL}/'X ‘?’Y:-'O }

Fotle(:2015) .

Na Fi gRarpa ed2nt athae vma pleralse para detenminar
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{ (x,OWRxRPy = 0} .
A t®cnica para sR=(ehy,rye,nzt)arj 8 scheme vxaf2f ay 0)
(0,.0, 1)

2 1 0
Col ocando na goorr{]aqudee jmBatesitza escsd oquaa a® |

Logo o conjunto de vetores (2,1,0) e (0, 0,1)
Na Fi7dRraapresent @xpy Sz) z i2y0=e0xk.

A sol u-«o (ge,ray, 82)) = x ¥, 1®x U2, -Log®,umd, 6 bas
di m=S1, pois s- h8 um vetor.
Mostiraas® i gal (&1 )Bide 1 &Bm=( B.
e 1 0
A soma+ &®S 8ado pg)ICh hat rAme se aplicar como
g 1/2 -1
210
da elimina-«o e substg(] O uil -Enot «a0 nmaa tbraisze sBe dreesdt
@ 00
te2 gOel
}glgog:":de di mens«o 2.
i€ H- By
Concluinda+ qgu®=da+rimmd (8d iSm £%) = 121 += 11.
Esta tarefa foi apresent agdadypaGsaidbs ardénasr

determi naxaeSa @imporn Sconse puSertce moidd np  Beenvso o b
de instituc® omatld zraegmaa yasau®Fiagt ecnol ogi a.
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Fi guB@M di mens«o de um espa-o.

/5‘:(7'Y471t) :j LL4;0)+Q'(OIOJ‘> EEN A
_ z o
2 A9 ¢ LI =D |b:. [4] X»o
O O | 0 A
: 0‘~M~\~,:2- 7 A
- : - -3
g = Sz 1, y,2) e? /x+2=0 € x-2y=D¢
rp:(ﬂ,y,v) =, My =) = % (4,42,-1) e L.T |
s 1
= { [‘/7-] % = e(«"w\%{._.!.
gt}
5 ! X
h 6‘(\_57- :_Il_('x,l:fc%)&lnfsl bksn e phE 5$%
rS.(\sz = 51“175‘0 ap/‘):('!(,"/'z,-ﬂ-) B
114-%:0 N= -vt(",_f/'z,—‘-)
F’(\: l\(‘ln/?,,—l)} => J(M(scnst)ZL
L= i
'94+91 z \(»g,_\(,_';t)c-_—ms_/ hzDA+ba , €S € pr€S2{
-
2 A0 7 A0 2. 4 2 +0 ki
0O 0 N (VIava-' Yo 0o-4|¥]|p 0-1
B W, -0 9 A 00 4 o0 D
1 0
{5*‘: “.'\ 0 ,,”‘L\"MLS\*&):Z
0 1
O’V\M_(_Si“'s'l): 9"\‘“‘\ Sy tolian s, ~ oliay (S, n;t)
o) 2t 1 = Lk
| SIS i
R el
Fonhb(€2015) .
Ainstitucionaliza-«0 do c¢onmnm@peidtea i faoinelszem i

relatar que existe um teorema para que ele ac
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Nai G@4I® apresentado a OM do objeto
teor ema+ )i = (i mdipBd i S A£AS) .

di mens «c

Figo#@M do objeto di mens«o.

R TEOEMA o | - o
Sopp Y um gPxO verom A sopre k. pE  bumansio
Rk - SE 5, 5, o sub-B3PADS of V , enTAS !

A ma (54*5,): d(m94+9(’,w«4, - J«M«\(Sn (\S‘L)

ExXempP\D .
e Si= ﬂ(m.Y,t)e\W-o’/ chf%:f)?
Sp= hCa Y,3) e\? 2x-Y =0 € 3x4R2 O

AT B

oY :‘gy-,(.*(,%)‘: (7("{' -A =Y ):m(‘/ol'l)*7(0,‘,”l-)
D= (“l:‘f,t): ('X,'l.-x'..},() = x ( '7’,3)

o{,&Msl =2 € o!A“W\s‘z:‘
ETUACERY %'x‘wﬁ»q.-:o oy JoA:- M A T I
LY-YZD € 42 % O Bt R L
D 2 7 03 2
Aoy
~ 0 -3y -1 )] /)_—_}—_(-\'vl, 3) .poxA.ﬂM(glngz):L
Q 0 0 3

Aam ($£5) = 2 V=L = 2

A o -1 A 0O =A A,o-‘
R B ErIEEENI G e
A A =3 o ¢ -1 o 0o ©O

fs-f = { (‘IO('!}‘) » (Olq,"')}

Font(2015) .

ltapresenta os vetores ortogonais por defin

registro alg®brico para mostrar o produto
ent «o

esc
hi pedi®ida ogstpadirso |l momeat oparea pqee acs aal«wr

vi sualizar a ortogonalidade entre vetores.
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No nosso MER mostramos ap ogr°gnee’svee tdoor epsr oodrutt oo
produto tem qurea sfelr anudrot,ogo8n aquped aoadat ©i grsicfail @
enquant o que doGepoomeRiorfidaeawi emaadgul o de 900U.

Com a suwubfyiaeefse Raeazumlovesri st ema a seguir |
escal onament o.

ExX-y+z &

%2x+y-z©

[i2 T®cnica do escalonamento.

Podededuzir pelo exemplo que um sistema ho

seprat o@aomcalda | inha da matri z, pois o produto
Resolvendo o sistema, temos:
al -1 1 0 _ . al -1 1 0 _

A = Lo= 2L2LC ,vol tando ao sistema:
2 1 -10 o 3 -30

EX- Yy = 2z

ly—z Logo a solu-«0 x = 0, vy = 2z e z = 2z, ent.

| =

Portanto (0,1,1) ®lpt}) oBolEWdlipabiszamdtores imdde
figuralotdomo «xo para o estudante para mel hor e

Trabal hamos em nosso MER, tamb®m com o reg
visualizem a situa-xmserAvwd®d eq tae gdo azh hlDar e mo MER
gque® noacl eo da matri,z @Puelk éenehtdadmavazizo. O
tem 3 componentejqqu(ex ®y,az )s,onomau dsee juan @ IR aEpa€com
|l i ndhutee ® um espa-0 gerado pelas | iyfigas ada et
transpokstqumeapr eselPo e mos pdian®r que o kernel da

os vetores dou=e $prat-adnt d atlr gxiluel Mamos com uma oL

de ortogonalidade.

Pela an8lise realizada, tudol,e sitda c@aoaygdiaex ioo
model o domaphnta; »esmda defini-«o, egemdouea fa
gue ® a 1 dei,a odned emoodse lail zuan-0«s0 | r «@Dp CONE O fpaatr ;a a

a constru-«o dos saberes

O texitagprdkeeseabsadi os suficientes para que | e
|l he possibilitem estudar AL, i stloi nNRg a rpeassrsiaz ec
determinantes, espa-0s, combina-«o0o, quROMD LI ,
proposltmarpjro ensino desses objetos |8 menci
defini-»es e desarticuladas de outros saberes
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si stleimaesar es.

Nesta proposta detMERdpauamao OdMDsideo Ad parr e
te-cenbral ODe humpot ®t i cra2 f@lgboamp2rpoa}y depr ax
pel o M@t e@edo mi na- «(oe set usdudb sqgu aluiie-a«boi gt ddosdset e
|l ineaornde | evamos eamnc omdmo s’ sfAcpMBgtldiccsanmathennt e
car act eruinz#ald aa xpiooom8dtei crae« 0 h8 o0 questionamento
pont pai sra2ngiodas, portanto as o0r ganieznat-e»se se natpraer

O model o epi shemoh8giae®et ecessticabedeasom o r
l' ivro analisado, pois conforme o euclidianism
o est udmnltiovrpae, og,8 anporr peer d apl Preas- apreéae nd efdi
estmodel o epidommopadntge coportant ot emarmtSee gpemdtoo
Gasqd2®mM00), quando este model o penetra no si st
docenmgee, tien em comum a trivializa-«o0o do pr o
docentes cl 8§ssicos.

Em nossa proposta de MER no que diz respei
at® tr°s t®cnicas para resmwlvasrgsumdaumesmea) utaad
adeganadar . Tzmedfhas deste tipo n«o aparecem no
uma atividade ausente no processo de ensino.

Ao construirmos nossa OMD de r ef ergunecciiad,0 ¢
medi ante 0s aspectoseepi premoktgi desqghdnsedr -oe s
gualitativamente o0s Si stemas l i near es, haven
constru-«o em |

Diferente do propost porde moasxti qque®puRMEKD ad ¢
essencial do blloogcoos ,p eprotreteacnetnet eog aboloooc oda pr axeo
escol ar qauses seigadad,c RWs®L pe di scur so que pretenc

e emdgrear adi d®Etanceamsi no, do nosso caso, de AL
de ser para se ensinar AL, que ® a justigicat
do MER, Visto que a caragt emn?2 dtei cianveestpmogag xa

matem8ticas se d8 pela constru-dda 8d i wtoisl icoano«

entrada da an8lise didg8tica.

¥Segundo Bom (2011) s«0 aquelas em que o0os dados s«o
desconheci does a(sparn@megtnriccsa)s s«o oObjetos matem8ticos cor
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CAPITULO VI - METODOLO GIA DO PER

Mi ni strando a di sci pilncnoamondog ol@pnBodsdie® ensrn inms
AL, pwYamo® assim como aconteceu comigo, o0 est
aplica-«o0o da defini-«o0o dos objetos ensinados
determinados objetos e postul amos gqmues @mtdemadé a
proposta do MER.

NosRBBbj eensbonar al guoosnpabi etnapadedABEL BV ano:
possi biaut oamaho aeal i za-©o pdaflestmgrekraaupastir
guestionamentos ordencec®@sudal wmmaorsunmdadparam ¢
habilidades que n«o s ¢ rpbasng éov @ oo opar podf uesas 5 rau s, to G
com enrisquentiedri eu (mesog°nese).

6.1 ASPECTOS INTRODUTORIOS

Thurston (199%4)deprceoconcou paosuy pessoas aprendem
ensino n«o pode ser autom8tico e que devemo
ensing8vei s.

Nosso PER foi desenvolvido coamb, mguedpltogt
atividade matem8tica wuniversits8ria qgSuuea r@MD me
demonstrou nosso jeito de pensar as i deias sol
Parti ndo dBaosn i(dge0iéalsy imdse opue rustm de e€&Rupard e cul
Del gado (r2elallli)zequpeurmame nt a- « od ed ee sutnuad op rp8atriac af
profegmomes,sa pesqulRBR adkgptmgdoe maesln prt assoes ent
educaequweoali zagdd como metodol ogia de ensi no.

Consi der &mésd appmadmgorpeius em um curso de
Licenciatur a 8e muMa tneem§&triama aas jotcaeorr er beansnnoh aldi acse ug
MERt, or ne@dom model o epinatiemole -rgpacool tiaalsar am qu e
encami nhadasopr aviuamwen tgeon fdor meo Sielmpao, Huees,
® uma rpesrtaigweo,0s alunose mpwe meiny @ssemo S ewmm d
produ-«o0o dos alunos qQque servissem para os dad
gue ® semestral; n « 0 havia nenhum dispositi
uni versits8rio fdeaneMatatsm@&tbiat & ogadep atr@cinmi cdaa i dei
mat em&8t guaiapoesr neiltunos passarem da expl orae-«o

desenvohoveasem®ampkciando o campo de pr ofbdiemas
214



abeothara car actcaroinotgi°mae sfeoi® o que distinguiu
mai s facilmente identific8veis epis-dios dids§
domi | i eu«c oM em efeito, dial adrait gerp addae ,dfpbc b ant
correlativamxnteen,s«de damd,engponfhda meel(-CHENALLATF
parti mos degeumd guere sdtid«cer ente dos mol des fr anc
graduandos, e n«o delsesbtuisccaa mmrse winma nieorrttee cgorna u
dagguest »es Q derivadas de §8&aqiei®eandqgmesERe@ mg
guestguwe GBegundo Chevallard (2009d) a ideia dc¢
vez de procurar uniaf iemada adde gmtaxd«wdu,j gu rea b puedrog
certas restri-»es e sob certahlecmodut-rmaes, dhhrz
menos outras povsasrftveest sd a medimveigmll irda @mssiidad a
(BON 2BOR, AGAS 20BON, EREIRKRAGAS 2009) caracteriza
di d8tico mat em8t inccroe thau,nraa zi«nos td e us er«,0 gcuoe st « 0
matem8tica | ocal ,retanhivamentde d8bmpbet ori ori
mat emStseaemper cur so caracterizado como um PER

Nossa (goRe sat s g@i @bjpet (s) matem8tico(s) po
se estudar AL, no que diz respeito ao estudo
professores? de matem8tica

Consi dequegdltocxoa com®t d o®f euma U eqsutee on «pomatb |
resposta deeprsieorr ies tleodgaceme sip@assa $oemtiedo de, C
constru-«d, dquemaeOMS por um conjunto de tipo
probl emas e defini-»ab®Pmpdepdesdndesr eetposem

Bo(2011) redGtummagttaeapa Qo PER swemé&eqiftiigmirda
func dmam | veizt aeleest a quest«o entre v8rias possz2v
processo ¢gg ogettwdaguedo se deve manteonvia ar a®p o ®
guestbsceor 8 poss?2vel rcammnsotdadusi rs éusnae qoaust rGai m e@ o RIS Q
desta obrtair doeesat pdho quabuteabasvqudetsesrgap
responder.

°Chevallard (2009a) escreve que o programa do ano na F
conjunto de AER poder i aEssteurd oc hea nilaed ol ndvee sR e rgcau r«soo s( PdEeR ) ,
AER no sentido mais usual do t er mdperuomu rPsEOR & lad seesxcted beend |
(2P0 9expuenagqueiva deée dem t al PER modmiEieda pr ecsymuamadma A
praxedlf-igxiacdea de antemkoyj amaslpedaguinas Mest ri- bfeasz eo s o
reencoinXrY]Aeomom outras obras

“No processo de constru-«o de uma OM se planeja com o
cruciais, ricas e fecundas, al ®m de um i mportante pot el
probl emas dBOMN,ngxOnlhlar ipa. (8) .
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Segundo E€hréwwda | (| 2unl4 pf essor fmaes gcdwi ssaudaans al a
|l ocal de expeird@teint a - dmasrmae tnee mBdti iccho dapoengenbe
desitudrdesiicadas @& s ek inrcy ,peanh heindtaer com os p
um senti dp 8amplkdeo epa sodceeosaspor kan dmaztaggm8t i ca n«o S
apenas ideias matem8ticas, wermoo 0en sioma ed d Mo
humana c¢ohfaareesteen,voqwd da em uma institui-«o.

Ent «<so,peos quaessatemaga s adoxatemi damde, mporem&nt ¢ a
pesquisa em di d§tiAca ndgariduas egn8d d carccotcuernm Le m
Mat em8t i ca ddemoltFaRAe mo s XneA tlei sfa-#p@ | dnadti @ros i ci a |
das co@die-ndews que Clhilevradll aatrad RO O0t9ai s condi - »e:
a priori: a sua descoberta ® progressiva e a
entidade WPrsaxoeods goltjaeti vos permanentesCida pe
i mp»lehaeo mesmo temKyg qgGuer eettreir-measar «xo ao xmenos

Os pesgBiosddhaoesrdes®,Pd)st ul am qgue o sentido do
probl emas cumpre um objetivo di d§8t i omuiftwn daome
guase nada presente no ensino b8sico no Brasi
mat em®tomae que chamaram de campos de probl em

N@ spor ocesso de estudo sege dée @emde eqrdrAgi U esq
di ver sas ouitgruaes pgruoemsotc»aensatm® u- «Rp @& wgme ©MNt a r
guesprelsl em8ticas advindas das cOMB,t ist«wa angadi sa sc
de ser .da OMR

6.2 IDEIA DO PER PROPOSTO POR YVES CHEVALLARD

No PiEReali zadom«@pelt amdé&Duma situa-«o0o defini
Ssitua-xkOneaspo:emodPewvargoys .pensar se dado um co
pr 8tiviaveguaqui , g upee n®& aproesnst pov e bnPveefasanbisa lu,ma pr §
ent «o em que condi-»es ess & 8p nInt@itc an asoe qgtuaeerr neam

verdade discutir a pr8tica enm sser nraesaloi zqaudea ,f

i mpedindo que essa pr8tica se realize.

As ideias pri m8empas snebroe dosPHR avwarl g d*s Pes
(daqui em di ante usaremos a sigla TPE, do ori
obrigat - -rias, no sistema de ensino franc?®s, p

2Em franc®°s: Travaux Personnels Encadr ®s (TPE) (CHEVA]
216



e tecnol -gico) (CHEVALLARD, 2001).

Segundo Chevallard (2001), par asese onsti deea
hi erarquia dosan&weds dmadetgami2ai sbehéd&sCc o0
di sciogloimés et®drefassunt o) e, principal mente,
cont®m o pedag-gi co. Nesse pedag:-gico, a@as$ocon

do si st ema eisemntl aned a¢ s is it refrotnace sd r tdwersas ed isd Sttiec

i mplicam no estudo de&eet dpos mavgami tuema s Od ied §

de sistemas dé dgmad qquead sqtueco constitul a pedac
tratarmos desse dispositivo did8tico, eXplici
No processo de forma-«o inicial de pfRAQ)ess

nNnum cduerist,encemtaMeasSt(ilcRhMNe)dsa farmat xdol ogi a dc¢
adaptEandd er mos de di scuss»es, trataresnodo aBHER
gue conduzi,u gauses en og Wtelsdam despd CHEVYARDouURODOAAR
2009b,. 2009¢c)

Por fim, o PER surge monodisesplémar K eub &bt
( (; ;X)IiM¢ . Essa ® a forma n«o desenvol vida
di d&ft indd*“iMeeu a respostLHEYpPLLARD, 2009a, 2009b
do PER, O esqguema herbatiano ® @&p;licado em
{YRYBARYRY B MK }& . Nessa for ma, 0 esquema
compl eximd & ¥ exvdR B AYRY R MR } .

OsY (ficontayasda erespostas prontas e | egistei mad
que el as rieededst amuemonal . YA ¥ hYSH HY$HE dposd ere® o
l evar ° el abor a- «o (GQHEVALLPARDt a 2ddDPear,ad2a0 09 b ) .

respRpraveni ent ®s 0d&s) ghradsa cul tura. D@ an§l
podem®sYteer por cehnhakguamta,reé ColEVALEARDy ad@o0
O sistenRa*cdindstiitcui as etapas de sala de au

pofal X;X2¥; Nesse sistenme,xjsd8ik,cos,«oX os {al unos

“Chevallard enfatiza, que na pedagogia AER (Aetbsi p®od
revi sem souna or eslasdb-e«o ntat em8tico. Ele afirma que quando u
dada, ® for mada uma infraestrutur a educacional, di d:
i mpl ement a-«o0 desta peduadguorgai ad.i dBltei ccah aansa cdoen dii n f»reasse sdter
das organiza-»es matem8ticas expl or aALdveOULQBDAa/A 2i0mi2t, a
390) .

“Em homenagem aoJofhialnons oFfroi eadlireinc<kho Her bar t

A t r«aod ook ®i enei 0 em L2ngua Portuguesa, mas,i anac oDnpd Seteincs
Mat em8tica francesa, ® muito mais amplo que o signific
®Sistema Did8i=i e¢®qgudeos tP<OR geer@t ri z do PER).
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i nicial do curso Licenciatlyur a epmeMatneg m8 toi pa od
da disciplina AL (dCAOAOGEBkodammugwe st Ne §u@s t

O terceiro silsitérda WpdEsi bos adwiuet ores de ¢
sobre o b¥facz@&z]ld)d [baa bTeAD. A quest@Coat & sasesi M u
professores selecionam os tipos de tarefas T g
final do proceE&Esysedgmicbiroenat Mpoa . est abel eci do e
entre oXe&Yonjunto

Assim,staasrpppa as questSeds; It XF i)exe®was d
Y; 3,Q est«o sujeitami bhd ®utgralkhh adadwnoi nddleo uom conj ut
antigos e&eNwiwiolsi ar«o. Entre ess®po ptraIptag sas,
Q, 20Q; que seRdEMEVALDARD, 2008, 2009bR( Da a
contrYasvydey}, (alunos em forma-«o e diretor de

constru-«® (drae speeptost-at i ma) .

6.3SESSOES DO PER NOFPA (2)

Postul amos, inicial mente, emaumpproaldli a@aag emo s
AL nas | ES, mas ap-s ,@aelteftoeamosesenuntumsptohbba
proposta de ensino por meio do PER, ® verificar

(proposta do MERlNosej 8pueatraztzegos i en® nosso eq!
moddoe agir e pensar sobre o ensino dedeALc emc iuantu

em Matem8tica, e que pretendemos nos desvencilh

6.3.1Aspectos introdutérios do PER no IFPA(?)

Comoemos 60Qhaera®/ a@ulta mpooa rian setxietcwc- izgon adlot «PoE RN «
i remos arlgguaniawsenmt axrimEsssetl ar emos t aref aspeixgirm®&d thes s
O tempo instrietsutgriigma@os ® i mmha T osNdoeptepsrdufi essasdoorr.
trabal hamos com quest»es problem8ticas situada
pelos alunos e discutidaR pem ms dlaan paormap ra vaon s
mat em8ti casrifzoardaans .i nt er i o

Nosso contrato pedagogico feito erre Y ocorreu por meio de oficinas, em que cada sesséo
teve um tempo para execucdo de 150 min por gienta, além de complementarem as atividades
em casa, num total de 20 sessbes. Os alunos foram divididos em grupos de trabalho, que atuaram
juntos tanto em class®mo extraclass€€ada um deste grupos elegeram uma espécie de secretario

gue se pronuncia, comentando e respondendo as tarefas as quais lhes sdo propostas nas sessoe
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comentando as dificuldades e o entendimentos das mesmas. O diretstudeY e também
pesquisadog-atua de forma a incentivar de forma ativa as atividades e guiar os debates. Ao final do
PER cada grupX apresentou em uma sessao (que corresponde a 150 min), um ou mais objetos
matemaéticos vistos no PER e utilizando a OMD proposta no MigBsantaram uma oficina para a
turma. Cada aluno entregolY as tarefas desenvolvidas em aula. Poderao utilizar as obras validadas
porXeY.

Neste pr ocecsosnobmdnea esabhdbboanparas sess»es

grupo dxf oarlammwesnt i vadoesa ngarntdioc iopamr espurl t ados

or al e domntineygAlsgmussaess»es foram gravadas em 8u

A @ocupa-«0 inicivalridecaossaa mdDi mai estrutu
pasa ruersair Dgu@®@Mcripamp®st;a adporMtEIRDI zamos um pr il
osi plestarefas mat esmPui el sopoenmesnatnoo sex pl or at - ri o
comuni dade de estudo tenlauopodimpmamind ®Eai daep s ©
novos probl emas par a qauuex dslogdsjoasn setnefmaesn t hiddb &t icce
continhamOasembnasso eabuds gpastses mat ems§:
interpretafkoae«pudasas®meismmas e al caha-«0 en
de se constBawf(2Qllc)ondmrmareco rti eonole- goiocro fi m
institucXamrad s grat-&roam um ou mai s objetos util]

PaBaf2011)%noonRfElona como uma estrutura r2g
de ediwm®mi co que se inicia a partir de uma ql

chegarmos em uma OMR.

Nosso trabal heos tsued or edsot ® ietagaesaesstopean-coesnt e a di
gue ® mi n{sseameasdtar enol edt i v o, do noturno, do cur
institui-«o | FPA, fseomnestsne edd e2 Wsomestioedaed®
Partimos da hari@aomeo seb§fiesaheamnas eqnBdd e@ oem t e ma
ensino b8sico no Brasil, geral mente no segund
degwa-»es com duas ou mais vari 8aetsnodbj d8ehan
est udeasmousdar os demais, em tarefas Qque se apre

Chevallard (2009) relata sobre a organizacédo do egtpdeconiza em se dispor o trabalho
em equipe, pois ha de se ter trabalho mais atraente e bem sucedido, se dando pela formacédo de
pequenos grupos de alunos, cada um dos quais recebe a carga de expor uma pergunta especific

apresentando ao mesmo tempo, algsitarefas de aplicacdo. Nosso motivo em dividir em grupos

““PER traduzido para o ensino Espanhol .
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também se deu pela questdo do tempo, pois na finalizacdo do PER cada equipe aprasgosou
objetos estudados e ndo houve tempo se a apresentacao fosse individual.

Calmens ressaltampododiasnt pean trpesiiamekiart o fqouie um
na pompi»xeeouma Qpest aont o, fAduemap egsyppuEtssa® c ol oque
sobremdl al ®t i ca de , eotndeo oR ¢rd soguwirsdas obr as)
pequi sa, pel o RIEHEVAsbhARNBObDARBNA 4 Ut pOo PBPneo of
devemos |l evar em cont acortst &t (pedicdi§ sommmpe ecesmu
di d8hadlkiot ual , guandoh8sea tapm i craa «bDarceofma,cert a
mat em8ti ca.

Demos como instrugdes aos membros ddeX#o utilizar matrizes com a ideia de tabelas,
determinantepara o calculo de sistemasxplorar as técnicas de resolucéo de sistemas, procurar ndo
utilizar conceitos formais dos objetos estudaglesm construir via modelizagdo os conceitos dos
objetos estudadosempre trabalhando com sistemas linea@®, objetivo claro que € ag@nsao dos
saberes pelos alunos, onde se permite que o aluno tenha resadsidade de decidir, a partir das
técnicas que sao Uteis para resolver uma determinada tarefa e qual a mais econdmica ou a mais fiavel

Nossa questageratrizQo: Qual(is) objeto(s) matematico(s) podem ser mobilizados para se
estudar AL, no que diespeito ao estudo dos espagos vetoriais, em um curso de graduacdo de

professores de matematita

Al guns el ementos do mili eu:
l nsti(@dinsdaa tudo Fade&r @l FPA)I attuurrnaa edne Maitceemm
semestre do noturno. Ano: 2014.

Raz«o de ser:

Legitimi dade |Imateesm§tgiacreos qual as origens
objetos matem8ticos estudados neste PER, que

Legi ti mi doasd ea Isuoncoisaldii sp»e de wuma bi bFIPIAQt e c
e computadores | igados ~ inter neYte padrreambp®@m;q u i

Legitimi daBleas@indioommnak: alunos, durante o e

Legiti mi ddde caipth§ tail @d edhehpuactaen®as, trabal hos
com ensi,nao ecksea aklamosLiorsd rt ardDo@a2iddx@D drel er et al
Dorier (2002), Silva (1999), Karrer (2003, 2
(2015), Padr @i010200®PprrRgacea (2009), Coi mbr a
(1990), Sierpe nxikaas e(MoBA 3 )a RWYad & ) o ensi no f or me
tem criado problemas no processo d®gensi e &n:
outros denotam os obst8culos encortigaeodh’s embmt

em mani pular o model o dominante de ensino de
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Uma p r regtmiedio Ksp que chamaos deK 1 foi uma primeira dificuldadeesta ndado
de quem dirigiwo PER, particularmente professonescaso nés (autores da tesmjis nao é facil sua
concepcao e construca@segundaestricdoé aKz, esta no lado do X e Y, isto €, o lado de aqueles
que viverdo o PER, e estas restricdes surgenue¢ tantX, quantoY tem pouca familiaridade com
esta metodologia de estud®ara o diretor de estudo, awsdesta tese, uma dificuldade, diria algo
gue se torna uma outra restrigde é o fato de termos encontrado poucos exemplos deste tipo de
estudo, pois na Franca onde se comecou a aplicar o PER no Liceu (ensino basico no Brasil), os
professores tém cursos de formagao.

Realizamos estudosos trabalhos dd.e concept de PER et as Rgtien actuelle em
mathematiques et ailleude Julia Marietti, orientdo porChevallardem2009 no Simpdsio ocorrido
na Universidade de Rennes em 2008, Chevallard apresenta o trabalho inflidadtique de
| 6enqu°te codi sci pludea derrecheehe trabdhe depgese ddndrtades d 0 ¢
(2012,0artigpPar cours do6®tude et de recherche dans
dos autoregLHANOS et al.,2010) e no IV Congresso Internacional da TAD (2013) em Toulouse
gue para nos foram obrgse nos possibilitaram caracterizar nosso desenho metodolégico com um
PER adaptado.

O PER permiti que os alunos e o professor (diretor de estudo) juntos tenham uma visdo em
conjunto sobre os temas estudados ou a um deterngoadeito. Faremos isto por meiogistemas
detarefas sobre um mesmo assunto, permitindo com que os&uattem em contato com as OMD
gue estdo na proposta de MER. As técnicas serao discutidas com os alunos, pois diferentes técnicas
podem seutilizadas para um mesmo tipo de tarefa e discutindo a conexao que héa entre eles.

O percurso de nossa investigacdo trata em construir uma compreensao gébezo de
tarefas que € estudajualitativamente osistemas lineares, no sentido da insteg manutencéo de
um PER, para a construcéo de organizacfes praxeoldgicas de complexidade dpscestn de
modelizacda)O desenvolvimento d&ER pressupdsque olhemos concretamente a concepgéo e
construcao, implementagéo, observagéo, analiseaiagio do PER por fimreescrever a proposta
de MER agora legitimadaomo um modelo alternativo para o curso de Licenciatura em Matematica
do IFPA, sobre novas condicfes e restricoesnptindoque os alunos se tornem agentes de uma
pedagogia danvestigacao

Explicamos d&' membrmrodAD prop»e descrever
no sentido de reconstru-«o0o e articula-«o0o de O
probl em8ticas qQque se postea Ggue uarsat & osreu np rdoapd»ee (
confor me e( RARCZIOAVS5 e BARQUERO, 2009) .

“¥Refsrea S (X, Y, Q), que s«o0 o0s alunos do Curso



Nosso PER se imp»e como dispositivo de for
a constru-«o0 de respostas "s gdeséeéstsdprobdween
traduzidas op&8lapgeseshikad .

Comentamos ainda que nosso PER permitia ¢
estudar coletivamenpeodugusnatmesgporsdtar -2, ma, q

mei o da resposta as demai s qQquest»es que surgi
6.3.2Sessbes do PER

18ess«o

O PER ocorreu em uma turma do 4U semestre
noturno do | FPA, em um per2o0do de 5 meses, p o
meses de novembr 0de& .2 Al £ 1 @a swmagrrfuadiedsellg neid® Ba e
integrantesal p@o Spamhaving sieed daguogpaeer t dei pAardas
sesdwes i ndnel deasavVvae diaas etnarreefgaes ff ®rnd ade tma cil lmst:

Nesta primdirconsvess«@aof com a clcaosmsee dae i al L
met odolemgiianoded al gdgebca pRiduaadtle as sasessodd.r eC
of i cdinmport ©nci a da participa-«0 dos tesmabence

eque 0SS mMesmos poderiam trazer obras para enri

1 . . . .
R¥: As quest»es aqui indicadas norteiam as

nas etapas iniciais da met odoltoogrinaa dnoe sR ER.moNn
entendi mento m2nimo sobre as pr8ticas de se e
caracterizamos como regional . Questiono o mod:
nN«o se articularemdecriuaifmdodgi s eaaeribad gudcitb,r o s
Basicamente traalalchand @emo &1 dees rsui dsot egnuaast i & gaut e o/@E
OMD sobre AL.

Chevall ard ( 20 0S8teyftka renh aaltunmeaqtyesegset n«&r igoea al
® trabal hRlare puamaa rdeassposstabd&krmaEst pdarci smment e
praxi AlL- ® cgaeal mente estudardh,alagsmas egd e sutt ve K
sua g°nese. As obras temeaesnuen, «xoontr apuwidado
Ag espBdadasQpa. a

| ni ciaancossnveos amemimr 6 badeeP,EXRque se camfai gur
pedagloegiianvestiga-«o/ questionamentos util i zadsé

nzvel de ensino superior na Espanha.

222



HE8 um sistema edd8tumcomqg8 o(nflee pot e®ent as o0s
alunos d® ol @s$seji(oprr odfee sessotru ddo® @ie st kpl geapt e i
sistSgmhgd que ® a pr&§tica matem§tica eOmpadems
ser mat em8t i dassurogue m xgB, €t gmeee geRa ®att hewtad and s
(XY, ) Qe B«g ear i mbando &% ® ocnhdeeg aor $ooljXest MYM A Qd e
R, resposta -tima valiadnd i pdaMersprpofressor a p

Ao final da primeira sess«o 07 |BHOcmepmbiamaeaane c
pesqui sassem.

Qu:Qual (is) objeto(s) matem8tico(s) podem se
respeito ao estudiondlosi e acombivied-o¥xexailsinear

em um curso de graduem&t®Bi d& professores de ma

2U Sess«o

Onosso PER se configur &y, opogmaiheitaisiast esmas
de eulgheenot afig X; By Nesse si steuma,;xdi d&ki cexoX
o0s alunos em fcourrnsao- «Lo ciennicciiaatlurdao e m} Mat emB8é¢ $ e

professor ministrante da di s &b pldierssdechtrma( qJueset

Nop, Q2, N, .. ., feotrcmudluasdzamid® as sess»es de«oesdugas
guest»es que auxiliar«o o pesquisader nasgarm
doutoral, cujo sd$et{foxs Jvi;dBoi gakEddoat §yjando,

= oriehd=aduresed «xo norteadora da tese doutor al

Come- preoguniXandaeael es encgounet roasr alme vsaosbsree aA

Q?Il ni ciamos a sess«0 Aurvd nNpoé B egdnmkaﬂsnﬁioréetrmnﬁtfcmes

[ aaRl%i( por exempl o, r esoaosawmtmﬂ%iwmmasdpaoqsni@aswmo Q

assim para as e masitsu)d of adio sd efgsiqelaet ®®&8n \heatveAr i aiosn
respagfsdfimuer a AL tem como objeto de estudo o0 co
conjunt os, ent «o ceosnt ao sd iesscpi ap-1oi sn avcebt nogr tol metfi tissy | dsoes
pooaper a- »ees mdelitsi@apgeRompl ement ou 3a driezsefoodsot eag pdae- oA
s«eostr al g®dbsi cas e a i deia da abstra-«o vem, |
nojfmRodendo ter dimens»es maiores e tais espa-
mas sim por matrizes ou fun-»es

Conver samworsoclen aarteesnet ou em | i vr oosss el ifvorio

assim como,ohai ¢cinamr pet esmaniokesqad arinaim®.q uk
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Wi ki pp®d&lLan r a mo
estgeg®bmaicos oo diferenci
Questi-bmssoma e como

coon resol vemos

encontampmre$sbdesamd@ri meira

Andrade e Guerra (2014)
inclusive docentes, e tal
da p«ofdesent e,

qgue disponibilize outras

A medifdar pase

poXeY.Como eram poucos al

gue fossem ao

di scuss«celfeig®anle mp gwmg andeassrtiamb a d a

ondig or r es pondce e a pdoea tuanh.&aol auf noor me
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chegando a
T12

da
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eqgua- «0
Det er mi
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al
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ai s
esltiudea rreess pi®d tdemd&Ee Rest u
e loe sno mfein taop rcehsaemdladogqnad mt €he o ap f i
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tarefas vivem nas

c otnideé a sx op mro sn | £ van fal

g u e ur enmpu eergaum Euanmemiriomair axamp | @

obr as e outras respao

rier
S i

stem8tica e

guaadrpomosbdonaegua nNtRec ndhaartindeg au

que(R%enot al

nosso model o

em gupanpotiind Wi cnoan X'l bi deor emal geb Miatk ecx

ret a.
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AB - bE
5 =t
5 =
’\1 >
S=l = Q;\f

< = &Y

FonPrreoduA«d0 H4)

Observar mos Rpaq moenemad £t alo tpraarbaaclahnod doas ta® cur
estabelecem a rela-«o0 de proporcionalidade e
desconhecidos:, ieccghpuembsodai §eeh«o tery amos
para encxnterndr«mosum CcO0BjAANthbi Zdeem ad weh od Aue st «¢
pode ter diversas respAstad&sftodie ppernodfeomnsdtidpu dooaV &
fazem essa repr.¥sdntaque raeasel untoimeaat o de tr a

mesma n«o Sse restrinja a um tipo de tarefas.

A r e sgpuoasstea u nR;%('r p® sftaa rtkeef aad a Pogqueemt eXhec ® a

gue assim qgue se resolve utilizando o Teor ema
uma figura ddstrtettwoi pot®cihnicaamque se baseia n:
Qi Podemos a panties donsSeomémaadCGeddatdraise d e c@

Os membr os de X d’icsocnuctliursaxno eq uceh eag apraarmh i r dest a
To:Detertmi harposs2veis medidé&s detéAB%a (pra«eoa o

esque-a que no Teorema de Tales a proporcior
segment os) .

Estamos no momento explorat- -rio, @guweé spdrmit

explorar a quglﬁfl2<<de¢q)apaad)da29ﬂa,detum modo ger s

-AF'® vt - -8 ® @ assim cymo 1lfgexndm 12 e y = 15

Pel o Teorema de Tales, a equa- «0 ema bBrxo p opsotsos,
nN«o togpos s n« o obedece ladagepr (o rrced sotnrail -i »deasd e i |

proporcionalidade dossl gsuengsmelftiomse s a dagy o y7c ¥5lo hxa i 5

e guando s ubs-tverificader-amt @egme, que ® uma res@PoBtia

apresent,aiddi1dpor A
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Come-amos a conver sarGesmrhgRdraiaaa ruale an-o40 SalIr tgre
cl asseumaorqgulestH8o aQ guma rel a- «0 emepet aa ftUBT-ny
|l inear, pois elas se parecem?

PropomoPeT er mi nar a equa-«piDéda erent mqaqna- kor
reta a partir 1ApreclentaoedadgtFarge)eampiorsit a de R
Esta tarefa apgwe e®taa mensama ®cuwne csae ut il i za par
Tal es, gue ® uma t®cnica  Ageue mpe ee®inse ot alrae fCaant
sobre esta tarefa deuadlalgsdercioanmm prmamavagre fa a
par aodiugrmrequa-»es | ineares e depoi s 0s sistem

Fi gtTResposta R%ri mbada

A8 _ DE

= roltie s 8 x
BC EF = 0 €

)

{7 X :_;é'/ = Sy Cy N / r £
" |
Ry
Rliviche & Jo0= 5T N X "T/i 5 Al f —
6 ¢ =

FonProduA«d0 d4) .

t> Det er mi nxer yljgealt ar asedea, - «doe dfao%%:nagaﬁ eqf uae :t
Apresent ar ethadaaporecrptegffiagyga aR77
Os alunos ainda desenhamrdan eoq uml- ackmo dcaa rrteet sai

di scuss»ediceimi cmbas sdaarmd mbr«a&gp oddlenr am observar

22 ~ .
entre Tales e a equa-«o Rﬁ’aocroertrae, ucnh figpdeaipncdieos gao «cd

d & e o meatnrtdiag a

A qguest«o da raz«o de ser do estudo, parti
raz«o e eprnoopsotrr-acxogque o alcance da t®cnica foi
articué amsdot arefas.

Pemopamgaerouxaas b, s egsusad quer obr e qmet rtiras
Anal 2tica, ¢hashemamnaXyx.lDi ar oS
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3USess«o

Foi colocado no ®©madnrt rdiab utiunrdwa caond batD anh easdoag
Clgebra GeomG@teroinkcAnm&latgiaca de Ndaersicar Dalsirlos aCo
Ramos, Ramoss (2I0@B)d@ooutAros textos menores,

No n2dcai 03 U s eesisk bimaomerco porci emad e glmiddega ¢ o me
sobre dag adbwrlvheasddas por Descartes e Fermat, al ®
ao conse@esomegtorailaat faclag ewWein @lalr eGeacsmetitar iEAauc | i de s,
eram resolvidos Momem®@u al oe pcomeads ®d emasntroe
Tz Resolver o sistema | inear
t3iResod veirst eamas el giuniera:r
éx- y=1
}2x+y:5

Fi giBA respost & ' dadampadaA

ﬂfzw ;;Lk ol

Cody=1 =5 0= 1+3/

Zr+y;5

(e D0 ot © S 44 9.8 Z-32 1 8 -
‘ ~ 5 G

2’r+44y4y: 5 =4 5 va 22 )

Dy=5-2 B 5 e

o-{(&£,2)]

FonProduA«d»0 H4) .

Apesarercen al unos do esnasc anboo us uspeerr d ddsru Baa gt vaer setf rai

membrossedeoXheciam esta pr8tica.

t32Resodb veirstema | inear da compara-«o
exX+2y=5
t2x-3y=-4
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Fi gu®Mm respost 8 dadampada

FonProdu- «o0A; g0 1a4 )u.n o

Ap-s tornarmos as tarefas rotioemplasx@r opo

t3zResopeleo m®t odo da adi - «o0
€2x + 3y + z =11
‘:x + y + z = 6
fsx + 2y + 3z = 18

Durante es*tcao nseenstsawoa,m7 Mjueanmn do ensino fundamen
utilizado, pelo sistema ser 2 por 2,f po«wos hd uuvne meEn
respost asmeamrrpeombexchapor Y. Os earlauln oesn cdoen turna r ooy nga
5/ 3, 6)}lcemanm desquest artaeastaBamqeua-naspbpmentarsd r a @
demais viram.ghse nespesgt#ss®adasopensAno ef warpd d man
este m®todo para um sistema 3 por 3 e no ensino m

ou LaPpumge. Borque se r esol vmeers npoo rr eessutl e and®t opded 70 sD 8o

Ap-s o0 estudbes dcdd vobdx@ald® ar amrasdem®ceni naste tip
conseguiram s uwupprriers eantdaidfai, aplodeeastar s Ak al hdaori sa ceogmu aa- «
consider ando qauei mhavdgmi sendo exclu2da, pois no monm

pois na a rela-«0 que X tinha com este objeto era

tsxResod veirstema | inear @eéloi m®htadadowo substitui-«

@2x+3y+z=1
1|3x- 3y+z=8

}2y+z:0

“Mais de um aluno comentou a mesma quest«o e pelo 8udi
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A t®cnica apresenpada pa(fFoiega)irreanro8@a@,r«to de se
tarefa ® a aplica-«0 do m®t odoc oesje gweermafmm as
potenciali dade do m®t odde siseidoad &,s ttuedmo wmns lad rnug
direcionados em responder a questikot grmesSMNoU z
movi mast praxeol ogias j8 conhecidas pelos al un
e qgue al pwmdanefs@ramma r el aci onadas com o tra&bal ho

EP matem8tico dos alunos, QqQue sS«0O O0OS mei 0s ma

A Comuni dade assegura gque as maneiras de r ¢
parecesm gee ®©®e caracterizam como o estudo qu
presentes nas pr8ticas que vivem na escol a e
com as outras tarefas, par ec endnod ot roa npsavpeerls ad e
sendo wutilizado como t®cni ca, ou como tecnol

el ementos de uma praxeol ogi a.

Fi g86MA respost & cdaardiamppaodra A

FonProduAx@0dd) .
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Esta tarefa deve cumprir certas condi-»es
Durante efstie teadbhéadoce desta t®cnica, R0 se
ou ainda centradhbh, emasigmesanti pohéuaom outro
percurso de es{Mdmert ongrplogat «pi 0) .

Ap-s discutimos todas as r espoXsnt«aos cdomnss eagluu
resoporern«o ter uma re ltadrded gooo nm «eos tcea ra bp) lbeats00,S
apc®nversa com 0SS mesmos dexXonhaaéesat reumt inrean hman
enfrentar a tarefa.

Apesar de tenmos zbbdaBpgtueechoetsdr terf @ar na ode dtia ul
acabouemendspl ver o m®t odo da adi-«0 para um
necess§riuom csriisaa ema I d8Y Oconcdexipedamos par a
estudasseopoa atmr ankM@t ado de Ad, - gwo0e Odziasnpoesd arba
bi blioteca dcetC&Kmppei pa®anecesss8riothavbwearl homd
t ®cni ca

4U0 sess«o0

Nesta seposx»ovdloise discudzsir e chegar a rep-

tz;zResopeleos m®t odo da adi-«o0o dada na sess«o0
ex + 3y + z =11
‘:x + vy + z = 6.

Isx + 2y + 3z = 18

A Respostshodaapomar RmbadRi piara &kt a taref a
A t®cnica se deu pelo m®todo da adi-«o0, mu
A raz«o de ser dessa tarefa ® de que o0s a

substitui-«o e elimina-«o, gue consideramos a

%cf. TAD.
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FigBiAarespost 8 dapombada

FonProduAx«(»0 H4) .

Os al utidissadwet i r amp eermaucd iafsiseulodade em resol
mesma se tornou problem8tica, pois ao elevarn
trabal haram a primeira com a segunda equa-«o0

trabalohmdaitea sem a inc-gnita x, 0 que o0os fez

Em conwerossa adainos emqalea sefmensanmrash i uicnaamoisn t ¢
dd unci ondmeapbiea-«o0o da ¢®@niIddd,i cud dha ep AP 26w
na resolu-«o0 daexptefra-em dqoestpdadfr eépnpref abd
t ®c Wi e€laatiPvaar aa at r e s otdduoc wweo das t | auumafRc M iedt@ ci o N a c
ao m®t ocgaanad as adis-e pvaalavisdast emas com mai s de 2
Um momentdoo faoielda st mmaodapas t2i ekos para a r es
Percebemos uma mudan-aaldanose|l aemoesvevemi@o
aprendiAzdpdmit daba&l hamos com 0s nwWuondhregandonea
desej 8vamos que era que percebessem que traba
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