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A analise dindmica das vibragfes em estruturas flexiveis é de extrema importancia na
engenharia e representa um desafio significativo para sua resolugdo. Este estudo tem como
objetivo investigar estruturas esbeltas e flexiveis, como cordas e vigas, que oscilam em apoios
do tipo engastado-engastado e engastado-massa concentrada, os quais determinam as condicoes
de contorno do problema em analise. Utilizando a Técnica da Transformada Integral
Generalizada (GITT), para converter a equacéo diferencial parcial desenvolvida nessa pesquisa
pelo método de Hamilton em uma equacao diferencial ordinaria, otimiza o processo numérico
e controla eficientemente o erro relativo dos calculos. Neste estudo, desenvolveu-se e aplicou-
se um método inovador que trata as condi¢Ges de contorno sem recorrer ao uso de filtros para
homogeneizar a equacdo. A metodologia de célculo estabelecida foi implementada em Fortran,
utilizando a sub-rotina DIVPAG da IMSL. Uma andlise abrangente da convergéncia e
estabilidade do método foi conduzida, considerando o comportamento de quatro modelos de
cordas e dois modelos de vigas como referéncia. A validagdo do método abordou aspectos
funcionais, como deslocamento transversal, velocidades do sistema, frequéncias e
amortecimento, comparando os resultados obtidos pela GITT com outros estudos anteriores que
empregaram as mesmas condi¢fes de simulagdo. Os resultados foram satisfatorios,
evidenciando a relevancia da aplicacdo dessa técnica de analise. Além disso, avaliou-se a
aplicabilidade do método em diferentes configuragdes vibracionais de cada modelo,

demonstrando seu grande potencial como uma solucédo para problemas envolvendo as estruturas
Vi



analisadas. Portanto, este estudo representa uma contribuicdo significativa para o avanco do
conhecimento na modelagem dindmica de estruturas esbeltas e flexiveis e destacar a influéncia
das condi¢des de contorno nas caracteristicas vibracionais dessas estruturas. Além disso,
introduz uma metodologia inovadora ao tratar as condi¢des de contorno sem o uso de filtros,

ampliando as possibilidades de analise e compreensdo desse campo especifico da engenharia.
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The dynamic analysis of vibrations on flexible structures is of an extreme importance in
engineering and its solution represents a significant challenge to be tackled. This study has the
objective to investigate thin and flexible structures such as beams and ropes, that oscillate in
supports clamped-clamped and clamped-concentrated mass, which determine the boundary
conditions of the analysis problem. Using the generalized integral transformation technique
(GITT) that converts the partial differential equation (PDE) developed by the Hamiltonian
method in an Ordinary Differential Equation (ODE), it optimizes the numerical process and
controls efficiently the relative error of the calculations. In this study, it was developed and
applied an innovative method that treats the boundary conditions without the use of filters to
homogenize the equations. The calculations methodology was implemented in Fortran, utilizing
a sub-routine DIVPAG of IMSL. As reference, a thorough analysis of convergence and
stableness was applied, considering the behavior of four different models of ropes and two
models of beams. The validation of methodology was approached comparing functional aspects
such as transversal displacement, system velocities, frequencies, and damping, with results
obtained by GITT and other studies that applied the same simulation conditions. The results of
this study were found to be satisfactory, which highlights the relevancy of application of this

vibration analysis method. It was also assessed the application of this method in different

viii



vibration configurations in each model, which exemplifies its broad potential in problems
involving the structures analyzed. Therefore, this study represents a significant contribution to
the advance of knowledge in dynamic modeling of thin and flexible structures and highlights
the influence of boundary conditions in vibrational characteristics of these structures.
Furthermore, it introduces an innovative methodology for treating boundary conditions without

the use of filters, expanding the analysis possibilities in this field of engineering.
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NOMENCLATURA

Modelo de Cordas
Ao — amplitude de propagacdo adimensional.
& - coordenada longitudinal adimensional.
B — velocidade de transporte adimensional.
o — deformagdo axial.
v — frequéncia angular.
f(t) — fator de velocidade axial.
g(t) — fator de aceleracdo axial,
k — rigidez da mola adimensional.
d — fator de amortecimento adimensional.
Fo — forca de excitagdo externa adimensional.
71 — periodo de oscilacdo da corda adimensional.
71~ — periodo de oscilagdo da corda modificado adimensional.
Q - grau de qualidade do amortecimento adimensional.
¢ - taxa de amortecimento adimensional.
T — tensdo aplicada.
w(&,t) — deslocamento lateral adimensional.

Modelo de Vigas
a, b — coeficientes numéricos unitarios [0 ou 1].
o — rigidez a deformacdo axial adimensional.
¢ - fator de relaxacéo da velocidade média.
o - frequéncia angular adimensional.
Q - frequéncia angular do sistema.
ao — amplitude propagacdo adimensional.
n — coordenada espacial adimensional.
T — variavel temporal adimensional.
Vo — velocidade média do sistema.
& —rigidez a flexdo adimensional.
v — velocidades de transporte adimensional.
v — razdo de massa.
W, w, w(n,t) — deslocamento transversal adimensional.

Outros Simbolos e Variaveis
A — &rea da secdo transversal.
x — direcdo longitudinal.
y - direcdo transversal.
EDP — Equacdo Diferencial Parcial.
EDIP — Equag&o Integro-Diferencial Parcial.
E — modulo de elasticidade.
I — momento de inércia.
K — constante de rigidez da mola.
L — comprimento.
N — nGmero de termos.
V - velocidade constante.
V(t) — velocidade variavel.
p — densidade linear.
t — tempo.
T — tempo adimensional.
W(x,t) — deslocamento transversal ou lateral
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

1.1 - CONSIDERAGOES INICIAIS

Em diversos setores da engenharia, é inegavel a influéncia das vibragdes, que exigem
abordagens eficazes para mitigar efeitos e garantir a seguranga e o desempenho adequados das
estruturas envolvidas. Em geral essas estruturas sdo simples ou mesmo complexas e dependem
de sistemas flexiveis ou moveis, que podem ter sua integridade comprometer pelas vibragdes.

Esses sistemas podem ter apoios simples, restrito ou livre, com ou sem amortecimento
que quando tratados corretamente, conseguem controlar ou dissipar a energia acumulada
reduzindo o efeito da vibracdo. Varios setores, como construcdo civil, industria naval, industria
de alimentos, ferrovias, linhas de transmissdo, industria téxtil, pontes, cabos de elevadores, e
outras. Sdo afetadas por problemas de vibrac6es (RAO, 2007; PHAM e HONG, 2020). Na Fig.
1.1 estdo presentes imagens ilustrativas de sistema considerados esbeltos e flexiveis, que

representam a ideia basica do projeto de oscilagao.

g
b
AKX XKKKKKKIKKK KKK

KKK

Figura 1.1 — lustracGes de estruturas esbeltas e flexiveis.
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A complexidade das estruturas moveis e flexiveis, por desprezarem a rigidez a flexdo,
demanda uma acéo cuidadosa diante das vibragdes mecanicas geradas, conforme RAO (2007).
Resistir a estimulos diversos, desde vibracdes livres até efeitos naturais como vento e
terremotos, requer um entendimento profundo das propriedades estruturais dos sistemas
dindmicos. Autores como BLEVINS (1979), CHEN (2005) e PHAM e HONG (2020) tém
contribuido significativamente para esse campo, oferecendo exemplos e conhecimentos
valiosos sobre o tema. Essa a¢do proporcionard uma compreensdo do comportamento dindmico
desses sistemas em diversas situagdes.

Para isso, sera utilizado ao longo do trabalho, as informac@es de artigos sobre vibrages
e movimentacOes de estruturas flexiveis, acessados atraves da Base de Dados de Periddicos da
CAPES (https://www-periodicos-capes-gov-br.ezl.periodicos.capes.gov.br), da plataforma
ACADEMIA (https://www.academia.edu/) e arquivos de repositorios com acesso livre
presentes na Internet.

O desafio entdo, serd lidar com a matematica envolvida nesses problemas de modo a
fornecer resultados precisos que capturem a complexidade comportamental das estruturas
estudadas, em particular as esbelta e flexiveis, onde a relagdo (L/w > 10), sendo (L)
comprimento e (w) largura, caracterizam essa denominagdo. Além disso, é necessario adaptar
os modelos as exigéncias normativas e considerando a rigidez, velocidade, tensdo aplicada e

amortecimento do sistema (LIMA, 2022).

1.2 - JUSTIFICATIVAS E M()TIVA(;GES

O avanco tecnologico visa otimizar processos complexos em tempo reduzido. 1sso pode
levar o funcionamento dos sistemas a gerar vibracfes indesejadas. Surge entdo, o interesse em
usar ferramentas computacionais e de calculo para analisar e solucionar problemas que
envolvem vibragOes de estruturas flexiveis como Cordas e Vigas.

Inicialmente os métodos classicos utilizavam a mecanica newtoniana ou lagrangeana
para obter as equacBes dos modelos, o que geravam desafios pela complexidade das equacbes
e necessidades de solucdes analiticas por reduzir os modelos a uma forma linear.

Com as novas arquiteturas computacionais, esses métodos passam a ser resolvidos de
forma mais representativa com solvers e packages comerciais, como: Matlab, Scilab, Comsol,

Ansys, Fluent. etc. Baseados em métodos numérica como Diferencas finitas, Volumes finitos,
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Galerkin, Hamilton, Runge-kutta, Pertubacdes e outros. Buscando atender os requisitos de
aplicacdo imediata nos mais variados setores da engenharia.

A proposta desse trabalho, em sua esséncia, é desenvolver uma metodologia de célculo
moderna baseada em um modelo geral estabelecido pela Técnica da Transformada Integral
Generalizada (Generalized Integral Transform Technique — GITT), onde esse modelo sera
utilizado para encontrar outros modelos, permitindo a analise de sistemas sob diferentes
condigdes de contorno. Isso sera feito com o desenvolvimento de um programa computacional
em Fortran-95, capaz de realizar analises precisas de sistemas reais em estruturas flexiveis e
esbeltas, que apresentam movimentos na direcdo axial e oscilam no sentido transversal.

Métodos como a GITT, proporcionam uma avancada e flexivel vantagem alcancando
0S mesmos e outros resultados de calculo dos primeiros ou originais modelos. Permitem uma
anélise detalhada e uma resolugdo precisa dos problemas relacionados a estruturas flexiveis.
Impulsionam avangos na compreensao e aplicacdo pratica e melhoram o estudo de vibragdes
(PHAM e HONG, 2020).

A técnica da GITT se destaca por permitir controlar o erro relativo ao adaptar ordens de
truncamento nas expans@es das autofunc@es. Sua distinta natureza hibrida minimiza a demanda
computacional, realizando a integracdo numérica na dimensdo temporal (prépria para estudo de
vibracGes) sem afetar a espacial. Mantém altos niveis de precisdo, garantindo convergéncia e
estabilidade do método (OZISIK, 1993).

E inegavel as vantagens da GITT, mas existem algumas dificuldades como as
enfrentadas por usuarios iniciantes, devido & natureza complexa da matematica envolvida. A
aplicacdo pratica é dificultada pela necessidade de acesso a demais softwares especificos. Outra
questdo € a precisdo, afetada por pardmetros e condicdes iniciais exigindo atencdo na
configuracdo do modelo.

A escolha dos problemas para estudo representa uma contribuicdo valiosa para a
aplicacdo da GITT, dada a falta de exploracdo do tema na literatura até 0 momento. A énfase
em questdes relacionadas as vibragbes em estruturas reais € particularmente relevante,
considerando as melhorias substanciais que essa técnica oferece no tratamento matematico
desses problemas. Um exemplo de aplicacdo seria a integracdo dessas ideias em sistemas de
qualidade no aprimoramento das praticas de manutencéo preditiva, o que pode gerar beneficios
em termos de eficiéncia e seguranca operacional.

Na concepcao dos modelos, serd adotada uma visdo baseada na adaptacéo de equagdes

diferenciais estabelecidas em PHAM e HONG (2020). Para serem adequadas a aplicacdo do



método de Hamilton generalizado, juntamente com os fundamentos tedricos da viga de Euler-
Bernoulli, para a formulacdo da EDP dos modelos por meio da GITT. Isso permitira avaliar os
efeitos das vibragOes e frequéncias naturais no campo espacial e temporal. Considerando a
sensibilidade e as caracteristicas dindmicas dos sistemas, que representam as oscila¢des de uma
corda ou viga flexiveis.

Na analise do sistema da corda, serdo considerados quatro modelos com apoio
engastado-engastado (Clamped-Clamped, C — C). Ja para o sistema da viga, serdo explorados
dois tipos de apoio: engastado-engastado (Clamped-Clamped, C — C) e engastado com massa
na extremidade (Clamped-Concentrated Mass, C — CM). A Fig. 1.2 ilustra esses dois apoios

por meio de diagramas esquematicos.

w(x,t)
. .

|< L >

(a) Engastado-Engastado (C — C).
ey M
y wix,1) Vit
> —
< L

(b) Engastado-Massa Concentrada (C — CM).

Figura 1.2 — Diagrama esquematicos dos tipos de apoio investigados.

A primeira formulacdo aplicando a GITT estabelece uma equacdo governante onde é
mantida a condicdo de contorno (C — C) e conforme a finalidade, a equagdo geral sera
modificada estabelecendo um novo comportamento ao sistema. Analisando quatro modelos

com dinamicas diferentes:



1° modelo — Esse modelo original foi concebido
como uma corda esbelta e flexivel que se assemelha
a uma corrente (SACK, 1954; LEE, 1957). A Fig.
1.3 ao lado, mostra um exemplo de aplicacéo real

do modelo I. n=1 & ~

Figura 1.3 — Exemplo de cordas de violao e os trés
primeiros modos de oscila¢do. Fonte:
Figura licenciada por CCBY-AS de
imagens Online da Plataforma Bing.
Acessado em: 04/05/2024, as 19:19.

2° modelo — Emprega o efeito da deformacgédo para descrever as oscilagbes de uma corda
flexivel (SWOPE e AMES, 1963; MOTE Jr., 1966; BAPAT e SRINIVASAN, 1967; AMES et
al., 1968; WICKERT, 1992; SUWEKEN e VAN HORSSEN, 2003). A Fig. 1.4 mostra um

exemplo de aplicacdo real do modelo 1.

Figura 1.4 — Exemplo de linhas de transmissdo de energia elétrica.



3° modelo — Envolve a velocidade de transferéncia e aceleracdo de uma correia transportadora
(PAKDEMIRLLI et al., 1994; ZWIERS e BRAUN, 2007). A Fig. 1.5 apresenta um caso real de

aplicacdo da equacdo do modelo I11.

Figura 1.5 — Exemplo do conjunto polias e correia para transmissdo de poténcia. Fonte:
ABECOM, https://www.abecom.com.br/polia-industrial/.  Acessado em:
05/05/2024, as 23:43.

4° modelo — Aborda as oscilagbes aplicando a rigidez e o amortecimento de um sistema
sustentado por molas e amortecedores distribuidos (SWOPE e AMES, 1963; BANICHUK et

al., 2014). A Fig. 1.6 mostra um exemplo real de aplicacdo do modelo.

Figura 1.6 — Exemplo do conjunto de rodas e amortecedores de um vagao de trem. Fonte:
licenciada em CCBY-SA. Banco de dados de Imagens Online da Plataforma
Bing. Acessado em: 04/05/2024, as 19:32.



A segunda formulacéo usando a GITT, é uma evolucdo da metodologia das oscilages
de Cordas aplicada as oscilacBes das Vigas. Sera estabelecida uma equacdo governante que é
mantida e duas condi¢des de contorno aplicadas conforme a finalidade do modelo, uma C —C,
denominada cléssica e outra C — CM denominada néoclassica. Estabelecendo dois modelos com

diferentes dinamicas.

1° modelo — Esse modelo considera uma estrutura fixada nas extremidades, com condicéo de
contorno tipo C — C, denominando cléssica. A Fig. 1.7 mostra um exemplo de aplicacdo desse
tipo de problema.

Figura 1.7 — Exemplo de ponte para travessia de pedestre sobre um rio. Fonte: Autor
Desconhecido licenciada em CCBY-SA. Banco de dados de Imagens Online da
Plataforma Bing. Acessado em: 05/05/2024, as 23:00.

2° modelo — Esse modelo trata de um sistema com Condicéo de contorno tipo C — CM chamada

ndoclassica. A Fig. 1.8 mostra um exemplo de aplicacdo desse tipo de modelo.

Fixture

Tip mass
Accelerometer,

k.

l Sandwich beam Fixture

|

Face sheets

Tip Mass

Fie. 1. Schematic of sandwich beam with tin mass.

Figura 1.8 — Exemplo de aplicacdo de um sensor piezoelétrico. Fonte: BARRY et al. (2019).
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A convergéncia e a estabilidade desses modelos serdo avaliadas mediante ao grau de
tolerancia estabelecido na GITT. Os resultados obtidos serdo validados por comparagdo com
resultados encontrados na literatura que tenham a mesma sistematica de célculo estabelecida.

Portanto, essa abordagem propde avancos significativos na compreenséo e na aplicagéo
dos modelos em diversos contextos e configuracdes de sistemas. Além de permitir uma analise
abrangente e reflexiva do uso da informacéo original, aliada a capacidade de resolugdo moderna
ao integrar métodos atualizados aos modelos tradicionais, tornando-os ainda mais eficazes e
adaptéveis as demandas contemporaneas, impulsionando potenciais avan¢os na compreensao e

aplicacdo pratica das vibragdes.

1.3 - OBJETIVOS

O objetivo geral desse trabalho é aplicar a Técnica da Transformada Integral
Generalizada (GITT) para analisar o comportamento de estruturas homogéneas, esbeltas e
flexiveis que oscilam na direcdo longitudinal, como Cordas e Vigas seguramente engastadas e

moveis, com ou sem amortecimento, quando submetidas a carregamentos dinamicos.

Como objetivos especificos para o desenvolvimento do trabalho pretende-se:

- Obter as equacdes diferenciais utilizando o método de Hamilton para analise das oscilacdes
de Cordas. Com base na teoria de Euler-Bernoulli os modelos para oscilagdes de Vigas.

- Resolver as equacdes de cinco modelos, sendo quatro de Cordas e um de Vigas, a partir da
aplicacdo da metodologia da GITT.

- Desenvolver um cédigo computacional em linguagem Fortran-95 para simular solucdes
numérico-analiticas discretizadas em funcdo da posicéo e estado.

- Obter valores de deslocamento transversal, velocidades, frequéncias e amortecimento e
realizar suas respectivas analises.

- Fazer modelagens numéricas das estruturas analisadas com o programa desenvolvido, e
validar os resultados numéricos, avaliando a convergéncia e a estabilidade da resolucdo em
funcéo do deslocamento transversal e seus comportamentos.

- Comparar os resultados de vibracdes das estruturas flexiveis com de outros autores
encontrados na literatura, considerando as mesmas condi¢fes de simulacdo empregadas nos
modelos estudados.



- Usar o programa desenvolvido para simular os modelos sob diferentes configuracdes e avaliar
a aplicabilidade do método de célculo sobre o conjunto de parametros empregados.

- Discutir o potencial do método de calculo em relacdo aos modos de vibragdo, variacdo da
amplitude, alterac6es na velocidade caracteristica e frequéncia.

1.4 - CONTRIBUICOES DO TRABALHO

O trabalho se fundamenta nas equacGes dos modelos originais de vibragdes em cordas
e vigas flexiveis examinadas as aplicagdes teoricas e praticas. Destacando as metodologias
empregadas no desenvolvimento e a relevancia da contribuicdo da atualizacdo dessas
informacdes. Mediante a isso, sera feito uma proposta do uso da GITT em outro tipo de
problemas, introduzindo novas ideias e conceitos.

Buscar ampliar a exploracdo da aplicabilidade do método desenvolvido pela GITT em
solucdes de classes mais amplas de problemas. Como equacOes integro-diferenciais, que
combinam tanto caracteristicas de equacdes diferenciais ordinarias (EDO) quanto de equacdes
diferenciais parciais (EDP), envolvendo operadores integrais e diferenciais simultaneamente.

Como o uso de filtro € uma questdo peculiar na resolucdo de equac@es diferenciais, por
serem empregados na atenuagcao de componentes ou remogao de ruidos da equacéo, o que torna
a solucao mais estavel ou préxima do comportamento desejado. Assim sendo, sera introduzida
uma nova forma de célculo para problemas de valores de contorno para os modelos com massa
concentrada (C-CM). Dessa forma, a formulacéo da solucdo pela GITT sera baseada no uso de
autovalores, experimentando a resolugao sem o uso de filtros para modificar as propriedades de
ortogonalidade das autofungdes. Uma vez que esse tipo de abordagem ainda néo foi realizado
para esse tipo de problema.

O filtro pode ser aplicado diretamente na discretizacdo do problema ou como parte dos
métodos utilizados para resolver as equagdes dos modelos, homogeneizando as condigdes de
contorno potencializando a equacgdo do problema transformado. O uso de filtros na GITT é um
processo que pode acelerar a convergéncia e a precisdo na solucao de problemas com geometria
complexa, condi¢bes de contorno ndo-lineares e demais casos. Como os filtros implicitos
utilizados na solugéo de problemas de condugdo de calor com condigdes de contorno nao-
lineares, para melhorar o desempenho computacional e a solucdo de eventuais problemas de
convergéncia causados pelas ndo-linearidades (MIKHAILOV e COTTA, 1998).

COTTA et al. (2015, 2016) deram uma nova visdao ao uso dos filtros quando

incorporaram os operadores diferenciais ndo-lineares ao problema de autovalores auxiliares,
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gue pode também ser transformado, e depois resolvido simultaneamente pelo sistema de EDO
provenientes do problema original. O resultado demonstrou que a estruturacdo nova foi melhor
que a metodologia tradicional.

Também COTTA et al. (2018) identificaram que essa técnica oferece boa relagdo ao
calculo, por ser tipicamente encontrada em métodos analiticos puros. Mas apresenta boa
flexibilidade para solucéo de problemas envolvendo EDP néo-linear em métodos numericos.

Como MATT (2013) que empregando a técnica da GITT resolveu problemas de
vibragdes. Baseada na expansao de autofungdes. Um esquema de filtro implicito, utilizado para
resolver as equagOes governantes das vibragfes transversais de uma viga cantiléver (engastada
em uma extremidade) com uma massa excéntrica na ponta na direcdo axial. Semelhantemente,
SILVA (2017) que apresenta um recurso obtido por GITT ao problema de filtro, aplicando uma
metodologia de solugdo dada por um esquema de ordenamento de autovalores apropriadamente
escolhido de forma a obter uma resposta analitica. Em que as autofungdes sdo determinadas por
um reordenamento dos autovalores nas respectivas direcdes dos indices, reduzindo-0s a um
Unico autovalor. Esse procedimento reduz os multiplos somatérios a um Unico somatério em
funcdo de um Unico indice.

Ao propor essa contribuigdo de avanco na resolucao de problemas especificos aplicando
a GITT, isso ofertard uma nova perspectiva na resolucdo matematica desse tipo de problema.
Sua aplicacé@o pode resultar em abordagens contemporaneas que promovam uma compreensao
mais profunda e precisa dos fendmenos estudados, que podem levar a avancos significativos na

area de analise de vibragbes em estruturas flexiveis.

1.5 - ORGANIZACAO DO TRABALHO

No Capitulo 1, é realizada uma apresentacdo detalhada do trabalho, incluindo
consideracOes sobre as capacidades da GITT e como ela resolve problemas dessa
complexidade. Explora-se a motivacao por tras do estudo e sua importancia para a pesquisa,
ressaltando as contribuicdes para a compreensao das vibracGes em estruturas flexiveis, como
cordas e vigas. Destaca-se ainda a contribuicdo que esse trabalho trouxe para o avango do tema.

No Capitulo 2, sdo apresentados os modelos que descrevem as vibracGes em cordas e
vigas flexiveis. Discutindo os trabalhos pioneiros que estabeleceram as bases nesse campo,

destacando as metodologias utilizadas para desenvolver os modelos. Também sdo exploradas
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as aplicacOes tedricas e praticas ao longo do tempo, ressaltando a importancia das informacoes
especificas sobre a aplicacdo da GITT como ferramenta de calculo em sistemas de vibracdes.

No Capitulo 3, € detalhada a metodologia de desenvolvimento dos modelos, partindo da
origem e aplicando passo a passo 0 método de Hamilton generalizado até obter quatro modelos
de vibracdes de cordas e dois de vigas, considerando condi¢bes de contorno iguais e diferentes.

No Capitulo 4, é tratada a metodologia de desenvolvimento das equacdes diferenciais
ordinarias (EDO) envolvendo vibracGes de cordas e vigas, utilizando a estrutura algébrica da
GITT para resolver os problemas propostos.

O Capitulo 5 apresenta a interpretacdo dos resultados obtidos pela GITT para avaliar a
convergéncia e estabilidade do método em funcdo do deslocamento transversal e seus
comportamentos. Os resultados séo validados através de comparagdo com dados provenientes
de publicacBes da literatura que tratam da mesma dindmica de calculo. Além disso, sdo
discutidos os resultados das frequéncias, modos de vibragdo, comportamento dinamico em
diferentes condic@es e a influéncia de parametros do modelo, como: velocidade, rigidez, massa
e amortecimento.

No Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes sobre o perfil comportamental das
vibracOes de Cordas e Vigas e a utilizagdo da GITT na resolucdo desse tipo de problema. Tanto
para as condi¢cdes de contorno iguais como para as variaveis. Além disso, as discussdes sobre

as principais sugestdes para a continuacéo do trabalho em etapas futuras.
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CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Utilizar informacGes de artigos sobre vibragGes em estruturas flexiveis publicados a
algum tempo foi uma deciséo estratégica para estabelecer a base solida ao desenvolvimento da
pesquisa. Os artigos foram acessados através da Base de Dados de periddicos da CAPES
(https://www-periodicos-capes-gov-br.ezl.periodicos.capes.gov.br), a plataforma ACADEMIA
(https://www.academia.edu/) e arquivos de acesso livre presentes na Internet.

A modernizagdo das analises, numéricas ou ndo, busca constantemente integrar métodos
inovadores que permitam avaliagdes mais precisas da realidade. Dessa forma, a interpretacédo
da origem das informacgdes buscou ampliar os conceitos existentes e atualiza-los de maneira
inovadora e contemporanea, propondo contribuir ao avan¢o da informacdo acerca do uso da
Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT).

Para facilitar o entendimento e a organizacdo do desenvolvimento metodoldgico
adotado neste trabalho, este capitulo foi dividido em quatro partes: a primeira aborda as
oscilacOes de cordas; a segunda trata das oscilacdes de vigas, incluindo contornos engastado—
engastado e engastado—massa concentrada; a terceira apresenta estudos sobre o uso da GITT
como ferramenta de céalculo; e a quarta discute a aplicacdo da GITT em sistemas semelhantes a

cordas e vigas.
2.1 - REVISAO BIBLIOGRAFICA SOBRE OSCILACOES DE CORDAS

Muitas contribui¢des sobre vibracao e estabilidade de sistemas com movimentacao axial
podem ser encontradas na literatura. Como os trabalhos de CHEN (2005) e PHAM e HONG
(2020), por apresentarem uma andlise abrangente das vibragGes transversais de cordas em
movimento axial, cruciais em diversas aplicacdes de engenharia. Fazendo uma abordagem com
modelos lineares explorando analise modal, restricdes complexas e vibracdes acopladas.
Enguanto modelos néo lineares séo tratados com aproximacges analiticas ou numéricas.

Também nesse tipo de literatura, sdo discutidos temas como modelagem com

amortecimento, controle ativo e adaptativo de vibracGes e sugestdes para pesquisas futuras
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sobre vibracdes ndo lineares, restricdes complexas, estudos experimentais e sistemas hibridos
contendo cordas em movimento.

Os primeiros modelos abordaram o problema de forma linear para demonstrar e
descrever o movimento de cordas flexiveis, como LEE (1957) investigou 0 movimento de uma
corda tensionada, presa nas extremidades e sujeita a uma forc¢a transversal no centro, resultando
em oscilacBes ndo lineares. Em seguida, BAPAT e SRINIVASAN (1967) desenvolveram
equacOes diferenciais parciais ndo lineares, considerando uma grande deflexdo no sistema.
AMES et al. (1968) exploraram 0s movimentos axiais e a dindmica linear de cordas finas
flexiveis, servindo como base para o calculo. Esses estudos foram essenciais para estabelecer
os principios iniciais da modelagem comportamental de oscilacdo, definindo um padrdo da onda
em uma corda com suportes fixos, sob velocidade e tensdo constantes. Na pratica, a condi¢do
mais importante para autores como MOTE Jr (1966), BAPAT e SRINIVASAN (1967),
ULSOY et al. (1978) e CHEN (2005), era que a frequéncia de excitacdo coincidisse com a
frequéncia natural dos harménicos da corda, e, em alguns casos, 0 amortecimento deveria ser
considerado como um pardmetro do modelo. Eles conduziram uma extensa revisao
investigativa de vibracdes e estabilidade de modelos de cordas que tratam das movimentagoes
em coordenadas radiais e axiais. Esse tipo de sisteméatica também foi explorado por alguns
pesquisadores, como AMES et al. (1968), que analisaram 0s modos de vibracdo de uma corda,
considerando as trajetdrias de oscilacédo e sua configuracdo dindmica, incluindo a mudanca de

fase ao longo do eixo, conforme ilustrado na foto representativa da Fig. 2.1.

Figura 2.1 — Plano vibracional do 1° modo de oscilacdo de uma corda biengastada. Fonte:
AMES et al. (1968).

Com o intuito de aprimorar a movimentacéo longitudinal, WICKERT e MOTE Jr (1990)

e WICKERT (1992) integraram os efeitos da tenséo de elasticidade n&o linear ao processo de
13



calculo, examinando tanto a velocidade subcritica quanto a supercritica de um sistema em
movimento. Seguindo uma semelhante, CHAKRABORTY et al. (1999) exploraram as
respostas livres e forcadas de um feixe com deslocamento em velocidade variavel, considerando
harmonicos pontuais e estabilidade linear. Por outro lado, PAKDEMIRLI e OZ (2008)
analisaram o desempenho da variacdo da velocidade utilizando uma solucdo analitica com o
método de multiplas escalas. Esses estudos contribuiram significativamente para uma
compreensdo mais abrangente e precisa da dinamica da movimentagdo axial empregada em
oscilacGes de cordas.

A anélise do movimento da corda, considerando velocidade e tenséo, requer a resolugao
de equacbes diferenciais por métodos especificos de calculo. Por exemplo, BAPAT e
SRINIVASAN (1967) correlacionaram a velocidade longitudinal da corda com sua frequéncia
natural de oscilacdo, sob tensdo constante ou variavel de forma senoidal. HUANG et al. (1995)
destacaram a aplicabilidade do principio de Hamilton para analise de sistemas em movimento
axial envolvendo dissipacdo de energia, considerando o trabalho virtual realizado pelo
amortecimento viscoso acoplando uma roda dentada aos movimentos transversal e longitudinal
dos segmentos. PAKDEMIRLI e ULSOY (1997) empregaram o método de Galerkin para
discretizar o sistema e obter um conjunto de equagdes diferenciais ordinarias que descrevem o
movimento de uma corda em movimento axial. Como pode ser notado nos perfis vibracionais

do diagrama esquematico na Fig. 2.2.

Figura 2.2 — Perfil vibracional do 1° modo de oscilagdo de uma corda biengastada.

Uma vasta quantidade de publicagdes sobre movimentos axiais de cordas destaca as
técnicas analiticas de analise, muitas vezes recorrendo a métodos de perturbacéo para resolver
a equacéo governante do movimento oscilatério. No entanto, alguns pesquisadores optam por
abordagens diferentes, como a integracdo temporal direta ou 0 método de diferencas finitas.

Apesar da maioria dos estudos ter se concentrado em sistemas com velocidade axial constante,
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também houve analises sobre o efeito da variacdo da velocidade nas vibracdes paramétricas do
sistema. Esses sistemas podem ser modelados tanto por formulagGes matematicas lineares
quanto ndo lineares (GHAYESH et al., 2012).

Com o avanco da computacdo, modelos e abordagens tornaram-se mais amplamente
utilizados para obter e comparar resultados. Como fizeram PAKDEMIRLI et al. (1994) quando
aplicaram a teoria de Floquet para avaliar a estabilidade de uma corda em aceleracao axial com
velocidade varidvel de forma harmonica, enquanto WICKERT (1996) usou 0 método analitico
assintotico de Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky (KBM) para analisar equagdes fracamente ndo
lineares em uma corda sujeita a aceleracdo. OZ et al. (1998) estudaram a transicdo de um
sistema de cordas para vigas em aceleragdo axial. Em outros trabalhos, como OZKAYA e
PAKDEMIRLI (2000), uma caracteristica sistematica foi adotada na analise das vibracdes e
estabilidade de cordas e vigas em movimento, usando técnicas de perturbacao.

A medida que a pesquisa sobre vibracdes de cordas avanca, estudos tém explorado
exemplos de aplicacdo em situagdes do cotidiano. QUEIROZ et al. (1999) formularam
equacOes para 0 movimento acoplado de uma corda e um atuador, usando o método de
Lyapunov para desenvolver um sistema de controle que requer o conhecimento preciso da
massa do atuador e da tensdo na corda. FUNG e CHANG (2001) investigaram o comportamento
dindmico nao linear de sistemas com polias, apresentando um modelo para pequenas vibracGes
transversais acopladas ao movimento longitudinal das polias. ZHANG e CHEN (2016)
abordaram a movimentacédo axial de uma correia apoiada por uma base viscoelastica flexivel,
considerando o efeito giroscopico do amortecimento.

Os modelos modernos, que levam em conta efeitos viscoelasticos, desempenham um
papel crucial nas analises matematicas e computacionais para alcancar niveis desejados de
amortecimento em maquinas e estruturas industriais, com o objetivo de suprimir ruidos ou
evitar falhas. ZHANG e ZU (1998), empregando o método de multiplas escalas, investigaram
a vibracdo ndo linear livre em sistemas viscoelasticos com movimento axial. Eles trataram o
sistema como um conjunto giroscopico autbnomo, continuo e levemente ndo linear,
introduzindo o amortecimento que afeta a amplitude das oscilagbes sem impactar
significativamente as frequéncias naturais.

Compreender as vibragdes de uma corda e seus movimentos, € importante para analisar
vibracBes de maquinas e a melhoria do desempenho. Alcancar respostas para esses problemas
requer um esforco matematico elevado para compor as equacdes dos modelos, devido as

caracteristicas do sistema que nem sempre € possivel adapta-los.
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2.2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA SOBRE OSCILACOES DE VIGAS

Essa secdo abordara uma tematica que envolve a dinamica vibracional de uma viga e a
determinacéo das frequéncias e formas modais de sistemas ndo amortecidos, que utilizam o
principio de calculo considerando a dindmica comportamental estabelecida e as condi¢fes de
contornos apropriadas, que geram oscilagGes transversais em vigas delgadas e flexiveis, como
as vigas de Euler-Bernoulli (SANTQOS, 2017), conforme ilustrado na Fig. 2.3.
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Figura 2.3 — Modelo de viga de Euler-Bernoulli com vibracéo transversal e diagrama de corpo
livre para um elemento infinitesimal deformado por uma forca distribuida na
unidade de comprimento. Fonte: SANTOS (2017).

Diversas bibliografias apresentam estudos e analises da dindmica oscilatoria de vigas
com movimentos transversais e axiais. MOTE Jr. (1965) publica um trabalho que tratou de
forma sustentada a analise do movimento de uma viga de Euler-Bernoulli, e investigou a
relacdo entre a extensdo axial e a flexdo da viga submetida a tenséo constante e a forma da
energia envolvida no processo.

O livro de BLEVINS (1979) é pioneiro em agrupar esse forma de analise, ele descreve
em diversos tipos de sistemas com base na teoria das oscila¢cdes, como contornos classicos e
ndoclassicos, formas alongadas, circulares, finas, placas, tubos, e outra forma, oferecendo uma

ferramenta de pesquisa abrangente para diferentes sistemas de vibragdo. Sua importancia reside
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na extensa quantidade de informacdes apresentadas por meio de formulas e tabelas, destinadas
ao uso como referéncia de calculo para estudos e projetos nessa area de pesquisa.

Alguns autores aprimoraram o0s modelos, definindo a viga biengastada como um
elemento padrao e rigido de suporte de carga, amplamente utilizado na engenharia e com varios
tipos de apoios. O estudo desses sistemas oferece uma visdo valiosa da andlise dinamica de
estruturas sob diferentes condi¢des de contorno, aplicaveis em contextos cotidianos e teoricos.

Essa forma de estrutura pode resistir a cargas aplicadas com baixo indice de falha,
garantindo seguranca e estabilidade quando utilizada. Os resultados dos célculos se revelam
eficaz em uma grande quantidade de cenarios (ABRO et al., 2021). A viga biengastada é
comumente encontrada em estruturas de pontes, telhados, lajes, prédios e outras formas vistas

no nosso cotidiano. E facilmente reconhecida como no esquema da Fig. 2.4.

Figura 2.4 — Diagrama esquematico de uma viga (ponte) biengastada.

De acordo com SIBTAIN et al. (2023), a analise de vibragbes em vigas € crucial para
evitar ressonancias, que podem resultar em desgaste e danos. A velocidade desses sistemas
influencia sua frequéncia natural, sendo fundamental compreender seu efeito para prevenir
movimentos harmonicos indesejados. Processos mecanicos operam dentro de tolerancias
restritas, e controlar esses efeitos pode prolongar a vida util do sistema. Em sistemas com
velocidades iniciais baixas, a possibilidade de vibracdes supercriticas ou dindmicas complexas
pode causar falta de controle em todas as dire¢des durante 0 movimento da viga.

Os métodos de analise, especialmente os numéricos, tém sido empregues para investigar
as movimentagdes axiais de vigas, como ilustrado por OZKAYA e PAKDERMILI (2000), que
conduziram uma andlise das vibragbes transversais de uma viga em movimento axial,
considerando a variacdo harmonica da velocidade axial em torno de uma média. Eles
formularam a equacdo do movimento em termos adimensionais e exploraram solucGes

aproximadas usando o método de mdltiplas escalas (MMS) e expansdes assintdticas casadas
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(MMAE). Por outro lado, PELLICANO e VESTRONI (2002) investigaram a resposta dindmica
de uma viga mdvel sujeita a uma carga transversal na regido de velocidade supercritica,
baseando-se na teoria das vigas e sugerindo a inclusdo de um mecanismo simples de
amortecimento viscoso. Este trabalho expressou o campo de deslocamento em uma série de
modos de flambagem senoidais, empregando técnicas de analise da resposta dinamica para
estudar as oscilacbes periodicas e simulacdes diretas para investigar as dinamicas nao
estacionarias. Além disso, CHEN et al. (2004) examinaram a estabilidade dindmica na vibragao
paramétrica transversal de um sistema tensionado com aceleracdo axial em um simples
harménico com variacdo em torno da média, utilizando o0 método Galerkin para discretizacdo
com condicdes de contorno rigidamente engastadas. Foi aplicado o método das médias para
analise da estabilidade da dindmica do sistema, validada por simula¢Ges numeéricas, incluindo
ressonancia sub-harménica e combinada e truncada em dois termos.

Outro modo de avaliar as oscilagbes em vigas esbeltas e flexiveis envolve o uso de
programas de computador dedicados, como demonstrado por DING e CHEN (2009) ao
determinar os equilibrios de vigas em movimento axial na velocidade de transporte supercritica.
Eles reduziram as equagdes governantes do movimento planar acoplado a uma EDP e uma
EDIP, empregando o Método das Diferengas Finitas (DFM) e a quadratura diferencial (DQM)
para prever qualitativamente a tendéncia de equilibrio da EDP. Notavelmente, os resultados
quantitativos mais definidos foram obtidos para as equacgdes acopladas usando a EDIP. NI et
al. (2011) trouxeram uma inovacao ao aplicar o Método de Transformacédo Diferencial (DTM)
para analisar semianaliticamente o problema de vibragéo livre em tubos transportadores de
fluido com varias condi¢bes de contorno classicas. Eles obtiveram frequéncias naturais e
velocidades criticas de fluxo usando esse método, comparando os resultados com os da DQM
e com outros encontrados na literatura.

Aprimorar a simulagéo de estruturas complexas envolve integrar metodos numéricos
com modelos matematicos abrangentes, considerando geometria, materiais, efeitos dinamicos
e ambientais para prever com maior precisdo.

Baseado nisso, modelos modernos e complexos de estruturas biengastadas foram
desenvolvidos, como o de DING et al. (2017), que investigou o transporte supercritico de
fluidos em sistemas altamente flexiveis. Eles utilizaram a teoria da viga de Timoshenko para
analisar a vibracdo livre em sistemas continuos de alta velocidade, empregando o método
Galerkin para resolver problemas de frequéncias naturais com condi¢cdes de contorno

simplesmente suportadas. Frequéncias naturais foram verificadas usando duas abordagens de
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transformada discreta de Fourier (DFT) e comparadas com um modelo de viga de Euler-
Bernoulli. Outras analises sobre vibracfes focaram na frequéncia angular, como CHEN e
YANG (2005), que examinaram a ressonancia paramétrica na vibracdo transversal de vigas
viscoelasticas em movimento com velocidade de movimentacdo axial. Eles derivaram uma
equacdo ndo linear e aplicaram a teoria da estabilidade linearizada de Lyapunov para analisar a
estabilidade do equilibrio direto e a resposta nao trivial do estado estacionario. VARGHAEI et
al. (2019) analisaram a vibracdo ndo linear de uma viga em balanco viscoelastica fracionada
com massa adicional, sujeita a excitacdo, utilizando o principio de Hamilton estendido para
derivar a equagdo de movimento. Eles desenvolveram uma anélise semianalitica usando
integracdo numérica direta e 0 método de multiplas escalas com técnica de perturbacéo para
resolver as equacdes ndo lineares. TUFEKCI et al. (2024) investigaram a vibragdo de vigas
retangulares com suportes simulados com falhas, focando no papel do atrito Gnico nas interfaces
de contato. Modelando o atrito usando modelos que introduzem a nao linearidade, resolvendo
analiticamente a equacéo diferencial e comparando com modelos numéricos usando elementos
finitos e comportamento estrutural com diversas condi¢des operacionais.

Alguns autores buscaram trabalhar com modelos desenvolvidos para analisar
comportamentos de vigas com contornos diferentes do tradicional, mas que pudessem descrever
0 comportamento vibracional de sistemas reais da engenharia.

Como LAURA et al. (1974, 1975) que consideraram auséncias de forca e determinaram
as frequéncias naturais e formas modais das vibrag¢des de vigas engastadas em uma extremidade
com massa concentrada M na extremidade livre. Tabulando uma série de autovalores e varias
condicdes de contorno (apoio) tipo: clamped-clamped, clamped-free, clamped-supported, free-
supported e supported-supported. Os autores apresentaram resultados precisos para diferentes
razdes de massa (massa concentrada) / (massa da viga), M/Mo, e analisaram a variacdo da

tensdo dindmica maxima para o primeiro modo de vibragdo, como descrito na Fig. 2.5:
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Figura 2.5 — Sistema viga-massa concentrada. Fonte: LAURA et al. (1974).
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PARNELL e COBBLE (1976) analisaram o problema das vibracGes transversais em
uma viga em balanco com secédo transversal uniforme, contendo uma massa concentrada na
extremidade livre. O problema foi resolvido sob as condi¢gdes mais gerais de uma carga lateral
distribuida arbitrariamente e com condi¢es iniciais e de contorno conhecidas. O método de
resolucdo utilizou a teoria de residuos de varidveis complexas para determinar a inversdo da
integral, resultando na solucdo do problema em transformada de Laplace de valor de contorno.
GURGOZE (1984) destaca a aplicagdo dos autovalores em casos de vibragdes de vigas com
massa adicionada na ponta. O autor aborda a determinacdo aproximada da frequéncia
fundamental e da forma do primeiro modo de vibracdo para uma viga esbelta que oscila em
pontos onde massas com peso conhecido sdo anexadas. Ele determina os autovalores na
equacdo geral como base de analise e aplica a teoria envolvida em trés exemplos de vibracéo,
demonstrando resultados bastante satisfatorios. WU e LIN (1990) investigaram as frequéncias
naturais e formas modais de uma viga em balan¢o com mdaltiplas massas concentradas, usando
um metodo Analitico-Numérico Combinado (ANC) que simplifica a derivacdo das
propriedades da viga. A equacdo do autovalor foi derivada analiticamente, seguida pelo calculo
numérico dos autovalores e autovetores. Esse método permite a inclusdo de modos de vibracdo
adicionais na equagdo de superposi¢cdo dos harmdnicos, resultando em frequéncias naturais
mais precisas para os modos de ordem superior.

Segundo CHEN (2005) em geral os métodos numeéricos desenvolveram solucdes para
sistema reais com aplicacdo de métodos como de Galerkin, multiplas escalas e de diferencas ou
elementos finitos. STYLIANOU e TABARROK (1994) analisaram 0 movimento axial de uma
viga delgada por meio da solucdo numeérica das equacdes governantes, empregando o método
dos elementos finitos. Examinaram os impactos da flexibilidade e da massa concentrada nos
deslocamentos transversais durante 0 movimento da viga.

Estudos sobre vibragdes lineares e ndo lineares, estabilidade de sistemas em movimento
axial foram realizados envolvendo inclusdo de mecanismos de dissipacdo de energia, tensédo e
velocidade dependentes do tempo e suporte adicional, para diversos modelos de vigas.

PIOVANA e SAMPAIO (2008), empregaram o MEF para analisar as vibragdes de vigas
de parede fina e os efeitos da flexibilidade da massa concentrada na ponta e dos constituintes
do material na dindmica do movimento, com secdo transversal cilindrica e anular. WANG et
al. (2009) investigaram o comportamento dinamico de uma viga em balanco com velocidade
variavel ao longo do tempo utilizando uma EDP para uma viga de Euler-Bernoulli. Estudaram

a avaliacdo dos efeitos de acoplamento entre 0 movimento de translagéo axial e a flexao, bem
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como na deformacdo durante as operacGes de extensdo ou retracdo da viga por meio do
movimento oscilatorio. LI et al. (2013) investigaram a vibragdo transversal de uma viga
cantilever sujeita a um carregamento axial distribuido com massa concentrada na extremidade
livre. Os efeitos da inércia rotacional e da gravidade da massa concentrada sobre as frequéncias
naturais foram considerados, e examinaram o problema como uma viga suspensa ou em pé.
WANG et al. (2014) empregaram a teoria da vibragéo forcada, 0 método de separacao
de variaveis e técnicas analiticas avancadas para determinar as frequéncias naturais e as formas
modais de uma viga cantiléver uniforme com massa na ponta. Utilizaram a funcdo delta de
Dirac para representar as forgas inerciais equivalentes concentrados e 0s momentos de inércia
para as respostas transitdrias de deslocamento constante do sistema em balanco, sob excitacdo
senoidal na base, validando os resultados por meio de testes experimentais. HUO e WANG
(2016) com base na teoria da viga de Euler-Bernoulli e no principio de Hamilton, derivaram a
equacdo para um tubo vertical em balango transportando fluido durante movimentos de
implantacdo ou retracdo com a contribuicdo da gravidade na estabilidade das vibracdes
transversais. A equacdo resultante foi discretizada pelo método de Galerkin, utilizando
autofuncdes de viga livre. A durante os movidos de implantagéo e retracdo. KUMAR (2016)
apresentou uma formulacdo com o MEF para uma viga em balanco, comparando resultados
com a massa concentrada localizada, utilizando um programa em Matlab. O estudo inclui a
analise de carga uniformemente variavel (UVL) e distribuida (UDL), comparando os resultados
obtidos (MEF) com solucdo analitica das vigas de Euler-Bernoulli em diferentes locais de
cargas. WANG et al. (2017) investigaram uma viga com extremidade engastada e massa
adicionada na extremidade livre. Essa configuracao gerou um momento fletor distinto devido a
dindmica vibracional da inércia da massa concentrada, demonstrando que a equacdo
transcendental do modelo incorpora diversos efeitos fisicos no sistema, resultando em impactos
significativos na frequéncia natural e na forma do modo. NAJAFI e DEHGOLAN (2017)
abordaram de maneira distinta o estudo de uma viga flexivel com propriedades uniformemente
distribuidas ao longo do comprimento e uma massa concentrada na ponta. Eles assumiram que
a viga se movia com uma velocidade harménica, introduzindo uma néo linearidade geométrica
por meio da hip6tese de grandes deformacdes. O modelo, baseado na teoria da viga de Euler-
Bernoulli e utilizando 0 método da expansdo modal, simulou os efeitos da inércia rotativa e da
forca axial, considerando as condicGes de contorno. A solucdo do problema foi obtida por meio
do método de multiplas escalas, proporcionando uma aproximacéo eficiente da solucéo real.

RANDIVE e ADMUTHE (2020) apresentaram uma analise sobre a aplicacdo de diversos
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métodos de calculo e comparacao de resultados relacionados a vigas em balanco com massa
concentrada. Os autores investigam e exploram a influéncia da rigidez transversal da viga e da
massa na ponta na determinacéao das frequéncias naturais calculadas, utilizando a teoria da viga
de Euler-Bernoulli. As primeiras frequéncias naturais foram obtidas por meio do programa
ANSYS, no médulo de analise modal, levando em consideracdo diferentes razdes de massa
conforme os tipos de andlise realizados. AGHAMOHAMMADI et al. (2023) avaliaram um
sistema parametricamente excitado de uma viga engastada com massa na ponta, analisando sua
resposta e caracteristicas de enrijecimento e flexdo com amortecimento linear. Usando métodos
como MVA e MMS, mostraram que, com o crescimento exponencial das vibragdes, o termo da
inércia ndo linear e a ndo linearidade podem tender a zero. A comparacao entre analises e
medicOes experimentais indicou que a massa na ponta altera o comportamento da parte livre da

viga, reduzindo a amplitude e ampliando a faixa de frequéncia estavel.

2.3 - POTENCIALIDADE DO METODO DA GITT

O estudo da resposta de modelos utilizando técnicas de analise que combinam
conhecimentos analiticos e computacionais tem recebido destaque na comunidade cientifica ha
algum tempo. Essas abordagens oferecem vantagens complementares e superam métodos
puramente numéricos em diversos aspectos, devido a sua ampla gama de aplicacGes. Nesse
contexto, a aplicacdo da Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) proporciona
uma solucdo baseada na expansdo de autofungdes com precisdo controlada e eficiéncia
computacional para coeficientes de dependéncia espacial linear ou ndo (COTTA, 1993).

A GITT, originalmente desenvolvida para aplicacdes em fluxo de calor e fluido, tem
sido aplicada com sucesso em diversos sistemas de engenharia. Nas Gltimas décadas, esse
método tem sido progressivamente generalizado sob em evidente enfoque numérico-analitico.
A consolidagdo da técnica trouxe consigo uma ampla e avancada aplicagdo em casos
envolvendo sistemas complexos, impulsionada pelo desenvolvimento tecnolégico e pela
evolucdo de rotinas computacionais extremamente confidveis e precisas, especialmente
implementadas em linguagens de programacdo como o Fortran. Essa técnica converter
Equacbes Diferenciais Parciais (EDPs) em equacGes algébricas, simplificando o
desenvolvimento de tarefas numéricos, otimizagdo e resolucdo de problemas. Isso permite

aproximar as situacdes reais, a obtencao de informacdes fisicas do sistema, reducao de esforco
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computacionais e aproximacdo dos resultados a uma ordem analitica (COTTA, 1990; 1993;
1994; 1998; COTTA e MIKHAILOV, 1997; 2006; COTTA et al., 2017; 2018).

MIKHAILOV e COTTA (1998), usaram filtros implicitos na solugdo de problemas de
conducdo de calor com condic¢des de contorno ndo-lineares para melhorar o desempenho
computacional e a solucdo de eventuais problemas de convergéncia causados pelas nao-
linearidades. COTTA et al. (2015, 2016) deram uma nova concepg¢ao ao uso dos filtros quando
incorporaram os operadores diferenciais ndo-lineares ao problema de autovalor auxiliar, que
pode também ser transformado, e depois resolvido simultaneamente ao sistema de EDOs
provenientes do problema original, e o resultado demonstrou que a nova concepcgao foi melhor
que a metodologia tradicional. COTTA et al. (2018) identificaram que essa técnica oferece boa
relacdo custo-beneficio ao célculo, relacdo tipicamente encontrada em métodos analiticos
puros, mas que, apresenta boa flexibilidade para solugéo de problemas envolvendo EDPs néo-
lineares, caracteristica de métodos numéricos.

Recentes avancos na técnica da GITT permitiram o uso de processos que aceleram a
convergéncia e melhoram a precisdo de problemas com geometrias complexas, condi¢des de
contorno néo-lineares e outros casos. Como exemplo, QUARESMA et al. (2020) quando
estudaram a interacdo de gradientes térmicos e o colapso de vortices em sistemas rotativos
considerando um comportamento hibrido numérico-analitica. Assim como, MACEDO e
QUARESMA (citados em MIYAGAWA et al., 2019) estudando o comportamento de biofluido
em canal tipo Darcy-Forcheimer sob campo magnético externo, influenciado pelo nimero de

Reynolds, Prandtl e Schmidt simultaneamente.
2.4 - GITT APLICADA EM ANALISES DE VIBRACOES

O uso da GITT para estudar a dinamica de vibracdes de vigas flexiveis e esbeltas ainda
é limitado, com poucas publicacdes disponiveis. Encontrar artigos sobre esse tema pode ser
desafiador, mas h& uma tendéncia crescente de publicacdes a medida que novas pesquisas sejam
conduzidas e desenvolvidas. Como fez MA et al. (2006) empregaram a GITT para resolver um
problema de vibragéo transversal em uma corda movel, utilizando o comportamento observado
para avaliar a convergéncia da solucdo obtida pela transformada integral e analisar a influéncia
das oscilagcGes experimentadas por esse sistema. MATT (2009) descreveu a aplicagdo da GITT
na analise tedrica de vibracBes induzidas pelo vento em condutores aéreos. O modelo

matematico simplifica a geometria helicoidal do condutor tratando-o como uma corda esticada
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homogénea suportada nas duas extremidades. A resolucdo da EDP governante pela GITT
proporciona uma solucdo analitica ou analitico-numérica do deslocamento transversal em
funcdo da posi¢éo e do tempo, combinando resultados com previsdes analiticas anteriores para
determinar as amplitudes do condutor e as cepas de flexdo em locais criticos.

A viga de Euler-Bernoulli oferece solucdes analiticas simples para problemas de
engenharia, mas tem limitacGes. Modelos mais avancados e completos sdo mais apropriados
para descrever o comportamento oscilatérios de sistemas reais. Como fizeram GU e MA (2016)
estudando o efeito da relagdo entre comprimento e didmetro na resposta dindmica de um tubo
de transporte de fluido usando a viga de Timoshenko. As EDPs acopladas sao resolvidas por
GITT, comparando os resultados com a viga de Euler-Bernoulli para avaliar os efeitos das
relacdes dos modos de vibracdo nas frequéncias naturais com velocidade interna do fluido e
estabilidade do sistema. TAN et al. (2023) avaliando o aumento da estabilidade e a seguranga
das operacdes de tubulacdes de agua fria do mar (CWP) para conversao de energia examinando
seus atributos vibracionais em diversas condi¢cGes contorno, examinando seus perfis
vibracionais em diversas configuracdes de estabilidade. Utilizando a teoria da viga de Euler-
Bernoulli para criar a estrutura analitica e oferecer uma resolucdo semianalitica utilizando
GITT, testando a convergéncia e a precisdo da proposta através de anélises comparativas com
teorias existentes e a influéncia do fluxo interno no deslocamento transversal e na frequéncia
natural sob diferentes condi¢c6es de contorno. AN e SU (2017) realizaram um estudo numerico
sobre o comportamento dindmico de um tubo axialmente graduado que transporta fluido,
utilizando a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT). Eles transformaram
integralmente a equacdo de vibracdo transversal em um sistema acoplado de equagGes
diferenciais de segunda ordem na variavel temporal. Para resolver esse sistema, utilizaram a
subrotina NDSolve do Matematica, obtendo resultados satisfatorios que foram comparados com
dados da literatura. HE et al. (2020) utilizaram a GITT para analisar a vibracdo livre de placas
finas retangulares ortotropicas de espessura constante com duas arestas opostas fixadas e uma
ou duas arestas livres, com conceitos comportamentais de uma viga. As condi¢des de contorno
nas arestas livres foram satisfeitas exatamente considerando os termos gerados nas equacdes
transformadas por integracdo por partes, que estavam ausentes nas equacdes pelo método
tradicional de Rayleigh-Ritz. LI et al. (2020) examinaram a vibracdo de uma tubulacdo que
conduz um fluxo bifasico gas-liquido, utilizando um modelo de amortecimento combinado para
mitigar a vibracdo excessiva induzida pelo fluxo. Eles aplicaram a GITT para modelar o

comportamento dindmico e suas condi¢fes de contorno. Estudos paramétricos exploraram os
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efeitos das taxas de amortecimento e da instabilidade da frequéncia critica, expressa como
numero complexo. Um pardmetro adimensional foi derivado para controlar a estabilidade
normalizada do revestimento do tubo destacando a relevancia desse método para analises de
risers em aguas profundas. TUO et al. (2022) exploraram a estabilidade de um tubo conduzindo
um fluido com perfil axial, baseado na teoria da viga de Euler-Bernoulli. Usando a GITT, a
equacdo governante da vibracdo foi transformada em um sistema infinito de EDOs de segunda
ordem, truncado em termos finitos para determinar a autofrequéncia em relagdo ao fluxo e aos
parametros estruturais. Os estudos paramétricos investigaram os efeitos do moédulo de
elasticidade e das distribuicGes de densidade, revelando que a estabilidade linear dos tubos
axialmente graduados é influenciada pelo gradiente do médulo de elasticidade, pela densidade
e, significativamente, pela autofrequéncia, bem como pela velocidade critica de instabilidade
de flambagem e pela vibragdo acoplada ao tubo graduado. IKE (2023) apresentou uma
determinacéo das frequéncias naturais de vibracgéo transversal de uma viga de Euler-Bernoulli
em fundacgbes tipo Winkler utilizando GITT para avaliar falhas de ressonancia quando a
frequéncia de excitacdo € igual ou menor que a natural. A solugdo das equagOes algébricas
produziu solugdes exatas para o problema estudado. As solugdes exatas para uma infinidade de
parametros da frequéncia da viga foram obtidas para quatro casos diferentes de condicdes de
contorno para valores de parametros especificos da base considerada.

Na busca por descrever os efeitos de vibragdes em vigas, alguns artigos utilizam o
principio de Hamilton para formular as equacdes de movimento dos sistemas fisicos. Ele
oferece uma forma geral para a modelagem e andlise de sistemas dindmicos empregando a
GITT. MATT (2021) contribuiu para o avanco do estado da arte da GITT, considerando
cuidadosamente as incertezas nos parametros do modelo e na propria modelagem para
aprimorar a precisao dos modelos computacionais na dindmica estrutural. Através de equacfes
derivadas do principio de Hamilton estendido, ele previu as vibracBes de flexdo de uma
estrutura delgada conectada a uma viga rigida e giratoria, semelhante a estruturas complexas de
engenharia. A atualizacdo do modelo foi realizada com métodos estatisticos, como maxima
verossimilhanca e Bayesiano, para construir modelos estocasticos, utilizando as primeiras
frequéncias naturais como resultados observaveis. CORDEIRO et al. (2022) investigaram o
problema inverso da identificacdo de danos usando uma abordagem bayesiana aplicada a
resposta do modelo continuo da estrutura, fornecido pela GITT. Eles utilizaram o método
Hamiltoniano de Monte Carlo (HMC) para amostrar a funcdo de densidade de probabilidade

posterior dos parametros de coeséo, 0s quais descrevem o estado de dano da estrutura. Por meio
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de simulagGes numéricas em uma viga de Euler-Bernoulli, avaliaram a aplicabilidade da
identificacdo de danos, demonstrando que o método HMC é capaz de gerar cadeias de Markov
com altas taxas de convergéncia e estados ndo correlacionados desde o inicio das cadeias. ALI
e HAWWA (2023) aplicaram o principio de Hamilton para obter a equagéo diferencial parcial
hiperbélica (HPDE) e depois o método das diferencas finitas (MDF) para investigar a vibracdo
transversal ndo linear de uma viga em movimento. A Comparacdo do modelo MDF esta em
excelente concordancia com a forma modal (solucdes analiticas) em comparacdo com a GITT
(método numérico). Essa avaliacdo foi confirmada pelo estudo paramétrico realizado na
avaliacdo do impacto da velocidade de translagéo axial e rigidez de flex&o da viga na amplitude,
frequéncias e instabilidades da resposta transversal.

Em muitos casos que envolvem a GITT, é comum empregar métodos e sub-rotinas
computacionais de acordo com a aplicabilidade do problema. Para a resolugéo das EDOs dos
modelos, é frequente o uso da sub-rotina DIVPAG, especialmente em sistemas com alto grau
de rigidez, como recomendado pela IMSL (2003). AN e SU (2011) utilizaram a GITT para
analisar a equacdo de vibracdo de uma viga, modelando-a com um sistema acoplado de EDP de
segunda ordem na variavel temporal. A resolu¢cdo numérica do sistema utilizou a sub-rotina
DIVPAG, demonstrando excelente convergéncia pela comparacdo do deslocamento de
vibracdo em diferentes pontos ao longo do comprimento da viga. Resultados numéricos foram
apresentados para diferentes valores de velocidade de translacdo axial e rigidez flexora. Por
outro lado, GU et al. (2013) investigaram a resposta dindmica de um fluido transportado em
um duto com suporte biengastado, empregando a GITT. A equacdo diferencial parcial
governante foi transformada em equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem, resolvidas
numericamente com a sub-rotina DIVPAG. Uma analise de convergéncia foi realizada, gerando
resultados para deflexdo transversal em diferentes momentos e posi¢des da viga com uma
analise de separacdo modal conduzida para avaliar a influéncia da raz&o de massa na deflex&o

em diferentes frequéncias naturais, tanto qualitativamente quanto quantitativamente.
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CAPITULO 3

ESTUDO DE VIBRA(;f)ES EM CORDAS E VIGAS

Nesse capitulo serdo descritos dois problemas fisicos distintos que envolvem oscilagdes
de estruturas esbeltas e flexiveis que se movimentam como:
| — Cordas em quatro modelos de equagdes diferentes com condic¢des de contorno iguais.

Il — Vigas com a mesma caracteristica material e condi¢Ges de contorno diferentes.

A equacdo governante de cada modelo, sera estabelecida utilizando equacbes
especificas (PHAM e HONG, 2020). Seguida de manipulacdes algébricas para simplificacdo e
posteriormente aplicagdo do Principio de Hamilton para formalizar a equagdo governante.
Serdo realizadas simulacdes utilizando a GITT e os resultados obtidos comparados com outros

trabalhos da literatura.

3.1 - FORMULACAO DO PROBLEMA DE VIBRACOES EM CORDAS

3.1.1 - Formulacao do Modelo I

Esse modelo foi concebido como uma corda esbelta e flexivel, composta por um nimero
equidistante de partes mdveis, assemelhado a uma corrente. Para aprimorar os calculos, foi
considerado o efeito da velocidade longitudinal em vez da discretizagéo individual, sendo
incapaz de descrever a vibragdo (SACK, 1954; LEE, 1957). O arranjo do sistema proposto é
ilustrado na Fig. 3.1.

‘-;; L

X =V
&—b |
wix, 1)

P 3

Figura 3.1 — Arranjo do modelo | para uma corda esbelta e flexivel oscilando na direcéo x e
deslocamento transversal w(x,t). Fonte: Adaptado de SACK (1954).
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A Fig. 3.1 representa a dindmica oscilatoria do sistema proposto, concebido como uma
corda homogénea com extenséo L, partes moveis de comprimento x e velocidade longitudinal
V. Considerando que a perturbacdo no contorno desse sistema resulta em um deslocamento
transversal w(x,t), que se desloca de P até P’ na direcdo x no intervalo de tempo 6t. Essa

movimentacao pode ser descrita pela seguinte expressdao (SACK, 1954; LEE, 1957).

dw(x,t):%’vﬁt+?—)’:’5x (3.1)

Assim, a velocidade transversal sera representada pela seguinte derivada:

dw(xt) _ow o, (3.2)
dt ot ox

Como a movimentacdo desloca o arranjo de coordenadas ao longo de L. Isso configura
0 sistema como sendo Lagrangeano (MOTE Jr, 1966; HECHT, 1990; WICKERT, 1992;
SUWEKEN, 2003; HUO e WANG, 2016; TAN et al., 2018; PHAM e HONG, 2020).

Dessa forma, a equacao governante é estabelecida com base na Lei da Conservagédo da
Energia, considerando a auséncia de deformacdes na corda e 0 movimento do pulso na direcéo
de propagacéo da onda. Assim, as varia¢@es da energia cinética (6K) e potencial (8U) estardo

relacionadas as movimentagdes de um sistema conservativo, onde K é expressa por:
K _PA “(dw(x,t)
2 J, U dt

Como o ponto de equilibrio dos movimentos é P, entdo o segmento PP' seré igual a ds

o2 (2w ] o @3

representado por ds:1/5x2+5y2. Sendo ox o alongamento causado pelo deslocamento

transversal w(x,t), conforme ilustrado no grafico da Fig. 3.2.
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Figura 3.2 — Distribuicdo das componentes do segmento PP' .

No gréfico da Fig. 3.2, a variagdo do trabalho de deformacéo estara relacionada a tensdo
longitudinal (T) e ao deslocamento ds, associado apenas ao trabalho de deformagdo (dwp),

expresso da seguinte forma:

L L
5WD=J- Tds :-‘- T (Ox*+0y? .. fazendo Sx=dx e Sy=dw
0 0

v [ 1o sar <[ v oo ] <[ 1|2 o o

Dos graficos das Figs. 3.1 e 3.2, a componente do vetor posicao dxi+owj, sera:

§=dxi+(%dxjj (3.5)
OX

Considerando a pequena varia¢do no comprimento da corda, |3|, a Eq. (3.5) tera a forma:

ds[ 1+(%}2}dx (3.6)

A deformacéo (ex) sofrida devido a tenséo longitudinal (T), em geral € expressa pela

relacdo ds/dx, conforme a Eq. (3.6). Assim ela passa a ser definida do seguinte modo:
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2
. =$= 1+(%“(’] 3.7)

A substituicdo da Eq. (3.7) na Eq. (3.4) permite determinar (dwp), que neste caso é o
proprio trabalho de deformagdo axial (dwr). Assim, a distribuicdo da variacdo da energia

potencial (U) pode ser representada da seguinte maneira:
L

ow, =U =I Te, ds (3.8)
0

A EDP do sistema analisado e a condi¢do de contorno associada é obtida por meio do
principio de Hamilton generalizado. E uma integracdo do funcional Lagrangiano (£), que
representa a movimentacdo temporal de dois estados de uma trajetoria percorrida. Ele descreve
0 comportamento da energia total, por meio da diferenca entre a energia cinética (K) e potencial

(V), representado por:

[ t2

f LK U)dt =6 f (K — U) dt (3.9)

t1

Substituindo os termos da Eq. (3.3) e (3.8), na Eq. (3.9) chega-se a seguinte equacao

integral:

2 2 2 2
(@J Lov @ W+v2(@j }—ZT 1+[@) }dx dt=0 (3.10)
ot otox OX OX

O processo de resolucdo da Eq. (3.10) envolve o operador de variagdo (d) e as integrais
em relagéo ao tempo (t) e ao comprimento (L). Avaliado termo a termo, mantendo as resolucdes
individuais o mais explicito possivel, para compor a equacdo geral do modelo. Assim sendo, 0

primeiro termo sera:
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t, L 2 L t 2 L t
51.[ I pA(@j dxdtz.[ IlpAa(a—Wj dt dx=I leAza—Wa(a—WJdt dx
2). ), 7 a 12 a A 270w e
oL t, aW aW L t, a\Na
= A— 6| — |dtrdx = A— —(ow)dt;dx .
“” a [atJ } ij o ™ } G4

ty t 2
oW
-1 pA—-owdt;dx
J‘tl atz }

4

L

ow
= A—0>Ow

J 0

ApoOs a integragdo por partes, o termo pA(ow/ o) 5w|:12 se torna identicamente zero,

conforme o Lema de Du Bois-Reymond no qual cada termo da Eq. (3.11) deve ser zero
(LEITAO, 2001; RIBEIRO, 2021). Nesse caso, isso ocorre porque nio ha energia suficiente
para sustentar todas as variagOes arbitrarias (dw) durante a movimentagdo do sistema no
intervalo de t; a to. Assim sendo, repetindo a mesma marcha de calculo anterior, 0 segundo

termo da Eq. (3.10) sera dado por:

t, pL 2 L ty
PE I P Y psza(@a—WJ dt L dx
2). Jo otox o |Jy ot ox

- {.‘:,JAZV 2020202 dt}dx: H przv 20 50y 212 (o) dt}dx

el t2 t2 L
= J- pAZVa—Wi(é‘W) dt dx+J- I pAV a—Wi(éw) dx ¢+ dt
o 1Ju Ox ot a 1do ot ox

ol t, t, t, L L
= pAZVa—Wéw —J. pAZVﬁ(a—Wj5Wdt dx+.[ pAZV@5W —J pAZVE(a—W%de dt
Jo x )y ot\ ox iy a1y Jo ox\ ot
" w [ o (ow u w N [ .., dw
=j (pAV—é‘W) —j pA2V—(—)5de dt:J [pAZV—5Wj —J- pAV — Swdx dt
& ot o Jo ox\ ot i ot o Jo oxot
(3.12)

De maneira analoga na Eq. (3.12), o termo pAV(ow/ox) §w|:12 também serd nulo,

assumindo que dw = 0 durante a movimentagéo do sistema no intervalo t; a to. Entdo repetindo,
a mesma marcha de célculo do procedimento anterior, o terceiro termo da Eq. (3.10) sera:
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t, L 2 t, L
51j I psz(‘a—W] dxdtzj J‘ 1 av? 5(“} dx L dit
2J. Jo OX L do 2 0
A L aW t, L a\N a
= j pAVz——ﬁ( de dt =J j pAVZ — —(Ssw)dx ¢ dt (3.13)
Jy |Jo ox \ OX w |Jo OX OX
L L 2
—J pAv28 dt
0 0 a

De maneira andloga aos procedimentos de calculo anteriores e assumindo que a

et
- {psza—Waw
OX

v

oscilacdo em torno da configuracdo de equilibrio é pequena, ou seja, se a inclinagdo ow/ox é
pequena (HARRISON e NETTLETON, 1998; SHEN e YE, 2013), o quarto termo da Eq. (3.10)

sera trabalhado como:

j j o /1+ i dt— { (GWJ dx}d
OX
L ow) o
= T—5 dt = T— |—(Sw) dx| dt 3.14
et L 2
= {Ta—wéw —ITa—5wdx}d
Jy oX o Jo Ox?
Combinando os resultados das Egs. (3.11 a 3.14), obtém-se a equag&o.
t, L 2 2 2 2
I I pA| TV oy IW 2 OW) 1 OWH s gy i
o Jo ot oxot OX OX
: ow ,ow) —ow] |
+ pA(V—+V2—j+T— Sw
Y ot oX oX

dt=0
Como a Eqg. (3.15) é igual a zero para as variagcOes arbitrarias (6w), os termos entre

(3.15)

0

colchetes devem ser identicamente zero. O primeiro termo originard a EDP do modelo,

enquanto o segundo as condicBes de contorno do problema.
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Na aplicacdo da equacdo do modelo nos contornos dados por w(0,t) = w(L,t) = 0, é
crucial que o segundo termo da Eqg. (3.15) seja nulo. Isso implica em considerar dw(0) = dw(L)
= 0 ou que os termos entre colchetes também sejam nulos em x =0 e x = L, em decorréncia do
contorno biengastado (SACK, 1954; LEE, 1957; WICKERT, 1990; SUWEKEN e VAN
HORSSEN, 2003; MARYNOWSKI e KAPITANIAK, 2014).

Considerando a teoria das oscilagdes, desprezando o amortecimento e realizando uma

integracdo por partes. A EDP que descreve a dinamico do modelo | € dada por:

o*w o*w o°w o*w
A +2V +V?2 - T, —=0 3.16
PR o o o ° X (3.16)

Lateral Coriolis centripeta

Tensdo

Os termos da Eg. (3.16), conhecida como equacdo de Miranker (LAD e KARTIK,
2015). Conforme mostrado, contados da esquerda para a direita, estdo associados as aceleracdes
laterais e aceleracBes de Coriolis, aceleracdo centripeta e Tensdo a rigidez da corda
(WICKERT, 1992; PHAM e HONG, 2020).

3.1.2 - Formulacao do Modelo II

Nesse modelo, os efeitos relacionados a tensdo (T), deslocamento transversal w(x,t) e
velocidade (V) sdo incorporados para descrever as oscilag@es lineares de uma corda flexivel
estabelecida dinamicamente. A frequéncia natural dessas oscila¢Ges ndo depende sé de T, mas
também da amplitude dos harménicos formados (SWOPE e AMES, 1963; MOTE Jr., 1966;
BAPAT e SRINIVASAN, 1967; AMES et al., 1968; WICKERT, 1990 e 1992; SUWEKEN e
VAN HORSSEN, 2003).

A equacdo desse modelo esta associada a energia cinética (K) e potencial (U) de uma
corda de comprimento L entre apoios fixos com deformacéo, semelhante a uma linha de
transmissdo (MOTE Jr., 1966; BAPAT e SRINIVASAN, 1967). Como pode ser visto no

diagrama esquemaico da Fig. 3.3.
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Figura 3.3 — Diagrama esquematico da movimentacéo axial do modelo Il. Adaptado PHAM e
HONG (2020).

A Fig. 3.3 representa a simplificacdo da dinamica vibracional de um sistema com
coordenadas dependentes do deslocamento transversal w(x,t) e longitudinal u(xt).
Considerando que o sistema esteja em equilibrio dindmico, sem deflexdo e oscilacdes
longitudinais, a energia cinetica (K) do modelo pode ser expressa pela equacdo (MOTE, 1966;
BAPAT e SRINIVASAN, 1967; SUWEKEN, 2003; HUO e WANG, 2016; TAN et al., 2018):

1 “ldu(xt)) (dw(xt)) 1 (e Y (ow o owY
K_EpAJ'({[ i J+[ m j]dx_EpAL [E+Vj +(E+V&j]dx (3.17)

A energia potencial (U) utiliza as informag6es dos trabalhos realizados. A variagdo do

trabalho de deformacdo (dwp) estard em equilibrio com os trabalhos de deformagdo aparente
(8wa) e axial (3wWe), ou seja, Swp = Swa + dWE.

Dessa forma, dwa esté relacionado com as tensdes normais em qualquer ponto x(ox) € a
variagdo da deformacdo (dex), conforme estabelece a lei de Hooke, ox = E.ex, onde ox= T/A e

T € a forca aplicada na secdo transversal (A). Assim, a equacao para dwa é dada por:

L

1 1 (" 1 [ 1
OW, :—'[ o dV == A'[ o.&, dx== J. Ee, ngX:—AE.[ gldx (3.18)
2), 2", 2", 2

0

Com base no tratamento dado a Eq. (3.4), dwr Sera expresso por:

L L aU 2 8W 2 .
Swe=| T(ds—dx)=| T|,[1+— | +| —| -1|dx .. Sx=dx+du e Sy=dw (3.19)
o 0 oX OX
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Dessa forma, dwp seré dado pela seguinte equacéo:

1 - : auY [(ow)
oW, == AE 2dx+ | T|l1+—| +| —| -1]dx 3.20
°2 jo “ .L L\/( axj [axj ( )

Conforme o gréfico da Fig. 3.3, a componente do vetor posicéo serd (P + dx) i, onde P

é acomponente (du i + dw j) que faz o vetor posicao (du i + dw j + dx i), ser descrito da seguinte
maneira:

§=(dx+a—udxji+(@dej (3.21)
oX OX

Seguindo a mesma ldgica usada no modelo I, a deformacéo sofrida pela tenséo (ex) para
esse modelo seré igual a:

2 2

g —dmdx_ds 1:J(1+a—“) +(8—Wj -1 (3.22)

dx  dx OX OX

Assim, a energia poténcia (U) desse modelo seré igual a dwp, expressa por:

- 2 2 2 2 2
U=I {EAE 5(\/(1 @j +(@j - J +T 5w(1 a—”) +(8—W) - ]] dx (3.23)

2 OX OX OX OX
0

Aplicando o principio de Hamilton, Eqg. (3.9), obtém-se a equacdo integral para o
modelo I, equivalente a seguinte expressao:

Al Tl s o F 2T T
el 3 (3 o e
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De acordo com a teoria das oscilacdes, algumas simplificacfes serdo aplicadas na Eq.

(3.24), como: rejeitar as derivadas de ordens superiores para linearizar a equacdo,

2 4 2 } . . L. )
U< 1,% < 1,27? < ZTVZ" e garantir que a oscilagdo maxima seja sempre menor que L. Essas

consideracdes deixam a Eq. (3.24) com o seguinte aspecto:

HNEHESRBIE I EOR
el oo (3] ] s

Considerando que a parte linear da Eqg. (3.25) ja foi trabalhada no modelo I, resta agora

solucionar o termo do efeito ndo linear. Assim, considerando a metodologia de resolucéo

(3.25)

utilizada, a condigéo de inextensibilidade (¢ = 0) e a teoria das curvas (AMES et al, 1968;

WICKERT, 1990; DING e CHEN, 2009), o termo a ser tratado tera a seguinte forma:

t, L
2 2 2 2
51 AE 1+[a—wj —1|dxdt= 51AE 2+(@j -2 1+(@] dx ; dt
2 OX 2 OX OX
t 0

t, L
T ) o2

oW OX
[ ]
OX

t, L

t 0

o

t, L (awjz
AEL 0 (6w)dx ; dt

1 il

o (3.26)
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Dessa forma, combinando os resultados da Eq. (3.26) com das Egs. (3.11 a 3.14), e
conservando os termos que dao origem as condic¢des de contorno como no modelo I, chega-se

a seguinte expressao:

t, mL
t &0

2 2 2 2 2 A2
A(a W oy OW 20 W]—T 0 W—§AE(@j gxw}éwdxdt

o’ oxot Ox? ox: 2 ox 2
L 3.27
t (@J ( )
+ pA(v@+v28—Wj+Ta—W+AE X/ _|sw| dt=0
ot ox
4

OX 1+( Z\QIJZ

0

Como realizado no modelo I, a primeira parte origina a expressdo governante do
modelo, enquanto as demais fornecem as condicdes de contorno devido aos apoios biengastado.
Dessa forma, a EDP do modelo |1 sera dada pela seguinte expressao:

2 2 2 2 2 2
pAl CX gy OV e CW g W EAE(?) ‘Z—"z"zo
X X

3.28
ot? oxot ox? ox? 2 ( )
Deformacéo longitudinal

. Tensdo
Lateral Coriolis Centripeta

Sendo E o modulo de Young e AE a medida da rigidez do material devido a deformagao

axial, os demais termos permanecem inalterados em relagéo ao estabelecido anteriormente.
3.1.3 - Formulacao do Modelo III

Esse modelo descreve o0 movimento longitudinal de um sistema similar a uma correia.
Ele se desloca entre duas polias separadas por uma distancia L, tensdo constante (T), rigidez da
mola K e com velocidade variavel V(t) na direcdo x. Essas variagcdes afetam significativamente
a operacdo provocando instabilidades no sistema. Avaliadas pela teoria de Lyapunov-Floquet
com o objetivo de manter a integridade dos componentes (PAKDEMIRLI et al., 1994; ZWIERS
e BRAUN, 2007). Um diagrama esquematico desse sistema pode ser visto na Fig. 3.4.
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Figura 3.4 — Diagrama esquematico de uma correia sobre duas polias com velocidade V(t) na
direcdo x e deslocamento transversal y. Adaptado de PAKDEMIRLI et al. (1994).

Para obter o vetor velocidade em qualquer ponto de x, partindo do vetor posicdo de um
ponto material (P) qualquer sobre a correia. Toma-se a derivada material do vetor posi¢do S =

(dx+3u)i + dwij, obtendo a expressao do vetor velocidade em P dada por:

d§_(dx ou ou dxji (aw &_Ndxj.

= =4+ == +| —+—— [V+8_u+6_uv)i+(@+@\/jj (3.29)
dt dt ot ox dt OX OX

+__
ot oOx dt ot ot

Nesse modelo, a equacdo da energia cinética (K) esta relacionada ao centro neutro da

correia, obtida pela integracdo da Eq. (3.29) ao longo de L, resultando em:

L
1
K== pA
)

Durante o funcionamento do sistema, as movimentagdes assumem um perfil senoidal

at  ox) et oax

[V +8_u+v u jz _{a_w +V awﬂ dx (3.30)

acelerado tornando V(t) muito dependente do tempo, comprometendo o sistema devido ao
excesso de deformacao axial igual a &, = [1+%U +(%’l’j -1. Se na equacdo da energia potencial

(V) for incluido o termo relacionado ao carregamento distribuido (F) devido a movimentacéao

radial, a equacdo sera:

L L 2 2 2
u-1 [ AEs! +2Té, +2Fw | a=2| JaE (1+a—“j +(@j -1
2), 2), ox X
2 2
+ 2T (1+a—uJ +(8—W] -1+ 2Fwdx
OX OX
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Usando o principio de Hamilton, Eq. (3.9), a equacdo integral do Modelo 111 sera:
t, pL 2 2 2 2 2 2
51I I pA (@J +2vaw+v2[a—wj 1V |- AE [1+a—“j +(@j -
2}, Jo ot oxot OX OX OX
2 2
a Mm‘_“j (2 ]} =
OX OX

Se for considerado a inextensibilidade (AE < T), descartar-se o termo da inércia do

(3.32)

movimento longitudinal por entender que a velocidade de propagacdo das ondas longitudinais
JAE/T excede a velocidade de propagacéo das ondas transversais /T / pA (PAKDEMIRLI

et al., 1994; PAKDEMIRLI e ULSOY, 1997; ZWIERS e BRAUN, 2007; TAN et al., 2018).
Entdo a Eq. (3.32) tera a seguinte forma:

t, pL 2 2 2 2
51_[ I PA (a_wj "y 6W+v2(@j Lv2 —2T(@j _Fwldxdt=0 (3.33)
2). Jo ot oxot OX OX

Considerando as variacdes relacionadas a w e o pressuposto de calculo proposto por

PAKDEMIRLI et al. (1994), onde F = pAg—‘:, 0 rearranjo dos termos da Eq. (3.33) originara:

J. Sl G G G ol 5 e )

2
- Ta—\ivé(a—wj} dx dit
oX OX

(3.34)

Eliminando na Eq. (3.34) os termos de ordem elevada, utilizando o operador derivativo
de Euler-Lagrange e aplicando a integracdo por partes com a mesma sistematica de calculo

anterior, obtém-se a EDP que descreve a dindmica das vibragbes do modelo 11, expressa por:
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t, pL 2 2 2 2
j j pA[ LW gy W 2 T VW) L OWL syt
o Jo ot oxot ox® ot ox OX

(3.35)

)
—J. pAV(@-FV a—Wj—T@ oW
. ot OX OX

L L
dt +J. pA(a—W +V a—Wj ow
0 0 ot 16

tZ
Ap0s a integracdo por partes, o termo pA@t"’ +V@"’H 54 , seré nulo por considerar que
X
t

a variacdo 6w = 0 de t; a tp, obtendo-se a seguinte expressao:

oxot x ot ox

t
—J' {pAV (% ny @)—T @}M
tl

t, L 2 2 2 2
I I {pA(a Wy W 2 OW OV aWj—Ta—‘Q’} Sw dx dt
. at X
: ) (3.36)
dt=0

0

OX OX

Como realizado no modelo | e I, a primeira parte da Eq. (3.36) origina a expressao
governante do modelo, enquanto as demais fornecem as condi¢Oes de contorno associadas ao
problema de apoio biengastado. As condigdes de contorno essenciais sdo estabelecidas como
OW|x=0= 8Wlx= = 0 com pAV [ow/ot+V (éwiex)]-T (w/ox)=0,em x=0e x = L, originando a EDP

do modelo Il1, dada por:

2 2 2 2
phA| LW oy TW e OW OV OW g OW_ (3.37)
ot oxot OX o ox | _ _ OX
Lateral Coriolis Centripeta Velqpid?de

A Eqg. (3.37) sera valida para pequenos deslocamentos e grandes To, onde a dinamica
giroscopica das oscilagdes laterais e movimentos axiais, acoplada a periddica, assume um perfil
senoidal acelerado que compromete o sistema devido a deformacéo longitudinal, aumento da

elasticidade e instabilidade dos movimentos.

3.1.4 - Formulacao do Modelo IV

Seré considerado um sistema semelhante a uma suspensdo com molas de rigidez k e

amortecedores ({ - zeta) conjugados. Com uma base viscoelastica uniforme e flexivel de
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comprimento L, densidade linear p, velocidade axial V, tensdo constante T e forga de excitagdo
externa F(x,t). Essa suspensao € projetada para absorve as variagdes de cargas provocadas pelas
respostas livres e forgadas (SWOPE e AMES, 1963; BANICHUK et al., 2014). Como mostrado
no diagrama da Fig. 3.5.

(9 % T

L7777 777777 7777 4 7777777 7777777

Figura 3.5 — Diagrama esquematico do sistema viscoelastico com velocidade V(t) na direcéo
x e deslocamento transversal y. Adaptado de ZHANG e CHEN (2016).

O modelo 1V representado na Fig. 3.5 ndo leva em consideracdo a rigidez axial (AE) do
sistema. Por isso, a energia cinética (K) desse sistema esté associada a V(t), levando a utilizar
a Eq. (3.30). A energia potencial (U) relacionada a T constante e a k da mola, é expressa pela

seguinte equacao:

L L 6W 2
IZT(ds dx) + j Zkw?dx = I 2T 1+(—j —1|+kw? |dx
0 2J, OX
L 2
;lj {ZT(@j +kW2de
2J, oX

A variagéo do trabalho de amortecimento (6Wg) provocada pela forga viscosa da base e

devido as forcas externas (6We), conforme ZHANG e CHEN (2016), é dada por:

U=

r\:ll—\

(3.38)

L
SW, =— j g(@w @J Swdx (3.39)
0 ot OX

oW, =ILF(x,t) oW dx (3.40)
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Aplicando o principio de Hamilton, Eq. (3.9), a equacdo integral do modelo 1V (ver Fig.

3.5) é expressa por:
t, t,
5'[ (K—U)dtzj (SW, + oW, ) dt (3.41)
4 4
Substituindo a Egs. (3.38 a 3.40) na Eq. (3.41), obtém-se a expressao integral do modelo:

L el 2 2 2
5{[! pAl W, a""Jrvza—‘iV ve |-or Y ey g(@wa""j . Ldxdt=0 (3.42)
2). ) ot o axat ox o ox

Por questdes praticas, serdo mantidos apenas os termos lineares de modo que, o modelo

seja valido decididamente para problemas que envolvam pequenas deformacdes. Considerando

a rotina de calculo estabelecida no modelo Ill, apdés a integragdo por partes, o termo
ty .
pA{% +V [;ﬂﬂ sw sera nulo também nesse modelo. Por considerar que ow = 0em t; a t2. A
X |

equacao geral do modelo IV sera:

2 2
J‘J‘{ {8 ZV%N% Vzgz} (2)(\2’ kw+§[%+vg\)’(\lj Fext}
X

t, L
ow dx dt—j {pAV(a—W+V 8Wj T?} oW
4

(3.43)

dt=0
ot OX X

0

Como realizado no modelo Ill, a primeira parte da Eq. (3.43) dard origem a EDP
governante e a segunda as condicdes de contorno do problema, caracterizada por apoios

biengastados. A expressdo que representa a dindmica do modelo 1V, sera:

o*'w o’w o°w o’w ow . ow
—+2V +VP— |- T, —+ k w+ ¢ |—+V—|= F, (3.44)
ot oxot OX . Ricidez ] ot OX o
Tensdo 9 Coeficiente de Excitacio
Lateral Coriolis Centripeta daMola Amortecimento Externa
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3.1.5 - Adimensionalizacdao dos Modelos de Cordas

Por conveniéncia das analises, os termos das equacfes governantes dos modelos, serdo
adimensionalizados por um conjunto de fatores correspondentes as variaveis de processo e que

sdo parametros comuns nas equagdes, conforme apresentado a seguir:

X LW s T, t v
“TL L A TpAL / T,
PA
TO a)oL k 5 CZ L
s = [k = F-fL 3.45
a= r=s e-Lfe AT o~ (349)

f(7) = sen(y 7) g(z7) = cos(y 7)

Os fatores adimensionais nas Eqgs. (3.45), representam as variaveis do sistema com as
seguintes representacdes: t — tempo adimensional, B — velocidade de transporte, o — rigidez a
deformacéo axial, y — frequéncia angular, k — rigidez da mola, 6 — fator de amortecimento, Fo
— forca de excitacdo externa, f(t) — velocidade axial e g(t) — aceleragdo axial. A notacao
asterisco (w*) sera denotada por w, para ndo sobrecarregar a notacdo matematica da EDP do
modelo adimensionalizada.

Os modelos se distinguem por meio de parametros especificos que se repetem em suas
estruturas. Eles sdo consolidados em uma U(nica equacdo que descreve a dindmica
comportamental de vibraces de uma corda avaliada por esse modelo unificado. A

representacdo da equacao geral do modelo é expressa da seguinte maneira:

o*w o*w . 10w 3 (ow) 0w ow
TS+ 2B (1) =—+| P (1) -1l | = | = | — —
oz 2P (e 71 () Jaaz 247 [a&j 2 TPl
| S S

Modelo | Modelo 11 Modelo 111

Original Deformagao V(1) variavel (3.46)
+ 6 Ba—WJra—W +x*w = F

og ot
Modelo 1V

Amortecimento, Rigidez e Forca externa
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Esta equacdo sera usada para analisar as vibracdes de cordas homegéneas e flexiveis,
com densidade (p), &rea da se¢do transversal (A), tenséo aplicada (T), velocidade de propagacao

da onda transversal Jﬁ e velocidade de propagacdo do pulso longitudinal que causa

deformacéo /? .
0

3.1.6 - Equacao Geral do Modelo de Cordas

Como discutido a equacdo geral, Eq. (3.46), abrange vérias equacGes de modelos
derivados de uma equagdo basica constituinte, utilizados para resolver uma variedade de
problemas. A expressdo de cada modelo é determinada pela selecdo de parametros especificos,

como os indicados na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 - Parametros empregados e equacdes dos modelos.

Parametros (S — Sim)
Modelo Equagdes
B |f(D|g(®)| @« | vy | & | K | F

o*w

I s|1|0flo0|0|O0|0O]|O0|— -)=—
or? aga H )ag
2 2 2

I 510300008—"2\' (ﬁzl)aW_§i8W8_V;I:
or aga o0&t 2a*\ o) o¢
o*w o*w 2 62 a\N

Im | s|S|{S|0|S|0|0]|O0|=—+2pf 2f
o*w *w w ow

IV | S|1|/0|0|0|S|S|S|—5+2 1) +8| f—+— |+KPW=F
or’ 'B agar +(p )ag (ﬂ o& 61’]

Assim como as equacBes dos modelos, as condi¢cdes de contorno e iniciais tambem

foram adimensionalizadas. Assim, as condi¢des de contorno séo dadas por:

w(0,7) =0 e w(l,7)=0 (3.47)

A velocidade inicial adimensional é assumida como zero, ou seja, j—‘i’ =0, Mas nesse
=0

caso, o deslocamento inicial para os quatro modelos apresentados é definido como w(g,0) = Ag

sin(n&), onde Ao = 0,01 é a amplitude de propagacdo da onda.
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3.2 - FORMULACAO DO PROBLEMA DE VIBRACOES EM VIGAS

A resposta dinamica da vibracdo sera realizada utilizando a Técnica da Transformada
Integral Generalizada (GITT). Essa técnica converte a Equacdo Diferencial Parcial (EDP) do
modelo, no dominio do espaco-estado, em uma Equacdo Diferencial Ordindria (EDO) no
dominio temporal. Esta técnica aproxima a equacdo resultante por meio de uma fungéo
analitica, reduzindo o tempo de processamento e simplifica a implementacdo computacional,
permitindo um controle eficiente do erro relativo dos calculos executados (OZISIK, 1993).

O método da GITT sera aplicado diferentes condi¢des de contorno com caracteristicas
similares a teoria da viga de Euler-Bernoulli (PHAM e HONG, 2020). Considerando diferentes
tipos de apoios tratadas como definicdes matematicas e classificadas em condi¢des classicas
(viga de massa conhecida com apoio clamped-clamped) e ndo classicas (viga de massa
conhecida com apoio clamped-concentrated mass na extremidade livre).

O problema fisico envolve uma viga homogénea e flexivel de densidade volumétrica (p)
e area da secdo transversal uniforme (A). Suportada nas extremidades pelas condi¢des classicas
e ndo classicas, separadas pela distancia L. Sendo desprezado cisalhamento, rotacdo, forcas
dissipativas e movimentagdo longitudinal.

As oscilagOes laterais terdo deformacdo no plano medial representada por (€), momento
de inércia da secdo transversal () e tensdo constante (To). A oscilacdo serd descrita pelo
deslocamento transversal W(x,t), onde (t) representa o tempo e (X) a coordenada axial. Todo o
sistema estara sujeito a acdo da velocidade de transporte (V) (MOTE Jr., 1965; WICKERT,
1992; CHEN e YANG, 2005; GHAYESH et al., 2016; PHAM e HONG, 2020).

5.2.1 - Formulagao dos Modelos de Vigas

A equacdo governante sera estabelecida como no modelo de Cordas, aplicando principio
de Hamilton generalizado. 1sso permitirad visualizar o formalismo matematico da transicdo do
modelo do método das Cordas para o de Vigas, incorporando 0s movimentos basicos
pertinentes a esse tipo de problema e considerando o equilibrio dindmico do novo sistema.

Nesse sistema, a energia cinética (K) esta relacionada ao centro da viga representado
pela expressdo (PAKDEMIRLI, 1994; OZKAYA e PAKDEMIRLI, 2002; SUWEKEN, 2003;
CHEN etal., 2007; ZWIERS e BRAUN, 2007; HUO e WANG, 2016; TAN et al., 2018; PHAM
e HONG, 2020):
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L
1
K== pA
2p JAO

A energia potencial (U) ocasionada pelos efeitos dinamicos correspondente a carga

2 2 2
[%J +2V8—W+V2(8—W) +V2] dx (3.48)
ot oxot OX

distribuida no sistema, € expressa por meio da formulacdo (YANG e CHEN, 2005; CHEN e
YANG, 2005; CHEN et al., 2007; DING e CHEN, 2009; HUO e WANG, 2016; TAN et al.,
2018, PHAM e HONG, 2020).

L
U=_[
0

L 2 2
neo 328 [laocda (S 49)

0

Aplicando o principio de Hamilton e substituindo os termos da Eqs. (3.48 e 3.49) na Eq.

(3.9). A equagdo parcial governante associada ao sistema analisado, teré a seguinte expressao:

t, L 2 2 2
51I I PA [a—WJ Y, 8W+v2(@j VL
2). Jo ot oxot OX

2 L
- 2T, ¢,— El (a_wj _AE £2 dxpdxdt=0
ox L J,

(3.50)

Sabendo se tratar de uma transicdo na estruturacdo matematica dos modelos, 0 processo
de resolucdo para os cinco primeiros termos da Eq. (3.50) seguird 0 mesmo procedimento
utilizado nos modelos das Cordas. Portanto, atencdo sera focada apenas nos termos destacados
em negrito, o0 sexto e 0 sétimo termos da equacgdo. Assim, a rigidez a flexdo (EI) sera constante,
e apos duas integragdes por partes o termo de 42 ordem, sexto termo na Eq. (3.50) tera a seguinte

resolucéo:
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1 (w) 1 (" Fwow) |
o= El| — | dxdt= - EI5 dx |dt
2). ), 7 Lax 2J. 1) Eara
ot,[ pL 2 2 2 2 30 L 2
=[ || Ler|s[ QW |TW, OWS[OWN | gy | gt = £1 W s 2 gy [t
Ji | Jo 2 oX™ ) OX~  OX OX Ji | Jo OX ox?
L 2w
J. 9 EIa —(§w) dx
o oo OX ox?

(3.51)

oL 2 2
- g OW a —z(ow) dx} dt J. [EI 0 Wi(aw)
ox? . ox?

L [24 J(éw) dx}

De maneira analoga aos tratamentos dos modelos de cordas, o termo El (a3w/ax3)(5w)\:seré

63

considerado nulo mediante a variagdo sw|; =0. Conforme o Lema de Dubois-Raymand.

Com relagdo ao sétimo termo, se o deslocamento transversal tiver uma amplitude finita,
ele pode ser descrito pela teoria linear das vigas, conforme estabelecido pela aproximacéo de

Von Karman. Onde a deformacéo axial (€) resultante da tensdo (T) aplicada é determinada pela

relacdo geométrica ndo linear: ¢, - &j , conhecida como deformacéo Lagrangeana ao longo

1[6\/\/ ’
do eixo axial. Seguindo nesse raciocinio, devido a variacdo espacial da tensdo (ox) ser

relativamente pequena influenciada pela baixa inercia longitudinal. A rigidez a deformacéo sera

L
obtida usando o valor medio das tensdes parciais dada por: % I AEs, dx .

Assim, a resolucdo do sétimo termo sera dada pela seguinte formulacdo (WICKERT,
1992; YANG e CHEN, 2005; CHEN e YANG, 2005; CHEN et al., 2007; DING e CHEN, 2009;
HUO e WANG, 2016; TAN et al., 2018, PHAM e HONG, 2020).
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" 3 L oL ) ) t, oL L 5
= AE [@J 5[%] dx b dxdt = 9| AE [@) 8—W(éw) dx - dxdt
2L OX OX 2L OX OX
0 L |
ot ol , ) L
Y IS (@J Meow) - | £ AE aW @(5w) dx
2L ox ) |oX 0 o 2L 8x
0 0
L - - 2
2
S| ZEjaw [@j dx | (Sw) dx ! dt
. 2L | ox ox
0 0

Na Eg. (3.52) todos os termos sdo identicamente zero (Lema de Dubois-Raymand).

(3.52)

L oL

2
2L OX OX

0

Q
e
Q

Assim, organizando todos os termos trabalhados, incluindo os das Egs. (3.51 e 3.52), chega-se
a equacdo governante de vigas, dada por:

2 2 2 2 4
azv 6V8W+2V6W+V26\2V—T06\2’+EI a\:v
ot ot ox oxot OX OX OX

2 2 2 2
|3 ‘f(a—wj 1AE o'w (a_wj dx |4 (sw) dx dt=0
2 OX~ \ oX 2 L ox* OX

Na Eqg. (3.53), os termos correspondentes as condi¢Ges de contornos em w(0,t)=w(L,t O,

(3.53)

foram previamente anulados. 1sso implica em considerar que as condi¢cdes de contorno sao
proprias ao perfil analisado, e dependerdo da condicdo de movimentacdo do sistema. Dessa

forma, a equacdo governante que descreve a dindmico do modelo da viga sera dada por:
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PA 82\/2\/ +2V oW +V?2 82\/2/ + N W T, _62\/Z/+ El 84VY
ot oxot oX o ox | . . OX OX
Oscilador Coriolis Centripeta  Velocidade Aepnl??gda Rigidez a Flexdo de
Lateral variavel Euler—Bernoulli
) . ~ _ (3.54)
2 L 2
_a EEA[M an;’ p|LEAL (W 52";’ dx | =0
2 OX OX 2 L J,\ox) ox
%r—/
Deformagéo Longitudinal Deformagéo Longitudinal
Distribuida i L Média i

Dessa forma, os termos na Eq. (3.54) descrevem da esquerda para a direita, segundo
PAKDEMIRLI et al. (1994), PAKDEMIRLI e ULSOY (1997), ZWIERS e BRAUN (2007),
PHAM e HONG (2020), a aceleracdo local ou oscilador lateral, aceleracdo centripeta,
aceleracao de Coriolis, velocidade variavel no tempo, tensdo ou carga aplicada, rigidez a flexdo
de Euler-Bernoulli e deformacéo longitudinal distribuida e longitudinal média.

Os coeficientes 'a' e 'b' séo inteiros (0 ou 1), empregados para incorporar a equagao o
efeito da rigidez a deformacédo longitudinal distribuida, por meio do termo relacionado a
Equacédo Diferencial Parcial (EDP), e o efeito da rigidez a deformacdo longitudinal média
relacionando o termo a uma Equacao Diferencial Integro Parcial (EDIP).

Para esse tipo de problema, é considerado que a velocidade V(t) varia harmonicamente

em torno da velocidade média Vo, com V(t) = Vo + & sen(Qt) e V = ¢ Q cos(Qt). Sendo (€) um

parametro adimensional << 1, representante da amplitude das flutuacoes e Q a frequéncia (0Z
e PAKDEMIRLI, 1999). Os suportes ou apoios serdo tratados sem perda de generalidade

considerando duas hipoteses de analise envolvendo as seguintes condic¢Ges de contorno:

1° hipotese - Condigéo Classica.
e Clamped—Clamped [C—C]

2° hipotese - Condigdo N&o cléssica.

e Clamped—-Concentrated Mass [C-CM]

As pesquisas na literatura, em sua maioria, tratam em geral as condicdes de contorno
classicas, enquanto as condic¢Bes ndo classicas sdo menos exploradas. A condi¢do de contorno
ndo cléssica envolvera a presenca de uma massa concentrada em uma das extremidades da viga,
conforme mencionado por SILVA et al. (2016).
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Nesse contexto, o campo de deslocamento transversal e suas derivadas tornam-se
fortemente dependente das condicdes de contorno (LAURA et al., 1974 e 1975; WANG et al.,
2008), por caracterizarem o comportamento da estrutura fornecendo informacdes para a analise

do sistema. As condicdes de contorno correspondentes ao apoio C—C ou biengastado, serdo:

W(0,t) =

0, W(Lt)=

oW(0,t) OW(L,t)
X OX B

0 (3.55)

Assumindo que ndo h4 mudanca de inclinagdo nos contornos e que as extremidades
estdo fixadas aos suportes, o resultado das movimentacdes serda apenas o deslocamento
transversal W(x,t) (MOUSAVI et al., 2019), da viga ilustrada na Fig. 3.6.

w(x,t)
. ) ,
wW(©O,t)=0 | 7 . — N (W(Lt)=0
awa()?,t) _0 % \§ 6Wa()l(_,t) _0

Figura 3.6 — Representacdo esquematica da viga com contorno C-C.

Para o contorno C—CM, as respectivas condigdes de contorno sao expressas por:

*W(L,t) _

3 2
i o, pfWLY WL 1Y (3.56)
X

W(O0,t) =
©.n ox3 ot?

0,

AW(O,t)
e ah

O termo EI denota a rigidez a flexdo para o esforco cortante e a massa concentrada M
na extremidade livre da viga, como descrevem LAURA et al. (1974 e 1975) e WANG et al.
(2008). llustrado na Fig. 3.7.

Wi, t) M | 5w L,t
W0,)=0 | pm v, 6(2 ) _o
rl‘_ X
ow(o,t)
p —OJ - w(L,t) " 33w(L, t)
|€ L > axg at3
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Figura 3.7 — Representacao esquematica da viga com contorno C-CM.

Na concepcéo relacionado a resisténcia a flexdo e ao movimento devido a velocidade
V/(t), as oscilagOes da viga serdo sempre iniciadas quando W(x,0) = 0 no intervalo 0 < x <L, de

amplitude inicial de propagagéo Bo, com a perturbagdo periddica expressa pela equagéo:

dw (x,0) X
—g - B, sen( 3 j (3.57)

5.2.2 - Adimensionaliza¢do dos Modelos de Vigas

Para simplificar as equacOes governantes dos movimentos vibracionais da viga
envolvidos nas modelagens, a adimensionalizacdo dos parametros utilizando os seguintes

grupos de variaveis:

(3.58)

Sendo as equivaléncias paramétricas representadas por: n — variavel espacial, w —
deslocamento transversal, T — variavel temporal, ® — frequéncia angular, & — rigidez a flexdo, v

— velocidades de transporte, o — rigidez a deformagao axial e y — razdo de massa.

5.2.3 - Equacao Geral do Modelo de Vigas

Os termos da equacao governante, independente das condigdes de contorno, podem ser
reescritos de forma adimensionalizada e simplificada usando w ao invés do w(x,t) e os termos

destacados em azul, representam os termos da Equacéo da Viga de Euler, conforme a expresséo:
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2 2 4
8W+2V8W 8v8w (v _1)8_ &a_
ot onot ot 811 11

Equacéo do modelo Euler—Benoulli Ampliada

3 2wl ow) 1 o%w [ owY’
—a| =Sy = dn
2a° on“ \ on 20L 811 8n

EDP EDIP

(3.59)

As condiges de contorno do apoio classico C—C adimensionalizadas s&o expressas por:

8\N(O 7) ow(l, t)

w(0,7) =

=0, w(l, 1) =

=0 (3.60)

As condicbes de contorno ndo-classicas (C—-CM) adimensionalizadas, sdo dadas por:

ow(0, 7 o*w(l,t o*w(L T o°w(l,t
W(O’ T) = # = 01 #:O’ EJ (3 ) = y (2 ) (361)
on on on ot
A adimensionalizagdo da condi¢do inicial ¢ expressa por w(0,tr) = 0. Ja a

adimensionalizacdo da equacdo representativa das perturbacdes periddicas, com a amplitude
inicial de propagacgdo adimensional ap = 0,01, no intervalo 0 <n < 1, ¢ dada pela equagao:

WO) _ 5 sen(n) (3.62)
T
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CAPITULO 4

METODOLOGIA DE SOLUCAO

4.1 - DESCRICAO DO PROBLEMA E FORMULACAO MATEMATICA

A determinacdo da representacdo matematica do movimento oscilatorio para cada
modelo estudado sera estabelecida utilizando a estrutura metodoldgica da GITT. A equacgédo
geral dos modelos levara em considerara diversos efeitos, incluindo massas em movimento,
deformacdo, movimentos giroscopicos, amortecimento, velocidade constante e variével,
resisténcia a aceleracdo, rigidez intrinseca e forcas de excitagéo.

A Equacéo Diferencial Ordinaria (EDO) de cada modelo sera obtida em duas sec¢des
distintas. A primeira tratard da solucdo da equacao do modelo das Cordas, enquanto a segunda
abordara a equacdo do modelo das Vigas. Em ambas as se¢Oes, sera aplicado o processo de

transformada-integral, na coordenada espacial e no dominio temporal.
4.2 - SOLUCAO DE ESTRUTURAS TIPO CORDAS

O método empregado envolve o desenvolvimento por meio do processo de
transformada-integral para o intervalo & € [0,1] no dominio de t. Esse processo utiliza
autovalores e autofuncdes na solucdo das equacGes. Um problema de autovalor auxiliar é
selecionado para fornecer a base ortogonal das autofungdes, utilizada na expansao do campo de

deslocamento transversal w(x,t), dado por:

le//i (é:)
dé&?

+ 41 Wi(§)=0 (4.1)

Como o problema tratado tem suporte biengastado, as condi¢@es de contorno utilizadas

nesse tipo de problema séo representadas por:

vi(0)=0 e  y(1)=0 (4.2)
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SendoV, (5) a autofuncéo e pj 0 autovalor, o problema estudado terd a seguinte condicéo

de ortogonalidade:

0, sei#]j

[KGCES 43)

Ni, sei=]j

Resolvendo a integral da Eq. (4.3), a normalizacdo do problema é feita pela expresséo:

1

N = [ v ae-3 (4.4)

A solucdo da equacéo do autovalor (ui), Eq. (4.3), resulta na expresséo:
v, (&) =sen(u &), sendo g =iz, i=1,2,3,... (4.5)

Assim, o problema de autovalor considerado permitira definir o potencial do par

transformada-inversa para a determinar o deslocamento transversal w(g,t), dada por:

vT/i(r)zj v (E)w(Et)de, transformada

(4.6)
W(fvt)=z v (&)W (7), inversa
i=1
Dessa forma, a autofungéo agora normalizada podera ser expressa por:
5 yi (S
N,

Portanto, o desenvolvimento do processo de aplicacdo da GITT ao problema de
autovalor com solucdo desenvolvida no processo de transformada-integral no intervalo & e

[0,1] no dominio de t, tera no processo de solugdo da EDP, 0 emprego da Eq. (4.4), as condi¢cfes
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de contorno da Eq. (4.2) e a multiplicacdo da equacgdo adimensionalizada porI ¥($) d¢, obtendo
0

a EDO utilizada na determinacéo de w(,t) dada pela equacéo:

_; "2 Z‘\J P24 (2 -1) P (7)
s S
ZZZBIJHW Wi (7) W ()W, (z)=F(z), i=1,23

Sendo F(¢,7)=F, g(r), e os coeficientes Ajj.Bij € Fi(r) da EDO, expressos por:

N KICRACEE (4
Biju = Llwi (&) 7, (&) v (&) . (&) dé (4.95)
F(7)= Ioleﬂi (r)F(&,7r)dS (4.9¢)

A solucdo da Eq. (4.8) depende de sua condicdo inicial e de contorno. Para isso é
aplicado o mesmo processo de transformada-integral a essas condi¢fes de modo a satisfazer as

autofuncdes, fornecendo as seguintes expressoes:

=Aorv7i(§) sin(zg) d& O‘|T =0 (4.10)

O célculo dos coeficientes numéricos para as equacdes transformadas, Egs. (4.9a-c),
deve ser otimizado para minimizar o custo computacional. Determinar esses coeficientes
diretamente no programa durante a resolucdo do sistema de equac@es diferenciais ordinarias

resulta em um processamento lento e dispendioso, aumentando significativamente o tempo de
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execucdo. Avalia-los externamente, seja por métodos computacionais ou numericos, é
frequentemente uma alternativa mais eficaz, conforme sugere COUTINHO (2021).

No entanto, os coeficientes integrais e numéricos serdo determinados internamente no
programa utilizando a sub-rotina DIVPAG da biblioteca IMSL (IMSL, 2003), devido a

estruturacdo logica e a boa arquitetura estabelecida no algoritmo desenvolvido paraa GITT.

4.2.1 - Modelo Expresso em Forma de Matriz

A representacdo da equacdo do modelo, Eg. (4.8), em forma de matriz € um recurso
operacional que tornar simples o trabalho das variaveis. As matrizes serdo representadas por:
[M] matriz de massa do sistema, [G] matriz associada aos efeitos giroscépios, [D] matriz de
amortecimento do sistema, [C] matriz que contempla o efeito da rigidez do suporte, [H] matriz
que contempla o efeito do amortecimento do suporte, [K] matriz de rigidez do sistema, [N]
matriz que contempla o efeito da rigidez axial do sistema e [F] forcas de excitacdo externas. Os

elementos dos operadores matriciais sao:

1, sei=]
[M]=M; = =[M]=[1], (4.11a)
0, sei=#]
[G]= G, =25f (T)ZAU (4.11b)
[D]=D, =& (4.11c)
[C1=Cy =B 1 () ~Da,  i,j=123..N (4.11d)
[H]= H, =,8(7/g(r)+5)z,0“ (4.11e)
[K]= K, = (4.11f)

[N]= Ny :—2%22 Z ZBW ,(2) 9, (7). () (4.11g)

ERr=
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A equacdo geral do modelo é descrita utilizando-se operadores matriciais, onde é
importante ressaltar que a matriz [N] depende do campo transformado, vindo a ser responsavel

por tornar a EDO do sistema em néo linear, conforme a expresséo:

dzw(r)

o 2 oD e e [ - et @12

O sistema de EDO para os campos transformados, definido pela Eq. (4.8) ou,
equivalentemente, pela Eq. (4.12), sera resolvido numericamente com uma tolerancia prescrita

de 10" para o erro relativo da solugio numérica.

4.3 - SOLUGCAO DE ESTRUTURAS TIPO VIGAS

A solucdo utilizara os fundamentos das vigas de Euler-Bernoulli e os efeitos da rigidez
a deformacdo por meio de uma EDP ou EDIP que ampliardo significativamente os aspectos
praticos do uso da GITT sem aplicar filtros nas condi¢des contorno. Essas validacfes externas
fortalecem a credibilidade do estudo e garantem que os resultados estejam em consonancia com

expectativas da robustez do método, contribuindo para a confiabilidade e relevancia da analise.

4.3.1 - Solucéao para a Condicao de Contorno C - C

Desenvolvida pelo processo de transformada-integral para o intervalo n € [0,1] no
dominio de t, empregando autovalores e autofungdes na solugdo das equagdes. Usard o
problema de autovalor auxiliar selecionado para fornecer a base ortogonal das autofungdes para

a expansdo do campo de deslocamento transversal w(x,t), dado por:

dy;
—(;:En) =ui i) (4.13)

Para esse tipo de apoio, as condi¢des de contorno transformadas séo as seguintes:

Vi@ =(0)=0, ¥, )=y, 1)=0 (4.14)
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Dessa forma, a solucdo analitica da Eq. (4.13) usando a Eq. (4.14), pode ser expressa

pela autofuncdo v, (17) dada por:

COS[,Ui (77 —;H . cosh {ﬂi (77 - ;ﬂ i = impar
o) e G]
. _ | _ _ (4.15)
sen _M (’7_;)_ senh _M (77‘;)_ .

Os autovalores de pi, sdo determinados pelas equagdes transcendentes a seguit:

7
—t — |, =
g( 5 j i =impar

tanh(%j = (4.16)

J7AA
t — |, =
g(zj i = par

Assim, a condicdo de ortogonalidade entéo sera expressa pela seguinte integral definida:

0, sei#]j

JdV/i () v;(n) d77={ (4.17)

0 Ni, sei=]j
Ao resolver a integral da Eq. (4.17), obtém-se a normalizacéo do problema dada por:

v [ v an=y (4.18)

O problema de autovalor considerado permite obter w(n,t) por meio do potencial

transformada-inversa, expresso por:
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1
W (T):I v (n)w(n,7)dn, transformada

(4.19)
o0
w(n,t) = Z G (n)W(c),  inversa
i=1
A autofuncgdo agora normalizada podera ser expressa da seguinte forma:
7, (n) _vln _ v, (1) (4.20)

N

Empregando a técnica da GITT na resolucdo do problema de autovalor (pi), a solugéo
da EDP do modelo, obtida pelo processo de transformada-integral para n € [0,1] no dominio

de 1, envolve o uso da Eq. (4.15), as condi¢des de contorno especificadas na Eq. (4.14) e a

multiplicacdo da EDO obtida pela integral f01 Y;(1) dn. Resultando em:

1 2 1 2 2 o 4
j\m(n)a—ﬁv jvj w.(n)awdn+2VI B3 on+ (0 ) w.(n) de+a i)
0 ot aﬂ on

3 (L azw(awjz 1 I{ 02w r[awjz |
—a|— | yin—|=| dn| -b|—= i(n)—-d — 1| dnl|=0
aL“Z J-O\u(n)an2 on n ¥ O\v(n)a112 n Lo n

Ao aplicar a transformada-integral representada pela Eq. (4.19) nos termos da Eq.

(4.21)

(4.21), obtém-se os termos (T1 a T7), que fardo parte da equacdo governante desse modelo:

1 o2 2 l~ d2w
T J.\V M — G dn = (;j—zj yi(m) wn,7) dn = L'Z(T) (4.22a)
™ Jo dt
v [ - C _ . ' L
=G| we S dn - ;A,-w,-m, A= [ 00 7,0 (4.220)
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1 2 1 © _
_ o*w d (. .ow aw; (1)
T3=2VI Fi(mo—dn = 2V—J. §i(n)——dn = 2v E A—

0 Mot dtJ, on _

PN N
T,=(v —DJL\IH(T])%M = - (v —DZBM,(T) B; me) vi(m)

d W(r)

T, af\um)— n = éd—jw(n)W(nr)dn e = & W ()

) 3 (' Pwlaw)
To=—a {QL W.(n)W(aJ dn}
-2 { j RSO RAGLACHPAOLAS dn]
0 j=1 k=1 =1
{ZZZC W, (1), (r)war)}

=1 k=1 (=1

USSR AR

k=1 £=1

- I 7, {;q/}mwj(r) “ {Z@L(n)v—vk(r)J{Z@;(n)v—vl(r)

-2 J‘Ouvi [;ﬁf}m)wj(r)} ZZ[ f T () 7 () dn] wk(r)w/(r)}

L k=1 (=1

__ b{ [Z ,J J(T)MZZDuwk(r)wemﬂ

k=1 (=1

(4.22¢)

(4.22d)

(4.22¢)

(4.22f)

(4.229)

Portanto, a equacdo do modelo transformada, composta pela substituicdo dos termos da

Eq. (4.22a-g) na Eq. (4.21), tem a seguinte forma:
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a2 i) v N
W| (T) ZA” ] d_\:ZlAijwj (1) - (v2 _1)ZlBijo (1) +& 1w (x)
j= 1=

o o0 O

—a 32 ZZZCIW wj (1) W (1) We(7) (4.23)

j=1 k=1 (=1

bl ZB”WJ(‘E) ZZDkng(r)Wé(r) -0

k=1 (=1

Os coeficientes apresentados na Eq. (4.23) séo especificados pelas equacoes:

A = Iolmi (0)(n) dn (4.242)
%=fmmwkmw (4.24b)
o= [ 5105, 5y (5 ) (4.240)
Dy = Llﬁfk (n) i, (n) dn (4.24d)

As condigdes iniciais para os campos transformados adimensionalizadas sédo dadas por:

dw; (0)

W (0)=0, -

1
=a0'[ i (n) sen(7n) dn (4.25)
0

4.3.2 — Solucao para a condicao de contorno C - CM

Os movimentos intensos, a deformacdo, o cisalhamento e a flexdo séo invariavelmente
reconhecidos como dissipadores de energia nesse tipo de problema. As condic¢Ges de contorno

incorporam a inércia da massa M ao sistema, resultando em um efeito significativo nas
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frequéncias e nas formas dos modos de vibracdo (WANG et al., 2017). A aplicacdo da técnica

da GITT a esse contorno resulta na EDO usada na equacao auxiliar e na solucdo do problema.

d*y; ()
::;41] = iy () (4.26)

Considerando o tipo de apoio as condi¢des de contorno transformadas ser&o:
VO =v0)=0,  wO®=0, v @Q)+n vy@0)=0 (4.27)
A solugdo da Eq. (4.26) usando a Eq. (4.27), resulta na equagdo da autofuncdoy; ()

~ I:COS(Mi) - cosh(ui):l
[sen(y;) + senh(y,)]

y;(n) =cos(um)— cosh(pm) [sen(uin) + senh(uin)] (4.28)

A determinacéo dos autovalores (i) sdo determinados pela equagéo transcendente:
[1 +cos(p;) cosh(pw )]+ ¥ w [cos(ui) senh (p; ) —sen(p; ) cosh(, )] =0 (4.29)
A condicdo de ortogonalidade para essa analise sera:

0, sei#]j

rwi ()w;(n) dn+y v (1)w; (1) = { (4.30)

0 Ni, sei=]

Resolvendo a integral definida apresentada na Eq. (4.30), chega-se a normalizacao do
problema dada pela equacéo:

= v an vl ) (431)

O problema de autovalor considerado permite obter w(n,t) por meio do potencial

transformada-inversa, expresso por:
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w(n,t) dn+v ¥, (1)w(l,t),  transformada

w, (1) j\v.

()Y )

i=1

(4.32)

inversa

Dessa forma, a autofuncéo agora normalizada podera ser expressa pela equacéo:

¥ (n) = ‘3@ v (n)

(4.33)
Assim, ao empregar a técnica da GITT na resolucdo do problema de autovalor (i), a
solucédo da EDP, obtida pela transformada-integral com n € [0,1] no dominio de t, envolvera
0 uso da Eq. (4.28), juntamente com as condicOes de contorno especificadas na Eq. (4.27) e a
multiplicacdo da EDO obtida pela integral fol P;(m) dn. Esse procedimento resulta em uma

equacdo governante dada por:

1~ 02w dv 1~ ow . 2w . 0w
IoWi(n)@r_zdn+aj‘o\lji(n)adn+2vj \v.(n)an dn+(v —1)j Wi(ﬂ)g

1

2
dn+¢

0

(2o

3 (1 Pwlow) 1 w
P R I Rl CLL o IR (Rt AT Rl
a[zazjoW(n)anz(anJ n] LQZ[J‘OW(@@”Z n]

q’i(ﬂ)&n—‘ldﬂ

(4.34)

Aplicando o método da transformada integral para o primeiro e quinto termo da EDP do

modelo, Eq. (4.34), tem-se a seguinte equacgao:

1 2 1 4 2 el 1 4
o°w o'w d o'w
i) —dn+&| Bim)—rdn = — | M) wn,t) dn +& | ¥;(n)—-d
Lw.(n) el &jow.(n)an4 n drzjow.(n) (n,7) dn ijow.(n)an4 n

U=y, o du=y,(ndn 1 (4.353)
o . " ! - 64W - 63W ! ~' ow
1 integracao: . , | v —dn= g —| - | wi(m)— dn
ow ow 0 on o, 0 o
dv:—4dn ovE—
on on
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d2
= 5z \v.(n) w(n, r)dn+§[w.(n) } - &J \v.(n)a 3

W= G < dumd; (dn (4.35b)

o . 3 P o*w o*w ! " o’w
2" integragéo: , , Vi) —dn=| v, (n) S| TE] v () —dn
ow o°w 0 on’ on 0 on

0

= —I Wi(m) w(n, r)dn+é{\v.(n) \v.(n) } éj \v.(n)

U= o du=§, (n)dn (4.35¢)

o . . 1~ll azw ~Il 6\N 1 l~lll a\N
3" integragéo: , = vi)—dn={y;()— | - | ¥ (M)—dn
o°w ' ow 0 o ondy, Jo on

2

= —j yi(m) wn,t)dn+& [\v.(n) \v.(n) W+\v.(n) } ij Vi (n)—dn

u=g, () - du=§, (ndn=py,(n)dn
4° integracio:

d *%d : =
V_an n oov=wn,r) (4.35d)

1 m 6\N m 1 .
3I v () —dn =y, (n)W(n,r)—I 1 0, (mw(n, t)dn
0 on 0

5 52 L

== w.(n)W(n r)dn+a[w.(n) TV g Y w.(n) —\T/;"(n)W(n,r)
on’ on? .
(4.35€)

1
+&u _[ ¥i (mw(n, t)dn
0

Multiplicando a condicéo de contorno, Eq. (4.1) por ; (1) e Eq. (4.31) por Ew(11), tem:

3 2
@) {a iy 2 w(1,r)} 0
n

on’ o’ ¢ Ew(,T) [‘Tfi @) - i vV (1)} =0 (4.36)
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Igualando as duas expressdes da Eq. (4.36), obtém-se:

o*w(1,7) o*w(l, 7)
3 2

+Eu Yy i ()w(T) (4.37)
n=1

— G OWLT) = v (1)
n=1

Evi (1)

Substituindo a Eq. (4.36) na Eq. (4.37), chega-se a seguinte expresséo:

1

et B W) + 8 _[ B (438)
0

2 2
=; \v.(n) w(n, 1) dn + v §; (1) ;v(l’ )

Substituindo a Eq. (4.38) na Eq. (4.32), obtém-se a expressdo transformada:

2

1 1
d_ZU Wi () wn, t)dn +y p; (1) w(, r)} +e ) U ¥i (mw(n, ) dn +v ; (1) w, r)}

T 0 0
(4.39)

d W(‘C) & pdw ()

Os demais termos transformados séo dados pelas expressdes da Eg. (4.33). Portanto, a

equacdo governante transformada sera descrita da seguinte forma:

d
Ry 22/\, i dVZA,w,(r) G —1>ZB.JWJ(r)+au,w.(r>

dr

o o ©

-a 32 DTS Cijee @ @) (4.40)

j=1 k=1 (=1

[ 0 0 [0 0]
1 2 : _ 2 : 2 _ _

Os coeficientes apresentados na Eq. (4.38) séo especificados nas expressoes:
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Aj =I % () (n) dn (4.41a)

oy~ [ g () (4.410)
Cye = j (), () (), (n) (4.410)
Dy ='[ (), (n) dn (4.41d)

A obtencdo dos coeficientes numéricos e integrais das equacdes transformadas, Eq.
(4.26a-d e 4.41a-d), durante a resolucdo da EDO do modelo resulta em alto custo computacional
(COUTINHO, 2021). Mesmo com uma boa estruturacdo légica e eficaz arquitetura do
algoritmo da GITT, neste trabalho, os coeficientes integrais sdo determinados de forma analitica
usando o software Mathematica (Wolfram). Os resultados obtidos sdo incorporados ao
algoritmo do modelo, tornando o processamento eficiente evitando lentiddes e custos

computacionais excessivos.
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CAPITULO 5

RESULTADOS E DISCUSSAO

5.1 -MODELOS DE VIBRACOES OBTIDOS PELA GITT

Nesta secdo, serdo apresentados os resultados e discussdes dos modelos de vibragGes,
abordando analises e interpretacdes dos resultados das equacdes resolvidas com essa técnica.

Serdo discutidas as frequéncias naturais, modos de vibra¢do e comportamento dindmico
sob diferentes condigcOes de carga e geometria, incluindo a influéncia de parametros como
rigidez, massa e amortecimento. Para obter uma visdo abrangente do desempenho e das
capacidades dos modelos, com énfase na analise da convergéncia, estabilidade e validacdo dos
resultados em cada caso.

Segundo CHAPRA e CANALE (2020), a convergéncia pode ser interpretada como a
capacidade de produzir resultados consistentes e confidveis. Enquanto a estabilidade ¢é essencial
para garantir a qualidade e a representatividade dos resultados, assegurando que os coeficientes
da equacdo permanecam estaveis em diferentes condicdes e cenarios de aplicacdo. Ja a
validacdo é uma certificacdo do processo de célculo que assegura o objetivo sobre a adequacgao
da metodologia, a robustez do modelo e a qualidade dos resultados em conformidade com as
caracteristicas dos modelos. Nas etapas seguintes:

1) Verificacdo da convergéncia, seguira a metodologia proposta por GU et al. (2016), que
determina N em funcéo do fator 2" (n=0, 1, 2, ...), um ndmero minimo de termos N = 4, 8,
16, 32 e 64, representando os resultados da tolerancia estabelecida de acordo com a
estabilidade do método.

2) Estabilidade numérica, relaciona a precisdao do algoritmo. Essas analises sdo fundamentais
na avaliagdo e confiabilidade dos resultados numéricos dos coeficientes ajustados.

3) Perfil vibracional, estabelece uma relagdo entre a energia € 0 campo deslocamento lateral.
Analisa o resultado do modelo aplicando a FFT no estado do movimento para avaliar a
consisténcia espectral da energia do sistema.

4) Validacao dos resultados, por se tratar de um trabalho de Método, a eficacia da solucédo é
validada comparando os resultados obtidos com dados publicados na literatura por autores

que abordem a mesma sistemética de calculo.
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As equacdes dos modelos serdo tratadas no ambiente Fortran-95 da Absoft Tools (2013),
versdo 14.0.3 (2.2). Por se tratar de um problema de valor inicial, serd empregada a sub-rotina
DIVPAG da IMSL (2003). Para o processamento dos célculos sera utilizado um Computador
da marca DELL, modelo Inspiron 7559, Intel(R) Cor™ i7-6700HQ, CPU 2.6 GHz, 32 GB de
RAM, Sistema Operacional Windows 10 Home Single Language (64 bits) v. 22H2.

De forma instituida, sera monitorado o tempo de CPU para observar a eficacia e
concisdo da implementagdo computacional da GITT como ferramenta de célculo. Para isso
serdo implementadas linhas de cddigo no programa em Fortran-95 desenvolvido para as
analises dos modelos. As linhas de codigo que dizem respeito ao monitoramento do tempo de

CPU, estdo mostradas na Fig. 5.1.

. Absoft Tools - Pham-Hong2020-Modelo1-original-GITT*
File Edit View Project Build Help
d q = /£ :
NAald-2d ) ' @ t & 2] g Active Build: Release ~
Files & X  Pham-Hong2020-Modelo1-original-GITT.f90
Name iy ;
396 Tfin = Cpsec()
Vv IF95 | 397 Cpud = Tfin - Tinic
Pham-Hong2020-Modelol-| 393
399 Prints
400 Prints,' Tempo de Cpu~ ',Cpud,’ Segundos'
481
462 Write(2,55)Cpud
483 Write(3,55)Cpud
404 Write(4,55)Cpud
4es
466 Format(2X,'Tempo de Cpu = ',E11.5,' Segundos')
407

Figura 5.1 — Linhas de cédigo do monitoramento do tempo de CPU.

O monitoramento do tempo de CPU sera particularmente realizado em cenarios que
envolvam um grande volume de dados durante as interacdes das malhas. Em geral, esse
monitoramento tem um limite para 0s processamentos para acompanhar o desempenho dos
programas e garantir que o processamento permanec¢a dentro do intervalo de execucéo
considerado razoavel ou até mesmo bom, conforme a ISO/IEC 25010. Nesse trabalho, 600
segundos de processamento serd considerado suficiente para verificar a necessidade de
alteracdes ldgicas ou metodologicas para melhorar o tempo de CPU e garantir a razoabilidade

do processamento considerando a configuracdo do computador utilizado.
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5.2 - ANALISE DA CONVERGENCIA DOS MODELOS DE CORDAS

5.2.1 - Andlise da convergéncia do modelo I

Nesse modelo o comportamento dindmico foi fundamentado nos dados oscilatorios de
uma corda fina pela sua sensibilidade as mudancas operacionais nesse tipo de sistema
(SUWEKEN, 2003; SUWEKEN e VAN HORSSEN, 2003; PHAM e HONG, 2020).

A andlise da convergéncia dos resultados numéricos obtidos por simulagdes com a
GITT, para o deslocamento transversal w(&,t) e da coordenada longitudinal (&), requer verificar
0 comportamento oscilatorio do sistema em trés valores da velocidade de transporte
adimensional B: p = 0,1, 0,5 ¢ 0,8. Essas simulagdes Serdo realizadas para N = 4, 8, 16, 32 e 64

termos em t = 2,5. Os resultados estéo representados graficamente na Fig. 5.2.
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Figura 5.2 — Resultados numéricos da avaliacdo da convergéncia do modelo I.

Segundo os critérios adotados € possivel garantir um nimero minimo e seguro de termos
viavel quando N > 8, de acordo com o contexto especifico da expansao das autofuncdes. OS
resultados estabelecem que o aumento de B causa um crescimento na amplitude das oscilagoes
w(&,t)x10% Essa avaliagdo pode ajudar na eficacia do método numérico ou identificar possiveis
problemas na convergéncia, levando a um refinamento nos parametros do modelo. A
verificagdo da estabilidade numérica para os campos transformados € importante para garantir
a qualidade dos resultados e a confianga da representatividade.
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A Fig. 5.3 apresenta os graficos da verificacdo da estabilidade numérica do modelo I,
para o deslocamento lateral em fungéo de t e f em cinco pontos igualmente espacados ao longo

da coordenada &, simulado para N =32.

50

0 —— =084
—— =067
—£=0.50
9 £=0.33
g ——=0.16
0 —
0 5 1C

frequencia (f)

Figura 5.3 — Resultados da verificacdo da estabilidade do modelo I.

O gréfico 5.3(a) destaca claramente a evolucdo temporal da solugdo em diferentes
posicdes com deslocamento transversal w(é,t)x10% 5.3(b) oferece uma compreensdo da
estabilidade do sistema na fragdo do dominio temporal para t € [2,5;3,5], identificando padrdes
e comportamentos relevantes pela aplicacédo da GITT, enquanto 5.3(c) revela o espectro de
poténcia, representando a distribuicdo detalhada de energia no dominio da frequéncia (f), obtido
por meio da Transformada Rapida de Fourier (FFT) realizada em 5.3(b). A determinacdo da
FFT utilizou as Ferramentas de Analise do Excel a partir dos dados da GITT, para mostrar a
densidade de poténcia dos campos de deslocamento w(&,t). Essa interpretacdo possibilita
identificar aspectos do comportamento do sistema ao analisar a densidade espectral de poténcia
(PSD), observando a distribuicdo da energia nas pequenas vibracdes ao longo dos contornos até
atingir as frequéncias maximas no centro da corda.

Assim, a analise modal é uma ferramenta empregada para determinar os modos
vibracionais de um sistema e identificar ressonancias (LAURA, 1974; PAKDEMIRLI et al.,
1994; CHAPRA e CANALE, 2020). Nesse contexto, € conveniente utilizar a GITT para esse
tipo de problema, uma vez que a solucéo esta na forma de expansdes das autofungdes do campo
de deslocamento transversal w(,1).

Os resultados da verificacdo modal do modelo I, foram exemplificadas na aplicacdo
experimental, nos trés primeiros modos de oscilagdo, com = 0,01, em 1 = 2,5, deslocamento

transversal w(&,t)x10? e N = 32. Os resultados obtidos estdo apresentados na Fig. 5.4.
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Figura 5.4 — Perfis vibracionais do 1°, 2° e 3° modos de oscilagdo do modelo I.

Percebe-se na Fig. 5.4 que as deflexdes diminuem & medida que o nimero do modo de
oscilacdo aumenta, sugerindo uma influéncia predominante do 1° modo sobre as deflex6es. Essa
observacdo é confirmada pela analise da PSD, onde as amplitudes de vibracdo se aproximam a
medida que o nimero de termos (N) tende ao infinito. Isso mostra que, para valores pequenos
de B (cerca de 1% de &) o sistema, submetido apenas a velocidade de propagacao e a tensdo na
corda, converge para um numero infinitamente menor em relacdo aos modos de oscilacéo.

Avaliacdo da eficicia da forma de calculo do modelo I, foi testada comparando os
resultados determinados pela GITT com de LU et al. (2019). Em trés velocidades de transporte

B=0.1,0.5¢ 0.9 com N =2, no primeiro modo de oscilagdo. Como mostrado na Fig. 5.5.
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Figura 5.5 — Resultados de comparacdo da dindmica comportamental do modelo I.

Os graficos da Fig. 5.5 retratam o0 movimento de uma corda flexivel na direcéo axial sob
tensdo constante (T) em diferentes velocidades de transporte. A variacdo da intensidade da
amplitude exibida representa 0 movimento modal para diferentes perfis periodicos, de acordo
com a dire¢do do pulso da onda e caracteristicas do tipo de operacionalidade de cada simulacéo.
Quando = 0.1, as amplitudes sdo abundantes e bem distribuidas no ponto central. Em 3 = 0.5,
h& um ndmero intermediario de linhas devido a velocidade de oscilagdo. Em p = 0.9, as

amplitudes sdo influenciadas pela proximidade do valor limite, onde as oscilacfes sdao maiores
e a intensidade energetica é menor.

5.2.2 - Andlise da convergéncia do modelo II

A andlise da convergéncia seguird a mesma metodologia adotada no modelo anterior.
Considerando a velocidade de transporte adimensional 8 € [0,1] e deformagao axial a € [0, 0,2]
(MOTE Jr., 1966; BAPAT e SRINIVASAN, 1967).

A verificacdo da convergéncia neste modelo requer simulacdes do deslocamento
transversal w(&,t) em funcdo da coordenada longitudinal (&), analisando a dindmica oscilatéria
do sistema em trés combinagdes de valores de B ¢ a: p= 0,01, 0,5¢ 0,8, ¢ a.=0,05,0,1 e 0,2.
Estas simulacdes foram feitas para N = 4, 8, 16, 32 e 64 em t = 2,5. Os resultados estdo

representados na Fig. 5.6.
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Figura 5.6 — Resultados numéricos da avaliacao da convergéncia do modelo I1.

Para esses resultados conforme os critérios adotados, 0 nimero minimo e seguro de
termos viadvel serd quando N > 8, conforme o contexto especifico de expansao das autofungdes.
Observa-se que, a medida que B cresce a também cresce, levando a um aumento no
deslocamento transversal w(&,t)x10? e na intensificacdo da propagacio das deformacdes.

Essas mudancas sao significativamente influenciadas pelas propriedades do material da
corda, como sua elasticidade (MOTE Jr., 1966; PHAM e HONG, 2020). Entender a relagéo
entre o e B pode ajudar a melhorar a eficacia da GITT e detectar problemas de convergéncia do
modelo, permitindo ajustes para garantir resultados satisfatorios.

A avaliacdo da estabilidade numérica da EDO no campo transformado, é fundamental e
garante a qualidade, confianca e representatividade dos resultados. A Fig. 5.7 representa a
verificacdo da estabilidade numérica do modelo 11, com deslocamento lateral w(&,t)x10% em

funcdo de t e f para cinco pontos igualmente espacados na coordenada & para N = 32.

(b)

\Vf YAV/IR® \ )

'1 T T T
0 5 10 25 3 3.5
T T frequencia

w(E,T)

Figura 5.7 — Resultados da verificagdo da estabilidade do modelo 1.
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Assim como no modelo I, os graficos da Fig. 5.7, destacam a evolu¢do temporal da
solucdo em cinco diferentes posi¢des. Sendo 5.7(a) a evolugdo temporal da solucéo e 5.7(b) a
estabilidade do método para t € [2,5;3,5]. Em 5.3 (c) 0 espectro de poténcia e a distribuicdo de
energia no dominio da frequéncia f €[0,10] determinado pela FFT, sendo menor que em 5.7(c).
Isso € devido a resisténcia oferecida pela estrutura interna do material (o) (PHAM e HONG,
2020). A abordagem desse modelo possibilita identificar aspectos do comportamento do
sistema verificando a distribui¢cdo de PSD ao longo do comprimento da corda.

A analise modal do modelo I1, usou como exemplo a exploracao experimental dos trés
primeiros modos de oscilagdo, com = 0,01 e o = 0,2, em 1 = 2,5, deslocamento transversal

w(E,t)x10% e N = 32. Os resultados obtidos estdo mostrados na Fig. 5.8.

=
uf Modo 1
EN

Qﬁ Modo 2
S

=

w

3 Modo 3

Figura 5.8 — Perfis vibracionais do 1°, 2° e 3° modos de oscilacdo do modelo II.

A Fig. 5.8 mostra um leve desequilibrio na estrutura dos modos vibracionais, provocado
pela dependéncia do sistema em relacdo a tensdo aplicada e a resisténcia do material da corda.
Se a amplitude for constante a intensidade do estimulo influenciaré B, tornando a caracterizagao
sistémica dependente dos efeitos de a. Pelo biengastamento, os pontos nodais nos extremos
serdo nulos. Por menor que seja 0 movimento giroscépico, eles afetam as oscilacdes e
comprometem a estabilidade do sistema. Segundo a teoria oscilatdria, o periodo de oscilacdo
do modo fundamental (1), p € [0,1], modifica-se pela inser¢do do movimento transversal
(AMES et al., 1965; MOTE Jr., 1966; BAPAT e SRINIVASAN, 1967), dado por:

2

fe-- 327

Tt =

(5.1)
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Sendo w* igual a 0,01, os resultados das anélises relacionadas a evolugdo temporal das

oscilagdes do modelo 11, Eq. (5.1), estdo mostradas no grafico da Fig. 5.9.
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Ol =0.01 Bapat e Srinivasan (1967)
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Figura 5.9 — Resultado da analise oscilatoria do modelo Il e variacdo de 3 em funcdo de .

Na Fig. 5.9, est4 apresentada a relacdo frutifera entre o e p em fungdo do periodo de
oscilacio na regifo de equilibrio operacional (B < 1). E percetivel no grafico a influéncia dos
parametros B e a rigidez a deformagao (a) na regido de equilibrio. Destacando que aumentando
B resultard na diminuicdo de 1: e da amplitude até alcancar o limite da deflexdo (B = 1).

E importante notar que a eficicia dessa dindmica pode variar conforme a rigidez a
deformacao axial (o) do material. Isso fica evidente ao observar o comportamento da curva do
Modelo 1, inserida no grafico para efeito de comparacdo, ja que esse modelo ndo leva em
consideracao o pardmetro (o) em sua equagdo. Como resultado, o ponto de transi¢do da
linearidade do modelo Il € menor.

A comparacdo dos resultados de BAPAT e SRINIVASAN (1967) e da GITT, revela
uma concordancia satisfatoria, destacando a representatividade aprimorada pela GITT
evidenciado nas curvas resultantes. 1sso sugere que o uso da sistematica empregada oferece
resultados mais precisos do comportamento desse modelo. E fundamental considerar que a
escolha do modelo pode variar dependendo das caracteristicas especificas do sistema e dos

objetivos da anélise.
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5.2.3 — Anadlise da convergéncia do modelo III

A andlise da convergéncia seguira a mesma metodologia adotada nos modelos
anteriores. Com velocidade de transporte adimensional B e [1,5, 2,5] e frequéncia angular
adimensional y € [0, 0,5] (PAKDEMIRLI et al., 1994; ZEN e MUFTU, 2005 e 2006).

A verificacdo da convergéncia requer simula¢@es no deslocamento transversal w(&,t)
em funcdo da coordenada longitudinal (&), analisando a dindmica oscilatdria do sistema em trés
combinages de valores da velocidade de transporte adimensional B e y: = 0,01, 0,5¢ 0,8, e
v=10,01, 0,3 e 0,5. Essas simulacdes foram realizadas para N = 4, 8, 16, 32 e 64 em t = 2,5. Os

resultados estao representados graficamente na Fig. 5.10.
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Figura 5.10 — Resultados numéricos da avaliacdo da convergéncia do modelo I11.

De acordo com o critério adotado, 0 niumero minimo de termos vidvel para 0 modelo
segundo a expansdo das autofuncbes € N > 8, considerado seguro e consistente a analise
numeérica. Os resultados apresentados mostram que com o crescimento de 3 e y o deslocamento
transversal w(€,t)x102 se mantém e a intensidade da propagacéo das deformagdes ndo parecem
ser notadas mesmo com grandes velocidades.

A avaliacdo da estabilidade numérica da solug¢do da EDO para os campos transformados,
é fundamental para garantir a qualidade e confianca dos resultados e sua representatividade. A

Fig. 5.11 apresenta os graficos da verificacdo da estabilidade numérica do modelo 111, para o

76



deslocamento lateral w(&,t)x10? em funcdo de t e f, considerando B = 2, y = 0,01, em cinco

pontos igualmente espacgados ao longo da coordenada & simulado para N = 32.

(b) (c) —&=0.84
£=0.67
© Q —&=0.50
o 4 -
g & £=0.33
& —&=0.16
O T T T T T T T T T
012345678910
0> :k 1> frequencia (f)

Figura 5.11 — Resultados da verificacdo da estabilidade do modelo 111.

Na Fig. 5.11, destacam-se a evolucdo temporal da solucao em cinco diferentes posicoes.
Sendo em 5.11(a) a evolucdo temporal da solucdo e 5.11(b) a estabilidade numérica dos
resultados. Em 5.11(c) o espectro de poténcia e a distribuicdo da energia no dominio da
frequéncia (f) sendo menor que nos modelos anteriores, devido a poca resisténcia oferecida
pelas polias (PHAM e HONG, 2020).

VariacOes na rigidez podem afetar diretamente a amplitude e a frequéncia das vibracoes,
resultando em oscilag6es que demanda baixa energia para oscilar, o que poderia ser insuficiente
para causar danos as polias (PAKDEMIRLI et al., 1994). Os resultados da analise modal do
modelo 11l, usou como exemplo exploratério experimental os trés primeiros modos de
oscilagdo, com B =0,01 ey = 0,01, em t = 2,5, deslocamento transversal w(é,t)x10%e N = 32.
Os resultados obtidos estdo na Fig. 5.12.
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Figura 5.12 — Perfis vibracionais do 1°, 2° e 3° modos de oscilacdo do modelo I11.



A representacdo dos modos vibracionais da Fig. 5.12 revela que as oscilacdes
observadas estdo todas dentro das amplitudes méaximas obtidas. Eles estdo vinculados
diretamente a B e vy, relacionados ao conjunto de pardmetros do modelo, as condicdes
vibracionais do sistema e as movimentacgdes e deformacdes do material. Mesmo os apoios sendo
moveis (polias), eles sdo tratados no modelo como biengastada, o0 que implica na anulacéo da
amplitude, velocidade e frequéncia angular nos contornos.

Nesse modelo apesar da velocidade variar com o tempo, ndo séo identificadas mudangas
significativas nos modos de vibragdo que identifiqguem instabilidade do modelo. PAKDEMIRLI
et al. (1994) observam que a rigidez desempenha um papel significativo na resposta vibratoria
do sistema, destacando a importancia do tensionamento adequado para evitar harmodnicos
vibracionais indesejados ou ressonancias que possam afetar o desempenho e a vida Gtil dele.

Assim é vidvel uma analise da dinamica oscilatéria do Modelo Ill, que tem como
premissa comparar resultados graficos obtidos pela GITT com modelos similares.
Considerando o movimento oscilatério sempre no ponto medio (§ = 0,5), discretizados na

coordenada espacial & e temporal (), 0s resultados obtidos estdo mostrados na Fig. 5.13.
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Figura 5.13 — Aferigdo dos Resultados da dindmica do modelo I11 em fungéo de t.

A Fig. 5.13 permite visualizar a comparacdo direta dos métodos e a abrangéncia dos
diferentes resultados. A comparacdo grafica avalia a aplicabilidade da GITT frente a outros
modelos, e qualificado pela Teoria de Floguet segundo PAKDEMIRLI et al. (1994), sera
estavel se o grafico permanecer constante e instavel se aumentar continuamente a amplitude.

Na discretiza¢do do tempo (t—7) foi considerado na desobstrucdo do adensamento dos
resultados e o nimero de termos do problema, estabelecidos com o melhor valor no viés
comportamental do modelo, ou seja, os modelos testados tomaram como base os dados
operacionais e reais propostos nos artigos utilizados.

Em PAKDEMIRLLI et al. (1994) é analisado o movimento de uma serra fita operando a
velocidade variavel V(t). Para solucionar as equacOes diferenciais e observar a instabilidade
operacional do sistema foi usado 0 método de Galerkin. O deslocamento generalizado é feito
por uma matriz monodrdémica criada pela teoria de Floquet para varios valores de N.

A semelhanca comportamental da Instabilidade entre a GITT e PAKDEMIRLI et al.
(1994) ocorreu com p=2,115 ey = 0,322 e a Estabilidade com 3 = 2,069 e y = 0,357. O modelo
de ZEN e MUFTU (2006), utiliza o principio de Hamilton e discretiza o espaco com o método
dos elementos finitos (MEF) para fugir do uso de uma Unica funcéo para aproximar L. A anélise
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da estabilidade desse sistema, foi feita usando os autovalores da matriz monodrémica. A

Instabilidade ocorreu com B = 1,839 ¢ y = 0,306 e a Estabilidade com  =2,161 e y = 0,374.

5.2.4 - Anadlise da convergéncia do modelo IV

A andlise da convergéncia seguira a mesma metodologia adotada nos modelos
anteriores. Com velocidade de transporte adimensional € [0,01, 0,5], frequéncia angular y
[0,01, 5], rigidez da mola x e [0,5], fator de amortecimento & € [0,3] e forca de excitacdo
externa Fo € [0,01, 2] (ZHANG e CHEN, 2016; PHAM e HONG, 2020).

A verificagdo da convergéncia requer simulagdes do deslocamento transversal w(&,t)
em funcdo da coordenada longitudinal (§), analisando a dindmica do sistema para trés
combinag6es de valores de B, v, x, d e Fo: $=0,01,0,3e0,5,y=0,01,3e5,k=0,2e 3,0 =
0,2e3,eFo=0,01, 0,05 e 2. Essas simulacOes foram realizadas para N = 4, 8, 16, 32 e 64 em

T = 1. Os resultados estéo representados graficamente na Fig. 5.14.
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N =64
. B=001 y=001 k=0 8=0 Fo=0,01
0 0.25 0.5 0.75 1
g

Figura 5.14 — Resultados numéricos da avaliacdo da convergéncia do modelo 1V.

Conforme o critério adotado, o nimero minimo de termos considerado seguro e
consistente para a analise numérica do modelo serd N > 8. Segundo a expanséo das autofuncdes
e de w(&,t)x10% a avaliacio da estabilidade da EDO nos campos transformados garante a
qualidade dos resultados e uma representatividade confiavel do sistema em quest&o.
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Os resultados apresentados mostram que, para o perfil homogéneo de excitacdo
harmonica F(&,t) = Fo cos(yt). Por questdo de modelagem, x e 6 = 0, e por idealizacdo da falta
de rigidez ou amortecimento da corda, os valores de 3 e Fo sdo iguais a 0,01 para manter as
caracteristicas harmonicas e preservar a equacdo do modelo. Segundo ZHANG e CHEN (2016)
a rigidez da corda (k) esta relacionada a sua capacidade de resistir a deformagéo da forga
aplicada (Fo). Quanto maior a rigidez menos a corda se deforma sob tensdo (T) (grafico
superior). J& 0 amortecimento (J) é a dissipacao da energia vibracional (gréfico do meio). Eles
destacam que o equilibrio entre x e 3, com bom desempenho vibratorio e amortecimentos
adequados produz uma oscilagdo controlada e sustentada (grafico inferior).

A avaliacéo da estabilidade numérica da solugdo da EDO para os campos transformados,
é fundamental para garantir a qualidade e confianca dos resultados e sua representatividade. A
Fig. 5.15 apresenta os graficos da verificacdo da estabilidade numérica do modelo 1V, para o
deslocamento lateral w(g,t)x10? em funcio de te f, parap=0,5,y=5,x =0, 8 = 3, Fo = 0,05,

em cinco pontos igualmente espacados ao longo da coordenada & simulado em N = 32.

w(E,T)

0 T T T T T T T

012345678 910
frequencia (f)

Figura 5.15 — Resultados da verificacdo da estabilidade do modelo IV.

Assim como nos outros modelos, os graficos da Fig. 5.15(a) mostra a resposta do
sistema no dominio de (t) para as cinco posi¢des longitudinais. Verifica-se que no inicio a
amplitude é elevada devido a resposta livre, mas se estabiliza e mantém uniformemente o
desempenho e estabilidade numérica vista na Fig. 5.15(b), com uma resposta oscilatdria suave.
Na Fig. 5.15(c) estéo as densidades espectrais de poténcia dos resultados da Fig. 5.15(b).

A baixa magnitude do pico PSD mostra que a excita¢do externa ndo causara nocividade
grave ao sistema mediante o efeito do amortecimento, que manterd o equilibrio e os

movimentos giroscopicos compensados pelas molas (k).
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Os resultados da analise modal do modelo IV, usou como exemplo a exploracdo
experimental dos trés primeiros modos de oscilagdo, com B =0,01,y=2,k=1,6=1eFo =
0,05, em t = 1, deslocamento transversal w(&,t)x10> e N =32. Os resultados obtidos esto

mostrados na Fig. 5.16.
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1
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1
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z
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Figura 5.16 — Perfis vibracionais do 1°, 2° e 3° modos de oscilagdo do modelo IV.

Os modos vibracionais mostrados na Fig. 5.16, representam as fases de equilibrio
oscilatorios em funcdo dos valores estabelecidos para os parametros do modelo avaliado, ou
seja, todas as vibragdes sdo aceitas desde que estejam dentro do intervalo de confianca das
amplitudes maximas permitidas, conforme os graficos da Fig. 5.16. O estimulo dado por Fo foi
escolhido de forma a ndo causar vibragfes nocivas as molas e ao amortecimento, mas que
pudesse ser representativo.

Devido a um numero grande de graus de liberdade, hd um desbalanceamento nas
oscilacBes pela presenca do sistema de amortecimento. Surgem movimentos giroscopicos
apreciaveis que dificultam a resolucéo analitica da EDO desse modelo. Assim, dois testes de
comparacao entre os valores foram realizados com intuito de aprimorar os resultados.

O primeiro de teste de comparagdo, admite uma excitagdo harmonica externa uniforme
dada pela expressao: F(&,t) = Fo cos(mt), e um deslocamento inicial de amplitude ao = 0,01. Os
resultados estdo ilustrados nos graficos da Fig. 5.17, sendo obtidos para os valores dos
parametros k =3,26,6=1,=0,3, ® =3, Fo = 0,03 e N=32.
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Figura 5.17 — Resposta harmonica a vibracdo forcada em funcédo de w(g,t).

Os resultados relatados em 5.17(b), estdo em boa concordancia com os de ZHANG e
CHEN (2016) em 5.17(a), com & correspondendo a X ¢ t a t, representando a resposta forgcada
e amortecida do sistema quando = 0,6. Nota-se em 5.17(c) que, a frequéncia da resposta
forcada em estado estacionario € idéntica a frequéncia de excitacdo esperada.

A Fig. 5.18 mostra os resultados da GITT para a resposta forcada em funcéo de § e t,
para os parametros: k =0, =0, 3 =0,3, ® = 3, Fo = 0,01, ao = 0 e N=32. Os resultados de
ZHANG e CHEN (2016) sdo apresentados como pontos azuis em 5.18(c) e os valores obtidos

pela GITT como uma funcao continua. Mostrando que o deslocamento transversal em w(0,6;7)

possuem excelente combinagao.
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Figura 5.18 — Resposta do sistema a vibracéo forcada em funcéo de w(g,).

Os resultados da GITT na posicdo & = 0,6 relatados em 5.18(b) estdo em boa
concordancia com 5.18(a) conforme ZHANG e CHEN (2016). Nota-se que os resultados da
Fig. 5.18(c) foram obtidos para amortecimento nulo do sistema (& = 0). Assim, a resposta
forcada pode ser uma resposta harménica cuja amplitude lateral cresce de maneira ilimitada
com o decorrer do tempo.

No segundo teste de comparagéo de resultados, sdo adotados valores para os parametros:
k=0,0=1,=0,3,®=3,Fo, =0, Ao=0,01 e N = 32, Os resultados da GITT e os de ZHANG
e CHEN (2016) para w(&,t) sao mostrados no grafico da Fig. 5.19.
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Figura 5.19 — Resultados da avaliacdo da convergéncia para vibragédo livre em funcdo de
diferentes valores de .

Na Fig. 5.19(a), (b) e (c), os resultados do GITT para a resposta da vibragdo livre
coincidem exatamente com os relatados por ZHANG e CHEN (2016). Como nenhuma forca de
excitacdo foi aplicada ao sistema, o comportamento da vibracdo livre em 5.19(a) e 5.19(b)
assemelha-se ao observado por CHUNG e KAO (2011). Nesses casos, uma perturbagdo semi
senoidal com amplitude inicial ap = 0,01 é gradualmente reduzida devido ao amortecimento a

medida que o tempo aumenta, indicando que o sistema atingiu 0 maximo ou a criticalidade.
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5.3 - AVALTACAO DOS RESULTADOS DOS MODELOS DE CORDAS

5.3.1 - Resultados numéricos do modelo I

Esse modelo pode ser considerado como fundamental, uma vez que na equacao geral a
velocidade axial é unitaria, e os efeitos relacionados a aceleracéo, rigidez, amortecimento e

excitacdo séo desprezados. A expressdo que o descreve tem a forma:

m 2 dvz(f) +G dvz(;) +CW(r)=0 (5.2)

Nesse modelo, a andlise da frequéncia (o) em funcdo da velocidade de transporte
(B=VIC) é realizada considerando o periodo transversal de oscila¢do (tn), um pulso iniciado em
um contorno que ira até o outro contorno retornando para o contorno original logo em seguida
(AMES et al., 1968; ZWIERS e BRAUN, 2007; MARYNOWSKI e KAPITANIAK, 2014).

o LoL 2 L
" C+v C-V (1-p7)C

(5.3)

A interpretacdo numeérica sobre a dindmica desse modelo, foi feita através da Eqg. (5.3)

no intervalo 1, € [-o0,+o0], resultando em um perfil oscilatério caracteristico no intervalo, €

[£1]. De acordo com AMES et al. (1968), essas raizes sdo iguais a , correspondendo as

_1
(1+5)

fases da onda, que estabelece um periodo fundamental da oscilagéo (tr) igual a:

(5.4)

Os resultados obtidos utilizando as Egs. (5.2) e (5.4), considerando o intervalo da

velocidade de transporte adimensional 0 < § < 1. Estdo mostrados no grafico da Fig. 5.20.
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Figura 5.20 — Resultado das oscilacdes do periodo fundamental (tr) em funcéo de p.

Na Fig. 5.20, o periodo fundamental (tr) cresce proporcional a B € [0,1] em direcdo a
assintota da curva (p = 1). Observa-se um aumenta suave da curva em 3 <1 < 4, até o ponto de
inflexdo 0,6 sinalizando um perfil linear no modelo, caracteristico para pequenos valores de .
O ponto de inflexdo obtido por meio do método de Newton-Raphson, representado pela linha
tracejada e correspondente ao controle da velocidade de oscilagdo (AMES et al., 1968).

A medida que () aumenta a frequéncia das oscilagdes diminui, como observado nos
graficos (a), (b), (c) e (d) determinadas pela GITT. Por exemplo, se = 0,80, proximo ao limite
da velocidade de processo (assintota), a frequéncia de oscilacdo diminui, resultando em uma
reducdo nas vibragbes. Isso faz com que a frequéncia natural do sistema dependa
essencialmente de B. Quando B ~ 1, a frequéncia de excitagéo se torna muito grande, fazendo a
equacdo do modelo ndo responde corretamente as perturbacGes e o sistema torna-se cadtico,
sem controle. Isso levar a corda a ficar proxima a tensdo de rutura tornando os movimentos de
coriolis, torsionais e laterias predominantes.

O fator de frequéncia natural para 0 modo de oscilacéo original pode ser expresso por:
f;=C/2L (MOTE Jr., 1966; AMES et al., 1968; WICKERT e MOTE Jr., 1990), resultando na

frequéncia natural de oscilacdo dada por:
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. _(@=F)c
"2 L

=f,(1- 4) (5.5)
Considerando que a corda esteja em estado estacionario, a frequéncia natural de
oscilacdo ser on = n o1, dessa forma, a frequéncia natural exata para todos os modos de

oscilacdo seré dada por:
o, =nz(1- ), n=123,... (5.6)

A determinacdo de w, para o deslocamento transversal considerando a Eq. (5.4)
(JOHNSON et al., 1986; WICKERT e MOTE Jr., 1990; VAN HORSSEN, 2003; VAN
HORSSEN e PONOMAREVA, 2005; ZWIERS e BRAUN, 2007; PAIDOUSSIS, 2014), fara

parte da seguinte solucdo transformada:

W, (r)=a,€“", n=123.., sendo i=+-1 (5.7)
Sendo a,, = [a; a, as ...a,|" o vetor amplitude dos deslocamentos. Substituindo a Eq.

(5.7) na Eg. (5.3), resulta na equacdo caracteristica das autofrequéncias naturais (w,,) para

w(&,t) nos modos de oscilagdo do modelo | em funcéo de (), dada por:
~o'M +i0,G +C =0 i=y-1 (5.8)

A Eg. (5.8) toma como base os conceitos de sistemas lineares de dimensdo 2N de
coeficientes variaveis como nas equacdes de Mathieu-Hill. A solucdo dessa equacdo contém os
autovalores (1) iguais as autofrequéncias naturais (on) (SINHA e BUTCHER, 1997; WANG e
HALE, 2001; ZEN e MUFTU, 2006; ZWIERS e BRAUN, 2007; RAO, 2007; RAVINDRA et

al., 2010; LAD e KARTIK, 2015). Para a formulacdo do espaco-estado, o vetor )?(r) de

potenciais transformados é definido por:

Xi=% , Xo=W onde i=123,..,N (5.9)

A correspondente transformacéo da ordem do sistema, é reescrita da seguinte maneira:
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X(1)= A(1)X(7) (5.10)

Porém, as matrizes e vetores de estado envolvidos na Eq. (5.10), terdo a configuragéo:

i(’):{;(l}m ’ A(’){-M-Sz(r) -M'll}(r) (5.11)

A Eq. (5.11) representa o sistema de equacdes diferenciais de 12 ordem, sendo A(t) uma
matriz T periddica, com solugéo sujeita a condicdo inicial X(0) = X,, sendo decomposta na
matriz diagonal dos autovalores A, dos autovetores ¢ e sua inversa ¢, com A = ¢ A ¢*. Dessa
forma, a solucdo sera tratada como um problema algébrico de autovetores ¢i nas colunas da
matriz ¢ relacionados aos respectivos autovalores Ai da matriz A, i = 1,...,2N. Os autovalores e
autovetores podem ser reais, complexos ou conjugados complexos, constituindo os autovalores

da matriz A como as proprias autofrequéncias do sistema, dados por:
(A= 1) =0 (5.12)

O processo de calculo dos autovalores correspondentes as autofrequéncias da Eq. (5.12)
utilizara a sub-rotina DGVLRG da IMSL Library, implementada no programa em Fortran-95
da Absoft Tools (2013). Essa sub-rotina emprega a técnica da GITT desenvolvida para
determinar as vibragOes da corda homogénea tratada nesse modelo. Ela utiliza o algoritmo QZ
para transformar a matriz problema em uma matriz de Hessenberg e outra triangular,
preparando-as para 0 metodo de Francis, que é o mais apropriado para esse tipo de problema
oscilatdrio (IMSL, 2003).

A resposta dindmica exata da movimentacdo da corda em relacéo a frequéncia angular,
para 0s cinco modos de oscilacdo nas diferentes regides de estabilidade com B € [0,1], conforme
a Eq. (5.6), obtida com a Eq. (5.12) implementada pela GITT, estd mostrada na Tabela 5.1.
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Tabela 5.1 — Frequéncia natural para cinco modos de oscilacdo com solucdo exata e GITT em

funcdo da velocidade (B).

B o1 2 ®3 W4 5

Exata | GITT Exata | GITT Exata | GITT Exata | GITT Exata | GITT
0.00| 3.1416 | 3.1416 | 6.2832 | 6.2832 | 9.4248 | 9.4248 | 12.5664 | 12.5664 | 15.7080 | 15.7080
0.01| 3.1413 | 3.1413 | 6.2826 | 6.2826 | 9.4238 | 9.4238 | 12.5651 | 12.5651 | 15.7064 | 15.7064
0.10| 3.1102 | 3.1102 | 6.2204 | 6.2205 | 9.3305 | 9.3309 | 12.4407 | 12.4420 | 15.5509 | 15.5539
0.20| 3.0159 3.0160 6.0319 6.0324 9.0478 9.0497 | 12.0637 | 12.0678 | 15.0796 | 15.0932
0.30| 2.8588 2.8590 5.7177 5.7187 8.5765 8.5810 | 11.4354 | 11.4449 | 14.2942 | 14.3173
0.40| 2.6389 | 2.6391 | 5.2779 | 5.2793 | 7.9168 | 7.9237 | 10.5558 | 10.5755 | 13.1947 | 13.2312
0.50| 2.3562 2.3565 47124 47144 7.0686 7.0769 9.4248 9.4538 | 11.7810 | 11.8570
0.60 | 2.0106 2.0110 4.0212 4.0239 6.0319 6.0413 8.0425 8.0724 | 10.0531 | 10.1535
0.70| 1.6022 | 1.6026 | 3.2044 | 3.2077 | 4.8066 | 4.8179 | 6.4088 | 6.4390 | 8.0111 | 8.0949
0.80| 1.1310 | 1.1314 | 2.2619 | 2.2653 | 3.3929 | 3.4055 | 4.5239 | 4.5609 | 5.6549 | 5.7753
0.90| 0.5969 0.5972 1.1938 1.1961 1.7907 1.8002 2.3876 2.4198 2.9845 3.2293
1.00| 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Na acima a medida que 3 aumenta a frequéncia angular diminui para todos os modos de

oscilacdo (w1, w2, m3, m4 € ws), 1SS0 é causado pelo atraso na velocidade caracteristica e um

aumento da velocidade do pulso. Nas frequéncias w1 e w2, a diferenca é devido as vibragdes

provocarem pouca interferéncia na velocidade do pulso. No entanto, em s as diferengas

surgem devido as autofrequéncias interferirem na energia da oscilacdo, especialmente em

valores elevados de 3. Elas passam a ser mais notadas quando w4 e ws, devido a quantidade de

energia necessaria para movimentos em periodos curtos.

A substituicdo dos valores (B) na Eq. (5.6), fornece as autofrequéncias (mn) dos cinco

modos de oscila¢des pela GITT. Sendo 3 € [0,1] com N = 32, conforme o gréafico da Fig. 5.21.
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- mode 4 (Ames et al.,1968)

mode 5 (Ames et al.,1968)

mode 3 (Ames et al.,1968)
mode 2 (Ames et al.,1968)
mode 1 (Ames et al.,1968)
mode 5 (GITT)
mode 4 (GITT)
mode 3 (GITT)

Figura 5.21 — Frequéncia natural para cinco modos de oscilagéo.
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Na Fig. 5.21 os simbolos vazados representam os resultados das autofrequéncias obtidos
com a GITT, enquanto as linhas representam os resultados de AMES et al. (1968). A partir dos
maximos periodicos: w, 27, 37, 4w e 57, as frequéncias diminuem em direcédo a 1, indicando que

o modelo | esta alinhado aos resultados estabelecidos na literatura referenciada.
5.3.2 — Resultados numéricos do modelo II

Conforme apresentado, neste modelo ha a inclusdo do termo referente a deformacéo
longitudinal quantificada pelo pardmetro adimensional (o)) (WICKERT e MOTE Jr., 1990;
PHAM e HONG, 2020). A anélise desse termo leva ao entendimento comportamental associado
a tensdo (T) que promove a modificacdo na distribuicdo da frequéncia das oscilagdes.

Nesse modelo as oscilagdes transversais sdo nao-lineares, e os efeitos relacionados a
rigidez do suporte viscoelastico, a deflexdo do material e a variacdo da velocidade sdo

desprezados. Assim, a equacdo que descreve o modelo 11 é descrita por:

d2w dw _
M dVZ(ZT)+G VC;’(TT)+(C+N)w(r)=o (5.13)

Para melhor compreender a inser¢do de oo no modelo 11, trés condi¢des foram propostas
como exemplo de aplicagdo: [I] a = 0,01 (pequeno), [II] a = 0,05 (médio) e [III] o = 0,20
(grande). Os resultados obtidos com t € [0,10] para N = 32 e £ = 0,5, no primeiro modo de
oscilacdo. Estdo apresentados na Fig. 5.22, sendo as condi¢gdes modeladas em: [I]B=0¢ a =
0,01, 0,05 e 0,20, [II] B=0,5 ¢ o= 0,01, 0,05 ¢ 0,20 e [III] p=0,8 ¢ & = 0,01, 0,05 ¢ 0,20.
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Figura 5.22 — Resultados das oscilagdes do modelo 11 no campo do deslocamento transversal w(g,t) em fungédo de t e &.
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Na andlise qualitativa dos gréaficos da Fig. 5.22. Na condi¢ao (I) com B = 0, observa-se
um comportamento semelhante nas oscilagdes, com uma reducdo da frequéncia ao longo do
tempo especialmente para a = 0,01 e 0,05. Também ¢ notavel uma diferenga na amplitude das
oscilacdes e um aumento da frequéncia quando o ¢é reduzido, devido a baixa tensdo, como visto
nos graficos da 22 coluna.

Na condigdo (IT) com B = 0,50, ndo ha grandes diferengas nas amplitudes ou nos
comportamentos oscilatérios em comparagdo com a condicéo (1), embora a frequéncia diminua,
especialmente para a = 0,01. No entanto, ha uma boa concordancia dos comportamentos ao
longo do tempo, como evidenciado nos graficos da 22 coluna.

Na condi¢do (IIT) com B = 0,80, todos os comportamentos oscilatérios sdo
sistematicamente diferentes, resultando em frequéncias desiguais. A medida que os
movimentos diminuem, tornam-se aleatorios, mostrando tendéncia de movimentos sub
amortecidos devido @ mudanca na tensao.

A intervengdo do parametro o nos comportamentos oscilatérios ¢ evidente,
principalmente em baixas tensdes, afetando diretamente a deformacdo axial da corda. Quando
o = 0,20, a influéncia nos movimentos € minima devido a alta tensdo axial ou ao estado de
ressonancia com as ondas destacadas nos graficos da 22 coluna na condigéo (Il1).

Para valores de > 0,50, observa-se uma tendéncia a movimentacao mais aleatéria das
vibracGes, conforme ilustrado nos graficos da 12 coluna. A velocidade é o fator de maior
intervencdo na tolerancia a deformacao longitudinalmente dos modos de oscilagédo da corda.

A anélise interferencial das oscila¢cbes no Modelo Il utilizou uma avaliacdo estatistica
do desvio absoluto médio. Descobriu-se que, para valores de o = 0,01 e 0,05, o desvio médio
corresponde a cerca de 35% do valor original em relagdo a B, enquanto para o = 0,20, esta em
torno de 5%. Isso evidencia que em niveis baixos e médios de tenséo, a influéncia da velocidade
é significativamente maior do que em tensdes elevadas para este modelo.

Uma analise interpretativa e simultanea da contribui¢do de a e p pela GITT representa
a tensdo inicial induzida pelo alongamento longitudinal (¢) e a velocidade axial de transporte,
que influencia as mudancas no periodo de oscilacdo. Os estudos de MOTE Jr. (1966), BAPAT
e SRINIVASAN (1967) e AMES et al. (1968) abordam essa funcionalidade, considerando as

seguintes relaces:

fazendo A= = A=a.p (5.14)

\Y; \Y;
e = , —

AE P To E
PA \/ P



Sendo A um parametro adimensional criado para facilitar a interpretacdo dos resultados
que envolve a contribuicdo simultanea de o e B ao modelo e representara a velocidade de

deformacéo. Assim sendo, a Eq. (5.14) podera ser reescrita da seguinte forma:

. 2
= 2 2
[1-(@ ]+2.8125x10_5 (”)

[04 [04

O resultado da avaliagdo simultanea da tensdo axial (o) e da velocidade de transporte

(5.15)

(B), representado pela resposta da velocidade de transporte (1), usando a Equagao (5.15) para

uma tensdo uniforme, é ilustrado no perfil grafico da Fig. 5.23.

=+

~

o

' oy
~
o

5,0

&_‘0_18
A=076 |

45

A=

4,0 -

(=]
i)
7

2,0

%-Pp-00 ~r

1,5 ; ; ; : ; ; ; )
020 018 016 014 012 010 008 006 004 002 0,00

Figura 5.23 — Perfil comportamental dos parametros a, 3 € A em fungédo T|* :

No gréfico da Fig. 5.23, sdo mostrados os resultados gréficos de t* apresentado no
trabalho de BAPAT e SRINIVASAN (1967). Todos os valores de A terminam na linha que
representa o limite da velocidade da onda em B = 1 (assintota). A medida que p aumenta, o
periodo cresce rapidamente, levando o modelo Il a assumir seu carater ndo linear como resposta
comportamental. Esse efeito € mais pronunciado em menores valores de a, quando a tensdo da

corda diminui e o alongamento € maior.
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Também pode-se afirmar que, conforme MOTE Jr. (1966), BAPAT e SRINIVASAN
(1967), ao manter A constante, a tensdo (o) e a frequéncia aumentam. Por outro lado, se a tensdo
for mantida constante e A aumentar, a frequéncia diminui. Em outras palavras, se, para um
determinado o, o periodo (t) aumentar com f3, a frequéncia diminui mantendo 3 constante.

Durante cada processo de calculo, os valores de A e a sdo ajustados conforme indicado
pelas linhas de B. Se, em um determinado valor de B, a tensdo da corda diminuir, a resisténcia

a oscilagdao também diminuira e a velocidade da onda serd sempre menor ou igual a A.

5.3.3 - Resultados numéricos do modelo III

Neste modelo, através do comportamento oscilatorio de uma estrutura semelhante auma
correia que se move entre duas polias na direcdo longitudinal (L), com velocidade variavel V(t).
Buscamos quantificar o impacto das aceleragfes e desaceleracdes do sistema durante sua
movimentacdo. Utilizando uma Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO) nos campos

transformados expressos por:

dZV_V(T) dV_V(r) o
M = +G 0 +(C+H)W(r)=0 (5.16)

Reescrevendo a Eq. (5.16) na forma matricial em fungéo das autofrequéncias naturais

(wn) para os modos de oscilacdo avaliados, segundo a proposta de calculo do modelo I, tem-se:
~&? M+io, G+(C+H)=0 . i=y-1 (5.17)

A equacdo (5.17) tem como resolucdo os sistemas lineares de dimensdo 2N com

coeficientes variaveis, onde um sistema de 22 ordem é reescrito como um sistema de 12 ordem

com coeficientes dependentes do tempo, utilizando a formulagéo: X (r) = A(r) X(r), onde o vetor

X(7) e a matriz de transicdo A(z) sdo definidas por:

X(7)= . Ar)= (5.18)
M*(C(t)+H(t)) M'G(1)

2J2N 2N x 2N
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A Eq. (5.18) representa a divisdo do espacgo-estado em Orbitas periddicas simples, com
ciclos de rotacdo e vibrag6es autoexcitados pelos estimulados gerados nas variagcdes oscilatdrias

Considerando observar a influéncia da relacéo interna entre velocidade de transporte
adimensional e frequéncia angular adimensional (B x y) na estabilidade do sistema. A forma
definida foi usar a teoria das Curvas de Lissajous (MONTEIRO Jr., 2009) para observar os
movimentos radiais empregando a dimensdo espacial nas possiveis dire¢des dos movimentos
oscilatérios, sendo B € [0,1], v € [0,1;0,5] para & = 0,5. Os resultados obtidos estdo mostrados

nos graficos da Fig. 5.24.
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Figura 5.24 — Resultados do 1° modo de vibragcdo do modelo Il em curvas de Lissajous em
fungdo dos parametros 3 x .
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Os graficos da Fig. 5.24, foram desenvolvidos com amplitude [-1,1] e deslocamento
lateral igual a w(&,t)x10% O comportamento dindmico longitudinal no campo & x t, expresso
por meio das curvas de Lissajous, inicialmente evoluem de forma similar para todos os valores
de y e crescem de acordo com a frequéncia ou velocidade.

Observa-se um descolamento das Orbitas, onde seu crescimento e decrescimento,
decorrente da instabilidade do movimento circular gera uma relagéo de equilibrio 1:1. A medida
que B aumenta, a relacdo de estabilidade se mantém até a critica, > 0,3 (0,6 € 0,5 nos modelos
| e 11), e qualquer mudanca na velocidade resulta em uma modificacdo da orbita, causando uma
defasagem na relacdo maxima 3:1. Esse comportamento provoca um torque de Nutac@o nos
movimentos de Precessdo das orbitas circulares, levando o movimento lateral a ficar
descontrolado causando instabilidade na correia.

Para B > 1, ndo foram feitas apreciagdes de padrdes graficos, e a inclusdo do termo
correspondente a aceleracdo modificou a intensidade das oscilag@es longitudinais e transversais
em relacdo a dinamica comportamental dos demais modelos.

Para esse modelo a anélise de estabilidade do sistema, visa garantir a sua operagao na
regido de instabilidade em pontos determinados. Nessa analise € aplicado a transformada de

Lyapunov-Floquet, que converte um sistema periddico variante no tempo em outro

dinamicamente equivalente, usando a expressdo: X(t) =A(t) X(t), usado na determinagéo dos

autoexpoentes pelos multiplicadores caracteristicos |pj| que indicam a instabilidade do sistema
(PAKDEMIRLI, 1994; PERUZZI, 2005; ZEN e MUFTU, 2006; ZWIERS e BRAUN, 2007;
MESQUITA, 2007).

Como estratégia de avaliacdo da estabilidade do sistema, é muito apropriado aplicar a
teoria de Floquet, em uma Matriz de Transicdo de Estado (STM) A(t) transformada em duas
outras matrizes de coeficientes periodicos [P(t)] e coeficientes reais ou complexos [B].

Nesse caso, simplesmente determinar os autovalores dessas matrizes ndo representa o
proposito da anélise de estabilidade (SINHA e BUTHER, 1997). E necessario empregar
iteraces de Picard combinadas com polindmios de Chebyshev para manipular as matrizes e
obter a STM, que representara a transformacdo da solucao no estado inicial X(0) para o estado
temporal X(t) (SINHA e BUTHER, 1997; WANG e HALE, 2001; PERUZZI, 2005; ZEN e
MUFTU, 2006; ZWIERS e BRAUN, 2007; RAO, 2007; MESQUITA, 2007; RAVINDRA et
al., 2010; LAD e KARTIK, 2015).

A STM entéo, sera tratada pela teoria de Floquet como uma matriz monodrémica

constituida pelos autovalores (ui) conhecidos como multiplicadores caracteristicos ou de
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Floquet. Estes determinam a estabilidade do sistema através das raizes do polinbmio
caracteristico, p(ui)=det(uil-#(T)), utilizando a matriz fundamental ¢(T) obtida pela
linearizagao das EDO’s, com ciclo de frequéncia o e periodo T.

Assim a estabilidade do sistema é testada pelos valores absolutos dos multiplicadores
de Floquet, considerando assintoticamente estavel se |pj| < 1 e instavel se |pj| > 1,

Na estabilidade desse modelo, as matrizes periddicas [G], [C] e [H] tem o mesmo
periodo T, garantindo que A(t) = A(t+T) as fara evoluir no mesmo espago-estado em ¢(t) =
A(t).¢(t). Isso estabelecera a igualdade ¢(t+T) = ¢(t).6(0).¢(T), onde ¢1(0).¢(T) corresponde
a matriz monodromica de termos eBT, utilizada na solucdo da matriz fundamental ¢(t) = P(t)
eB'. Os autovalores p;, denominam os expoentes de Floguet, relacionados aos multiplicadores
caracteristicos por meio de pj= e,

Combinando a teoria de Floquet com o método de integracdo de Adams-Bashforth na
regido do espaco-estado limitada por Bxy, e discretizando a fungéo 2x periddica com N termos.
Os autovalores da STM indicardo a presenca de instabilidade da dindmica oscilatéria do
sistema. Os resultados da matriz monodromica foram obtidos por um programa desenvolvido
em ambiente Scilab (6.0,2) com base na semantica computacional da GITT de precisao de 10°
10" Os multiplicadores de Floquet determinados nesse trabalho pela GITT e os relatados por
PAKDEMIRLI et al. (1994), estdo apresentados na Tabela 5.2.

Tabela 5.2 — Multiplicadores de Floquet para N=2.

Magnitude dos Autovalores

PAKDEMIRLI GITT PAKDEMIRLI GITT PAKDEMIRLI GiTT PAKDEMIRLI GITT

75 50 1.000000 |0.999990| 1.000000 |0.999990| 1.026085 |1.026085| 0.974578 |0.974578
79 48 0.990363 | 0.990356 | 0.990363 |0.990356| 1.009728 |1.009731| 1.009728 |1.009731
82 45 1.000000 |0.999991| 1.000000 |0.999991| 1.016845 |1.016849 | 0.983434 |0.983430
84 22 1.000000 |0.999975| 1.000000 |0.999975| 1.019025 |1.019027| 0.981328 |0.981328
84 35 1.000000 |0.999984 | 1.000000 |0.999984 | 1.031201 |1.031202 | 0.969743 |0.969742
89 40 1.000000 |0.999985| 1.000000 |0.999985| 1.066989 |1.066989 | 0.937217 |0.937217
91 31 1.000000 |0.999980| 1.000000 |0.999980| 1.057616 |1.057616| 0.945522 |0.945522
92 38 1.000000 |0.999984 | 1.000000 |0.999984 | 1.047909 |1.047909 | 0.954281 |0.954281
92 50 1.000000 |0.999988| 1.000000 |0.999988 | 1.069012 |1.069013 | 0.935442 |0.935442
93 25 1.000000 |0.999975| 1.000000 |0.999975| 1.046871 |1.046871| 0.955227 |0.955228
94 48 1.000000 |0.999986| 1.000000 |0.999986| 1.067862 |1.067863 | 0.936450 |0.936450
96 35 1.000000 |0.999985| 1.000000 |0.999985| 1.036859 |1.036860| 0.964451 |0.964450
99 33 1.000000 |0.999981| 1.000000 |0.999981| 1.037913 |1.037913| 0.963471 |0.963471

Muito embora os resultados apresentados considerem N = 2, o0 programa estabelecido

neste trabalho pode simular comportamentos com N-termos. Além disso, esse tipo de aplicacdo
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é util para avaliar solugdes envolvendo a teoria de Floguet, permitindo simulacdes seguras de
matrizes de ordem superior. Isso aumenta a observancia do nimero de pontos de estabilidade
desse sistema por meio do diagrama espaco-estado Bxy (VXw). Assim, € possivel mostrar um
mapa das regides criticas de funcionamento do modelo, por meio dos diagramas de estabilidade
da Fig. 5.25.

Stability Diagram Stability Diagram
Pakdemirli et al. (1994) GITT - 16x16
100 2.300 - -
Y Y Y Y=Y L] L] L] .8 89
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(a) Modelo de PAKDEMIRLI et al. (1994) (b) Solucdo da GITT
Figura 5.25 — Resultados do diagrama de estabilidade do modelo 111 para N = 8.

Na Fig. 5.25 os circulos preenchidos indicam pontos de instabilidade da movimentagéo
desse sistema e revelam que os padrdes de estabilidade obtidos pelos diferentes métodos séo
semelhantes no espago-estado definido por Vo X wo € B x .

A Fig. 5.25, indica uma concentracao de instabilidade na regido nordeste do diagrama,
onde a velocidade caracteristica Vo € maior que a velocidade do pulso (Vecritica). Assim, na
regido subcritica (Vo < Veritica) todos os pontos serdo estaveis (ZEN e MUFTU, 2006).

Para confirmar a instabilidade de todos os pontos do diagrama apresentado na Fig.
5.25(b), foram utilizadas as teorias de Floquet e de Lyapunov-Floquet, e verificou-se que a
equacdo do modelo é muito sensivel as variagdes de Vo € wo.

Para fornecer uma visdo mais detalhada dos pontos de instabilidade. Foi realizada uma
simulacdo de uma regido critica no diagrama da Fig. 5.25, seguindo a mesma sistematica

analise. Os resultados obtidos estdo expressos no diagrama de estabilidade da Fig. 5.26.
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Diagrama de estabilidade do sistema do modelo Il

GITT-2 (16x16)

)
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Figura 5.26 — Diagrama de estabilidade da regido critica do sistema para N = 8.

Na Fig. 5.26, os circulos representam os resultados do modelo de PAKDEMIRLI et al.
(1994), com 90 < V0 <95 e 45 < w0 < 50, e os pontos cheios em azul os resultados da GITT
no espago-estado adimensional correspondente a 2,070 < p < 2,185 ¢ 0,381 <y <0,423. Esse
diagrama representa a regido de analise da operacionalidade critica desse sistema.

Pelo ao aumento no adensamento dos pontos de instabilidade, representado na Fig. 5.26,
a diminuigéo do espagamento da malha atinge o limite da verificagéo da estabilidade do sistema
quando |pj| < 1. Os valores conjugados tornam-se instaveis para |pj| > 1, surgindo como pontos
novos ndo percebidos no diagrama anterior, provocando um refinamento na observancia da
operacionalidade dentro dos limites de controle do sistema do modelo I11.

A analise da estabilidade do sistema pode oferecer a garantia operativa segura dentro de
uma regido instavel, tornando a transformada de Lyapunov-Floquet muito atil nessa
determinacdo. Pois utiliza os proprios expoentes como os indicadores de instabilidade conforme
a teoria de Floquet (PAKDEMIRLI e ULSQOY, 1994; ZWIERS e BRAUN, 2007; ZEN e
MUFTU, 2006; PERUZZI, 2005; MESQUITA, 2005).

Ao progredir na reducdo do tamanho da malha de controle, conseguimos um
detalhamento preciso da regido critica, o que facilita a compreensdo da dindmica operativa do
sistema. Isso mostra peculiaridades intrinsecas relacionadas ao sistema, proporcionando uma

visdo clara da dindmica do processo, conforme mostrado no diagrama da Fig. 5.27.
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Diagrama de Estabilidade do Sistema
GITT-2 (2021) 16x16
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Figura 5.27 — Diagrama de estabilidade do modelo I11 com teste de Lyapunov-Floquet para N=8.

Na Fig. 5.27, os pontos azuis representam a instabilidade determinada pela GITT no
intervalo 2,070 < B < 2,185 ¢ 0,381 <y < 0,423, e apresentam um mapa refinado da regido
critica estabelecida, ilustrando a tendéncia comportamental através da distribui¢do dos pontos,
indicando que no equilibrio os perfis lineares do diagrama coincidem. Considerados como
limiares de estabilidade para |pj| = 1. Nas laterais dos perfis lineares, Fig. 3-D expandida, as

elevacgOes ultrapassam o nivel maximo de equilibrio, pj > 1, indicando a regido de instabilidade.

5.3.4 - Resultados numéricos do modelo IV

Nesse Modelo, serd considerado a movimentagdo de um sistema semelhante a uma
correia que se movimenta entre duas polias suportada em uma base viscoelastica, dividida em
pequenos subsistemas com molas e amortecedores distribuidos ao longo do comprimento (L).
A equacdo governante é definida pela seguinte expressao:

+(G+D)d:j() (C+H +K)W(r)=F (5.19)

Na Eqg. (5.19) é considerado existir uma excitacdo externa e efeitos giroscopios, comum
em estruturas flexiveis rotativas como a representada pelo modelo IV (WICKERT e MOTE Jr.,
1990; CHUNG e KAO, 2011; ZHANG e CHEN, 2016).
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A Fig. 5.28 apresenta os resultados obtidos pela GITT considerando uma funcéo de
excitacdo externa representada por F(&,t) = Fo (& — Br), aplicada em & € [0,1] para um ponto
especifico da correia e ndo de forma distribuida ou homogénea, para os valores dos parametros
k=2,6=1,=0,5 0=3,Fr=1,86,a0=0,01 e N=32. Em =0, 0,25, 0,5, 1,0, 1,5 ¢ 2,0.
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Figura 5.28 — Resultados da GITT para resposta a vibracéo forcada em funcéo de .

Na Fig. 5.28, as setas verticais representam a resposta dinamica do sistema nos pontos
de aplicacdo da forca de excitagdo (F) para os valores de T = 0, 0,25, 0,5, 1,0, 1,5 ¢ 2,0,
determinados pela GITT e com 0 modelo de ZHANG e CHEN (2016). Os resultados obtidos

apresentam boa concordancia entre os modelos.
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A associacdo do ponto de aplicacao da forca e a descontinuidade do pulso, localizados
respetivamente em § = 0, 0,125 e 0,25, viajam mais rapido que a velocidade caracteristica ou
de fase (1+p, ver modelo I), em t = 0, 0,25 e 0,5, causando uma deformagdo no perfil de
vibragdo. Para a velocidade de fase (1-B), refletida a partir da polia do lado direito, em = 0,5,
0,75 e 1 parat =1, 1,5 ¢ 2, ocorre uma regido sem sensibilidade ou zona morta no perfil de
vibracdo. 1sso sugere que o tempo de resposta do sistema com base viscoelastica € mais suave
do que sem a base.

Nos gréaficos da Fig. 5.29, nota-se que o0 sistema de amortecimento é eficaz para conter
vibragdes que possam comprometer seu funcionamento. No entanto, a avaliagdo dessa eficacia

sera feita com base na resposta do modelo considerando vibracao livre e forcada, aplicadas para

diferentes fatores de amortecimento, com k =3,26,=0,3, ® =3,a0 =

0,01, N =32 em w(0,6;1).
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Figura 5.29 — Respostas das vibragdes livres e forgadas para o modelo 1V.

Conforme observado no grafico da Fig. 5.29, os resultados obtidos pela GITT sdo

semelhantes aos do trabalho de ZHANG e CHEN (2016). Em 5.29(a), com 8 =0,5, 1 ¢ 2,5 em

1 € [0,5], o sistema estd em vibracdo livre sem excitacdo externa (Fo = 0). Nota-se uma redugdo
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da amplitude das oscilacdes a medida que o fator de amortecimento aumenta, chegando a um
valor supercritico ou de forte amortecimento.

Na Fig. 5.29(b), com 6 = 0,5, 1 ¢ 2,5 em t € [15,30], 0 sistema apresenta vibracado
forcada com excitagdo externa (Fo = 0,03), onde é percetivel a diminuicdo da amplitude a
medida que & aumenta. Nesse cenario, a frequéncia de oscilagdo da resposta do sistema
corresponde a frequéncia da vibragdo, que permanece inalterada, indicando uma resposta
coerente do sistema & excitagao uniforme.

A Fig. 530 mostra a resposta do sistema em trés diferentes cenarios de
amortecimento. O primeiro, na condigdo de exigéncia maximacomk=5,6=3,p=1,y=0e
Fo = 2. Na situacdo de exigéncia média, com k =3,26,8 =1, =0,5,y =3 e Fo = 0,03. Na

condicdo de exigéncia minima, comk=1,6=0,1,3=0,01,y=5e Fo=0,01.
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Figura 5.30 — Resultado das exigéncias operacionais para N = 200.

Observando os gréaficos da Fig. 5.30, com € = 0,5 e T = 1,2. Na condicao de exigéncia
méaxima o sistema € similar ao criticamente amortecido, onde as oscilacdes sdo rapidamente
amortecidas, resultando em uma reducéo significativa na amplitude. Na situacdo de exigéncia
média, o amortecimento é moderado, mantendo as oscilagdes em niveis intermediérios. Ja na
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exigéncia minima, o efeito do amortecimento € menos pronunciado, permitindo oscilagfes
prolongadas com amplitudes relativamente maiores.

Um fator importante da vibragdo amortecida € o grau de qualidade (Q) do
amortecimento. Ele é relacionado a dissipacdo da energia vibracional, que resulta em uma taxa
de decaimento relativamente tipica em cerca de 37% para cada ciclo oscilatorio (KUNDUR,

1994). A taxa de amortecimento () pode ser calculada pela expresséo:

‘- (5.20)

Sendo ¢ a taxa de atenuagdo da amplitude, wa a frequéncia de oscilagdo amortecida,

Wy = 0y \fl—gz e on a frequéncia natural do sistema, oy = \/02 +o? . O conjunto de resutlados

mostram os valores das taxas de amortecimento dadas por: ;= 1, &y = 0,3163 e {in = 0,02.

Os resultados indicam que os amortecimentos da Fig. 5.30, correspondentes a

frequéncias naturais oni = 3, oni = \/ﬁ e onin = 5, e segundo TIPLER (2009), a qualidade de

um sistema amortecido pode ser determinada pela expresséo:

(5.21)

Dessa forma, os fatores de qualidade do amortecimento do modelo 1V serdo: QI = 0,5,

QI =1,6 e QIIl = 25, de acordo com as seguintes justificativas:

1) Na condicdo de exigéncia Maxima, o sistema apresenta um valor de Q intermediario ou
critico, indicando que as oscila¢fes ndo estdo ausentes, Como em um sistema com excesso
de amortecimento, onde as perdas sdo altas e as oscilagdes atingem rapidamente um estado
estacionario que ndo é ultrapassado. Nesse caso, 0 decaimento € instantaneo, tornando o
conjunto rigido e sem flexibilidade, levando o sistema a um estado de amortecimento

criticamente amortecido.
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2) Na condicdo de exigéncia Média, o sistema é considerado de qualidade média e
subamortecido. 1sso ocorre devido a diminuicéo das vibragcdes com uma taxa de decaimento
da amplitude fixa e uma frequéncia de amortecimento elevada, fazendo com que suas

oscilacGes desaparecam rapidamente com o tempo.

3) Na condicdo de exigéncia Minima, o sistema é considerado de alta qualidade e
exageradamente subamortecido. Isso acontece porque, a medida que o valor de Q aumenta,
a taxa relativa de amortecimento diminui, sustentando as oscilagbes por mais tempo. 1sso
torna o sistema puramente oscilatdrio, estavel e limpo, convergindo para um valor de estado

estacionario minimo.

Portanto, o sistema de amortecimento viscoelastico deve ser dimensionado de forma a
atender as demandas das vibracdes do sistema, garantindo que a operacionalidade do processo
oscilatério ndo seja comprometida. 1sso permite que os ressonadores vibrem por mais tempo,

mantendo a estabilidade e a eficiéncia do sistema.
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5.4 - ANALISE DOS RESULTADOS DOS MODELOS DE VIGAS

Nessa discussao serdo trabalhadas trés hipdteses para a equacao governante do modelo
de vibracdes de vigas, Eq. (4.4) dada abaixo. Cada hipétese seré avaliada com relacdo as duas
condigOes de contorno estudadas, ou seja, engastada-engastada (C — C) e engasta-massa na
ponta (C-CM), sendo:

12 hipotese — valores do parametro a =0 e b =0.
2% hipotese — valores do parametro a =1 e b =0.

3% hipotese — valores do parametro a =0 e b =1.

d “ C
d w.(r) \ oy Z”“ Wi (®) %Zp,.jwj(r)_(vz_1)Zsi,-w,-(r)+au?v—vio:)

-1 -1
- a 32 DD i w@m @)
j=1 k=1 (=1
b i Z:B,]wJ (1) ZZDHWK(T)M(T) -0
j=1 k=1 (=1

5.4.1 - ANALISE DOS RESULTADOS ASSUMINDO (a=0eb=0)

Na realizacdo dessa andlise serd considerada, a equacdo anterior ou Eq. (4.40),
assumindo sem efeito o amortecimento e a vibragdo longitudinal na hipdtese proposta,

resultando na expressao:

d°wi (1) dw
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5.4.1.1 - Analise da convergéncia da condi¢do de contorno C-C

Foram selecionados conjunto de parametros nos pontos de baixa, média e alta deflexao,

para poder representar de forma precisa 0 comportamento oscilatério de diversas curvas do

sistema. Esse critério segue as diretrizes estabelecidas por Gu et al. (2013, 2016), para t € [0,10]

e n € [0,1], com intervalos das variaveis definidos em MOTE Jr. (1966), BAPAT e
SRINIVASAN (1967), PAKDEMIRLI et al. (1994), OZ et al. (1998), OZ e PAKDEMIRLI
(1999), CHEN e YANG (2005), ZEN e MUFTU (2005, 2006).

Essa avaliacdo estd associada a aplicabilidade dos resultados, conforme PHAM e

HONG (2020), e englobando a determinacdo da quantidade de termos (N) na equacdo do

modelo para os seguintes parametros ¢ € [0,2], vo € [0,1], £ € [0,1] ¢ ® € [0,20].

Dessa forma, as simulacdes da verificacdo da convergéncia, conduzidas com ordens de

truncamento, N = 8, 16, 32 e 64, tem seus resultados apresentados nos gréficos da Fig. 5.31.

w(n,7)

Figura 5.31 — Resultados da verificagdo da convergéncia para o contorno C—C da Viga.
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Em t = 1,5 e deslocamento transversal w(n,t)x10% e a partir dos critérios adotados é
possivel afirmar que o conjunto de parametros simulados, que para N > 8 tem-se um valor
seguro de termos a ser utilizado segundo a expanséo das autofuncdes.

Uma outra verificacdo realizada ¢ a avaliacdo da estabilidade da solu¢do da EDO para
os campos transformados. Um calculo fundamental para garantir que a qualidade dos resultados
seja confiavel e representativa do sistema em questdo. Essa avaliacdo implica na totalidade ou
uma fragdo dos coeficientes permaneca estavel mesmo para um subconjunto de valores testados
em diferentes cronologias ou com grupos de variaveis com caracteristicas proprias.

Na Fig. 5.32, estdo apresentados os resultados da verificacdo da estabilidade numérica
do modelo, em relacéo as oscilagdes como forma de observar a energia envolvida nos modos

de oscilacdo, para o conjunto de parametros composto por: € =0,1,vo=1,£=0,5e N = 32.

1 1 12 PSD

(b) (c) ——— 1=0.84

——n=0.67

= ——1=0.50

=0 0 6 n=0.33

El ——1=0.16
1 1 ——— 0 =

0 15 1.7 1.9 0 10 20
T T frequéncia (f)

Figura 5.32 — Resultados da verificacdo da estabilidade em cinco pontos da coordenada
espacial n em funcdo de 7, para 0 modelo C—C da viga.

Na Fig 5.32(a) o deslocamento transversal ¢ igual a w(n,7)x10% as oscilagbes sdo
definidas apesar das reverberagcfes nas vibracdes, devido ao tipo de suporte analisado. Nos
pontos = 0,16 e 0,84, as frequéncias sdo baixas e as oscilagdes sdo discretas nas proximidades
dos suportes. Na Fig. 5.32(b) esta a certificagdo da estabilidade no subconjunto 7 € [1,5;1,9],
havendo uma excelente validacdo dos resultados, demonstrando a eficacia do método GITT em
relacdo a 1. Na Fig. 5.32(c), estd uma analise detalhada de 5.32(b) usando FFT (Fast Fourier
Transform), mostrando o valor de PSD do campo de deslocamento transversal w(n,t).

O sinal de resposta livre do sistema varia conforme a posic¢éo ao longo da viga, refletindo
sua frequéncia em variacdes do espectro da frequéncia no campo do deslocamento transversal.
A Fig. 5.32(c) ilustra tais mudancas, evidenciando a relacdo entre a posicdo e as caracteristicas
do sinal. Isso sugere que a resposta livre da viga é predominantemente influenciada pelo modo

de vibracdo associado a sua primeira frequéncia natural.
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5.4.1.2 - Analise da convergéncia da condi¢ao de contorno C-CM

Neste modelo a interferéncia no sistema surge pela rigidez excessiva e baixa, que
resultar em situacdes de instabilidade. Um aumento abrupto da rigidez, pelo acréscimo de massa
adicional (M), causa distorc¢des severas por tracdo ou deformagdes extremas. A movimentacao
sem restricGes pode levar a falta de convergéncia, frequentemente equilibrada pela interagdo
entre a resisténcia estrutural do material e o esforco aplicado sobre ele (LAURA et al., 1974 e
1976; BLEVINS, 1979; PHAM e HONG, 2020).

A avaliacdo da EDO da condicdo de contorno (C-CM), sera testada considerando 1 €
[0,10] e n € [0,1], sem considerar a inércia de massa e rotacional. Serdo observadas a precisdo
¢ tolerancia estabelecida para o € [0,20], vo € [0,5], € € [0;0,2] e € € [0,1;10].

Os conjuntos de parametros representativos da dindmica do sistema, de acordo com a
proposicdo da sistematica de analise da convergéncia. Foram selecionados apds a realizacéo
das simulacgdes nas seguintes razoes de massa: y = 0,1 (Pequena Massa Concentrada - PMC),
v=1 (Igual Massa Concentrada - IMC) ¢ y = 10 (Grande Massa Concentrada - GMC).

Devido a sensibilidade das oscilacdes, o valor de N serd: N =8, 16, 32 e 64 para cada

valor de y. Os resultados dessas simulagdes em t = 1, estdo mostrados nos gréaficos da Fig. 5.33.

PMC IMC GMC
e=0 vo=0 &=0,1 ®=0 e=0,1 wvo=3 &=5 =10 €=0,2 vo=5 &=10 ®=20
40 14 6
/ 10 /] //\k
< e
E 4 6 = / / i
v / / | L~ i AN
\;S 12 / 5 / 0 Alta deflexdo
Média deflexdo
/ ! /\__,/ T Baixa deflexdo
-2 ‘ \ -2 ; ‘ -3 ; ; ; ;
0 02 04 06 08 1 0 02 04 O 0.8 1 0 02 04 06 038 1
n n n

Figura 5.33 — Resultados da verificacdo da convergéncia do contorno C-CM.

Conforme as avaliagBes numéricas apresentadas, observa-se que as tendéncias sdo
semelhantes e se modificam de acordo com o valor de y, em PMC e IMC, destacando alta
deflexdo na viga devido as oscilagcbes que ocorrem como se ndo houvesse resisténcia ao
movimento, o que ndo é observado em GMC, onde os coeficientes de deflexdo sdo menores.

Em relacdo aos valores de y e ao nUmero de termos adotados, pode-se afirmar que 0s

resultados sao favoravelmente convergentes, conforme observado e correspondendo as formas
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dos modos (Blevins, 1979). Isso significa que, ao aumentar a rigidez (&), a velocidade média
de movimentacdo (vo) e a massa concentrada (M), as amplitudes de oscilagéo ficardo baixas.
Um teste de estabilidade garante a efic&cia dos coeficientes da equacdo do modelo por
meio da representatividade dos resultados, assegura que permanecam estaveis mesmo estando
em um subconjunto de dados avaliados em diferentes cronologias ou com variaveis de
caracteristicas proprias. Dessa forma, o teste de estabilidade da GITT foi conduzido com base
nas informac0es apresentadas na Fig. 5.33, utilizando o conjunto de pardmetros € = 0,2, Vo= 3,

€ =5, ®=10, N =32 parat =1, conforme demonstrado nos graficos da Fig. 5.34.

Baixa deflexdo y = 10

PSD

4 4 30

§ 0 ,'il”ml"-'\\‘iy'lew'l"“MJIHIJH 01 ) 15 A
J L
4 ‘ I -4 : : : 0 —_—
Média deflexdoy =1
4 2

= W% w —4
£ 0 - ~ 1
2

4 -4 0

Alta deflexdo y = 0,1
4 0.02 0.04
—n=0.84
——1=0.67

= ——1=0.50
:‘éz, 0 0.00 | 0.02 7; w

-4 T T : -0.02 T T T 0 : : .

0 5 10 2 2.5 3 0 5 10
t T frequéncia (f)
(@ (b) (©)

Figura 5.34 — Resultados da verificagdo da estabilidade da GITT na coordenada espacial n.
Nesta configuracdo, sdo identificados trés padrbes graficos distintos em termos
estruturais. Inicialmente, observa-se um desenvolvimento oscilatorio com amplitudes

significativas, que gradualmente tende a um comportamento estacionario em valores elevados
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de 7, isso € atribuido a exigéncia de energia para movimentar a viga, conforme determinado
pelos parametros de 1.

Em Fig. 5.34(a) o deslocamento transversal é igual a w(n,t)x10* para T  [0,10], se
destaca uma tendéncia crescente no padrdo oscilatorio da estabilidade, evidenciando uma
energia inicial elevada de mesmo para pequenas deflexdes, culminando em um ciclo de
movimentos estaveis. Em 5.34(b) esta a certificacdo da estabilidade avaliada no subconjunto t
€ [2,3] e apresenta uma notdvel concordancia nos resultados, descrevendo as oscilagfes
relacionadas aos movimentos da viga em fungédo de y. Na 5.34(c), realiza-se uma varredura da
5.34(b), aplicando a FFT para observar a relagdo das deflexdes em f = 14,5, com amplitudes
das oscilagdes em torno de 30 PSD em n = 0,50 e 0,67 para y = 10.

Esta analise reflete o comportamento ilustrado na Fig. 5.33, que estabelece a relacdo
entre a dissipacdo da energia vibracional das autofrequéncias e os valores do esforco maximo
do momento fletor na posicdo da massa concentrada.

Verifica-se que na condicdo SCM, os efeitos oscilatorios assemelham-se aos de um
apoio engastado-livre. Em ECM, esses efeitos sdo equilibrados pela igualdade das massas. Ja
em BCM, o efeito do apoio C-CM ¢ influenciado pela magnitude de M, influenciando na
frequéncia e na forma do modo. Aumentando ¢ o sistema fica mais rigido, gerando redu¢édo da

deflexdo e do periodo de oscilacao.

5.4.2 - AVALTAGAO NUMERICA ASSUMINDO (a =0 e b = 0)
5.4.2.1 - Resultados da condicao de contorno C - C

A dinamica comportamental do contorno C — C é conduzida com base nos efeitos
oscilatorios de vibragfes transversais conhecidas como paramétricas. Essas vibragdes sdo
ocasionadas pela tensdo inicial e variacdo da velocidade de transporte axial ou pulsante e sua

derivada, expressas por:

dv
V=Vvo+egsen(ot) = — = g cos(wt) (5.23)
dr
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Onde v é velocidade e transporte, v, velocidade de transporte média, ¢ coeficiente
(bookkeeping device) dos desvios das pequenas flutuacdes de velocidade, o frequéncia de
oscilagdo e T adimensional do tempo (OZ e PAKDEMIRLI, 1999; CHEN e YANG, 2005;
CHEN et al., 2007).

Dessa forma a verificagdo numeérica considerando a analise dos resultados em trés
situagdes distintas envolvendo a velocidade de transporte (v) e a rigidez a flexdo (§). As
condig¢des examinadas séo: (i) v=0,15,=0,1, (i) v=1,& =0,1 e (ili)) v=0,15, & = 1. Os
dados obtidos foram cuidadosamente simulados para N = 30 e comparados aos resultados de
AN e SU (2011), apresentados de maneira detalhada na Tabela 5.3.

Tabela 5.3 — Deslocamento transversal em funcdo da velocidade axial (v) e rigidez a flexao (&).

GITT An e Su (2011)

n v=0.15 &=0.1 v=l &=0.1 v=0.15 &=1 v=0.15 &=0.1 v=1 &=0.1 v=0.15 &=1
=5

0.1 0.00018007 0.00010341 0.00000199 0.00018008 0.00010340 0.00000199
0.3 0.00095540 0.00082161 0.00002380 0.00095541 0.00082158 0.00002380
0.5 0.00138820 0.00140000 0.00004363 0.00138819 0.00140005 0.00004361
0.7 0.00100210 0.00098775 0.00003411 0.00100207 0.00098775 0.00003410
0.9 0.00019381 0.00015709 0.00000539 0.00019381 0.00015709 0.00000539
=20

0.1 -0.00000042 0.00000908 0.00002008 -0.00000042 0.00000908 0.00002007
0.3 0.00013558 0.00042778 0.00011564 0.00013558 0.00042780 0.00011565
0.5 0.00030845 0.00111120 0.00015610 0.00030851 0.00111115 0.00015607
0.7 0.00022455 0.00102450 0.00012835 0.00022457 0.00102448 0.00012836
0.9 0.00003042 0.00021370 0.00002458 0.00003045 0.00021370 0.00002457
=100

0.1 0.00015936 -0.00019368 0.00005078 0.00015943 -0.00019369 0.00005077
0.3 0.00082185 -0.00101040 0.00032674 0.00082181 -0.00101042 0.00032674
0.5 0.00117510 -0.00135640 0.00048972 0.00117511 -0.00135640  0.00048971
0.7 0.00085378 -0.00095206 0.00032983 0.00085376 -0.00095205 0.00032984
0.9 0.00016247 -0.00018986 0.00005186 0.00016253 -0.00018984  0.00005185

Os resultados obtidos mostram uma concordancia precisa com as solugdes dos modelos,
com precisdo de até oito decimais. 1sso sugere uma alta preciséo, estabilidade e convergéncia
do modelo nessas condigdes. O erro relativo é inferior a 0,1% para um deslocamento transversal
maximo de aproximadamente + 0,0014. E relevante observar que, para valores de velocidade v
= 0,15 e 1, as amplitudes crescem ao longo do tempo, enquanto para & = 0,1 e 1, elas diminuem

com o aumento das frequéncias vibracionais (ver Fig. 5.32).
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5.4.2.2 — Resultados da condicao de contorno C - CM

Os resultados deste modelo serdo comparados com os de outros que consideram 0s
mesmos efeitos oscilatorios de uma viga flexivel, comparando-a com de Euler-Bernoulli. A
viga em questdo é isotropica, tem massa mp e esta fixa em uma extremidade, com uma massa
M na outra extremidade, que pode representar uma carga estrutural morta concentrada ou um
ponto de aplicacéo.

O efeito do movimento causado pela carga sera avaliado por meio das frequéncias
naturais (on) resultantes quando o sistema é submetido aos valores de y (0,1, 1, 9 e 10),
correspondentes as regides de baixa, média e alta deflexdo da viga. A verificacdo numérica sera
realizada para as trés primeiras frequéncias naturais on (n = 1, 2 e 3) usando os dados do
trabalho de WU e LIN (1990).

Os critérios estabelecidos para determinar os valores de wn, empregou métodos
analiticos e numéricos considerando as seguintes propriedades do sistema: L = 1,016 m, mp =
16 kg, modulo de elasticidade E = 2,068428x10** N/m?, diametro da viga D = 0,0508 m, massa
por unidade de comprimento m = 15,75177 Kg/m e densidade do material p = 7850 kg/m?,

Os valores de wn apresentados na Tab. 2, foram determinados por diferentes métodos,
cada um utilizando processos distintos. LAURA et al. (1994) determinaram resultados
analiticos com autovalores correspondentes aos respectivos y. Enquanto de WU e LI (1990) os
resultados sdo especificos para y (1 e 9) e os demais valores foram determinados pelo método
fornecido no proprio trabalho empregando as caracteristicas do sistema. O Comsol 5.2 forneceu
os resultados obtidos a partir da sua prépria estrutura interna de calculo.

O processo de resolugéo envolvendo a metodologia da GITT na determinacdo de wn
usou a formulacdo matricial trabalha nos modelos de Cordas (Eq. 4.47), comv=0¢ § =
10,351936. Isso simplifica a operacionalidade dos célculos e a verificacdo comportamental do
sistema, devido ao uso da equacdo do modelo em forma de matriz.

Os resultados obtidos pela GITT e comparados com dados de WU e LIN (1990),
LAURA et al. (1994), BLEVINS (1979) e Comsol 5.2 (2015). Permitem avaliar a consisténcia
e a confiabilidade do uso da GITT na determinagdo mn do sistema em questdo, conforme

apresentado na Tabela 5.4.
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Tabela 5.4 — Frequéncias naturais (wn) em funcéo y e diferentes métodos de anélise.

Frequéncias GITT Laura et al. Wu e Lin Comsol 5.2
(wn) (1974) (1990) (2015)
y=01
™1 9.54885 9.54885 9.56913 9.49837
2 62.27618 62.27618 62.40843 61.93992
3 178.62676 178.62676 179.00610 178.03072
y=1
™1 5.01052 5.01052 5.01108 4.98696
2 52.28370 52.28370 52.35136 51.99592
3 163.75443 163.75443 164.10220 162.84415
y=9
™1 1.83372 1.83372 1.83400 1.82538
®2 49.94026 49.94026 50.02769 49.66271
3 161.11440 161.11440 161.98820 160.21173
y=10
1 1.74184 1.74184 1.74621 1.73393
2 49.90740 49.90740 49.93705 49.62769
®3 161.07916 161.07916 161.10450 160.17672

A comparagdo das frequéncias realizada na Tab. 5.4, tomaram como base as
caracteristicas da viga, onde as movimenta¢6es sdo suprimidas no apoio engastado e livre na
extremidade da massa concentrada (M). As oscilacdes ocorrem de forma reativa diferente de
zero, e causam uma deflex@o que desempenha um papel crucial nas oscilagdes.

Na Tab. 5.4 os resultados da GITT apresentam semelhangas com os analiticos de
LAURA et al. (1974) e estdo na mesma ordem de grandeza que outros resultados e as
autofrequéncias aumentam de acordo com o nimero dos modos de oscila¢do para os valores de

v, indicando concordancia entre os resultados dos métodos utilizados.

5.4.3 - ANALISE DOS RESULTADOS ASSUMINDO (a=1e b = 0)

Essa analise sera focada na Eq. (4.38) também sem os efeitos do amortecimento e
movimentacao longitudinal. A atencdo é dada a influéncia da tensdo, expressa por meio da
velocidade (v) e da deformagao axial (a), relacionadas a rigidez e a flexao distribuida, além da
rigidez a flexdo (§) (WICKERT, 1992; CHEN e YANG, 2005). Isso resulta no modelo descrito
por uma Equacédo Diferencial Parcial (EDP).

Devido a utilizagdo da EDP, a aplicabilidade do modelo estara condicionada aos valores
estabelecidos pelos parametros nos seguintes intervalos: a € [0,10], € € [0,1], vo € [0,10], £ €

[0,10] e ® € [0,50]. Assim, a equacao geral do modelo serd agora expressa por:
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j=1 k=1

=1 /=1

(5.24)

5.4.3.1 - Analise da convergéncia da condi¢ao de contorno C-C

A analise do comportamento vibracional do apoio C-C sera realizada com base nos
valores numeéricos relacionados aos resultados empregando os métodos de calculos
apresentados por DING e CHEN (2009) e o estabelecido pela GITT, Eqg. (5.23).

Os valores empregados no caso exemplo, se referem a uma viga de aco biengastada com
comprimento L = 1 m, modulo de elasticidade E = 2,1x10!! Pa, densidade volumétrica do
material (ago) p = 7850 kg/m?, tenso inicial To = 7850 N, velocidade de transporte V(t) = 10
m/s, momento de inercia | = 6,67x10"12 m? e area da se¢do A = 2x10° m2. Conforme DING e
CHEN (2009, 2011), quando & = 0,1% representam uma viga rigida de baixa amplitude e
pequena deflexdo, 0,5% uma viga de méedia amplitude no limite da deflexéo, e 1% indica uma
viga de grande amplitude na regido de deformacao do material,

Para o caso avaliado, a excitacdo harmonica sera uniforme e a condigdo inicial terd uma
taxa média de amplitude igual a 0,5% de 1. Os resultados das vibra¢des determinados utilizando
os valores dos parametros: a = 0,04323, € = 0,005, vo = 0,045, £ = 0,00017843, w =67 e N =

32, junto a metodologia da GITT, estdo apresentados nos gréaficos da Fig. 5.35.
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(a) i : (b)
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£ 0 ‘20,0025 1
= E
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o Dinge Chen (2009) - g:l’greChen (2009)
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Figura 5.35 — Representacdo grafica da dindmica de oscilagfes da viga com suporte C—C.
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Os valores mostrados nos gréficos da Fig. 5.35(a) representam o perfil temporal (t) e
em 5.35(b) o perfil espacial () em t = 20 mostram que os resultados de DING e CHEN (2009)
estdo de acordo com os obtidos pela GITT. A pequena diferenca nos resultados é oriunda dos
tipos de métodos computacionais empregados e as precisdes trabalhadas. A escala do tempo
adimensional é a mesma para ambas as analises.

A insercdo do parametro relacionado a deformacéo axial (o) na equagao, exerce baixa
influéncia na dindmica de oscilagdo da viga, que passa a ter comportamento semelhante aos
modelos tratados com os principios da viga de Euler-Bernoulli.

O mesmo acontece com a rigidez a flex&o (&) que depende essencialmente da velocidade
de transporte. Essas constancias ndo ocorrem quando a velocidade de transporte (v) aumenta,
devido a interrelagdo com a deformacéo da viga que pode ficar mais acentuada ao longo do
comprimento e com o passar do tempo.

Esses fendmenos podem ser atribuidos ao fato de o sistema ser feito de ago e estar sujeito
a periodos curtos de tracdo e compressdo, resultantes do tipo de contorno e da pequena area
transversal. Nessas condi¢Oes, a deformacdo por alongamento ou compressédo das se¢Oes do

material estara em equilibrio sisttmico, mesmo quando a frequéncia de oscilacédo € elevada.

5.4.3.2 — Analise da convergéncia da condicao de contorno C-CM

Neste problema tipico da engenharia, a viga exibe deslocamentos laterais, rotacionais e
deflexionais devido a vibragdes transversais. Essas vibragdes sdo causadas por uma tensao
inicial, resultante de uma forca localizada ou variacdo na velocidade de transporte, que flutua
periodica e harmonicamente em torno de um valor médio (PHAM e HONG, 2020).

O termo de deformagéo axial (a) é introduzido na Eq. (5.21), relacionando as flutuacoes
da velocidade de transporte empregando uma EDP na resolugdo do problema, conforme
descrevem WU e LIN (1990); CHEN et al. (2004); CHEN e YANG (2005); OZKAYA e
PAKDEMIRLI (2002); DING e CHEN (2009); SHAFQAT (2015); HUO e WANG (2016);
VARGHAEI et al. (2019).

A avaliacdo numérica sera essencial para demonstrar a inclusdo de a na equacdo do
modelo e estabelecer uma relacdo direta com informac6es da literatura. Devido a dificuldade
em obter dados especificos para essa condi¢ao de contorno, optou-se por utilizar as informacdes

dos testes de convergéncia e da verificagdo numérica.
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Nesse contexto, aplicou-se uma taxa de excitacdo uniforme com amplitude harménica
(€) de 0,1% de n, considerada pequena conforme DING e CHEN (2015). A resposta numérica
dessa aplicacdo, para o apoio C—CM, considerando o = 0, 0,001 ¢ 10 ¢ os autovalores
empregados junto a GITT obtidos para y = 1, utilizando o conjunto de parimetros: € = 0,001,

v=1,v9=0,001,E=2 ¢ ®=35, para N =32 ¢ 1t € [0,20], estdo apresentadas na Fig. 5.36.
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Figura 5.36 — Resultados da incluséo de a como termo da EDP no contorno C-CM.

A Fig. 5.36(a) exibe os resultados do deslocamento transversal w(n,t)x10% utilizado
para avaliar a influéncia do termo relacionado a o nas variaveis da Eq. (5.21). Sendo um
parametro dependente da natureza fisica do sistema, a esta associado a elongacoes especificas
do material, geralmente muito pequenas devido a influéncia do coeficiente de elasticidade (E).

Na Fig. 5.36(b), destacam-se dois momentos oscilatérios representantes da dindmica
vibracional da viga, selecionados nas inimeras curvas geradas nas simulacdes, especificamente
os perfis T = 19 e 20, por serem mais expressivos que 0s demais. Com isso, verifica-se que a
exerce pouca influéncia na movimentacao da viga, especialmente quando o valor da rigidez a
flexdo (&) ¢ elevado. Isso sugere uma deflexdo reduzida e uma deformagdo quase-estatica.
Entretanto, a medida que & diminui, o parametro o passa a desempenhar um papel mais
significativo nos eventos, tornando a deformacéo da viga menos significativa.

Para esta opcao de calculo depende da EDP, com a = 0 ou 10, o comportamento segue
0 mesmo padrédo estabelecido anteriormente, aproxima o modelo a teoria da viga de Euler-
Bernoulli. No entanto, quando a = 0,001, observa-se uma ligeira diferenga nos resultados. 1sso
pode ser atribuido a predominancia numérica do termo que contém o ou a possibilidade de a

viga ter sido submetida a uma deformacéo excessiva (AE) durante a vibracéo.
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5.4.4 - ANALISE DOS RESULTADOS ASSUMINDO (2 =0e b =1)

Nessa condi¢do, 0 amortecimento € desprezado e o alongamento € muito pequeno,
levando os efeitos da presenga de o a compartilhar os esforcos atribuidos ao deslocamento
longitudinal, definindo um processo quase-estatico de deformagdo provocado pela
movimentacao do sistema como descrevem WICKERT (1992), CHEN e YANG (2005), DING
e CHEN (2009) e RAVINDRA et al. (2010).

Por se tratar de um problema de resolucdo analitica diferenciada, a aplicagdo do método
da transformada-integral converte o termo ndo linear da equacdo em uma configuracdo
algébrica empregando uma Equacdo Diferencial Integro-Parcial (EDIP), atribuindo a
aplicacdo dos efeitos devidos exclusivamente ao deslocamento transversal. Isso contempla um
estiramento quase-estatico resultante da deformagéo axial (), gerado pela inércia longitudinal
e influenciado pela rigidez a flexdo média. A solucdo da EDIP ficara associada aos valores dos
intervalos estabelecidos para: a € [0,10], € € [0,1], vo € [0,1], & € [0,10] e ® € [0,50]. Assim,

a equacdo geral passa a ter a forma:

2w N ) o 2 )
ey w007 D) By )+ &l ()
=L j=1 j=1

- i iBij w;(7) ikaf Wy () W(r) =0

j=1 k=1 (=1

(5.25)

5.4.4.1 - Analise da convergéncia da condicdo de contorno C-C

A andlise do comportamento vibracional do apoio C-C sera realizada considerando a
deformacéo longitudinal muito reduzida, a equacdo do modelo aborda aspectos da perturbacao
em (v), manifestando-se de forma ritmica com ligeiras flutuagcfes periddicas devido ao tipo de
apoio considerado (CHEN e YANG, 2005; DING e CHEN, 2009).

O teste de aplicacdo da Eq. (5.25), sera conduzido por meio de uma avalia¢do

comparativa da que utiliza a EDP e a EDIP para 0 mesmo modelo e sistema. Essas abordagens
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sdo capazes de lidar tanto com pequenas quanto grandes amplitudes de oscilagcdes segundo
DING e CHEN (2009).

A taxa média de amplitude harmoénica (¢) estabelecida para essa condicdo é 0,5% de n,
e 0s valores das propriedades usadas junto a GITT sdo os mesmos estabelecidas anteriormente.

Os resultados obtidos para N = 32 e t = 20, estdo mostrados na Fig. 5.37.
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Figura 5.37 — Representacdo grafica da dindmica de oscilacdes da viga com contorno C-C.

Os graficos da Fig. 5.37(a) apresentam o perfil temporal (t) e da Fig. 5.37(b) o perfil
espacial (n), mostram que a EDIP dos movimentos transversais se destaca por evidenciar as
perturbacdes e tensdes do sistema, demonstrando que as diferencas nos resultados séo
relativamente pequenas mesmo para vibragdes de média magnitude. E percetivel que essas
diferencas podem aumentar a medida que as disparidades entre os resultados das amplitudes de
oscilagbes w(n,t) e da velocidade axial (v) crescerem. Essa observagdo sugere que a EDIP

oferecer resultados mais ajustados que a EDP para esse tipo de apoio.
5.4.4.2 — Analise da convergéncia da condicao de contorno C-CM

Com base nos critérios adotados para avaliar a inclus@o de a no termo ndo linear da Eq.
(5.25), a analise das vibra¢6es induzidas pelo deslocamento transversal, rotacional e deflexional
é realizada mediante a aplicacdo da condi¢cdo de contorno C — CM, que resulta na EDIP que
determina as vibracdes transversais decorrentes da influéncia de uma tenséo inicial localizada
ou gerada pela velocidade de transporte.

A verificagdo da aplicacdo de a foi realizada utilizando uma taxa de excitacdo harmonica

(¢) uniforme com amplitude de 0,1% de n. Os resultados considerando o = 0,0001 ¢ 10,
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juntamente com os autovalores obtidos pela GITT para y = 1, foram determinados para o
conjunto de parametros: € = 0,001,y =1, vo= 10,001, { =2 e ® =5, para N = 32 e 1 € [0;20].

Os resultados obtidos estdo apresentados nos graficos da Fig. 5.38.
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Figura 5.38 — Resultados da inclusao de a no termo EDIP do contorno C-CM.

Na Fig. 5.38(a) destaca-se o perfil temporal (t) em funcéo do deslocamento transversal
w(n,7)x10% e o resultado da inser¢do do efeito Integro Parcial (EDIP) na equagdo do modelo
em 1 = 1. Sendo estavel e mais consistente em comparagdo com outros resultados. Isso suaviza
as curvas, contrario ao que ocorre com o modelo representado pela EDP (DING e CHEN, 2009).

Em 5.38(b), para t = 19 e 20, sdo mostradas duas curvas de oscilagdo nas inumeras
simuladas, para evidenciar a eficacia no uso de uma EDIP como equacdo geral do modelo.
Nota-se que o perfil € consistente em todo o comprimento da viga, ao contrario do que ocorre
com o modelo na configuragcdo de uma EDP, que apresenta divergéncias a partir de n > 0,25.

Dessa forma, verifica-se que os resultados da Fig. 5.38, devido a presen¢a de (o)) na
equacdo na forma EDIP, ndo exercem influéncia direta na dinamica vibracional da viga para
esse apoio, mesmo modificando a rigidez a flexdo (£). Ao contrario do que ocorre com uma
EDP. Esse comportamento € atribuido principalmente a presenca da massa concentrada M que

provoca um amortecimento natural ao sistema.
5.4.5 - AVALIACAO NUMERICA DA CONDICAO DE CONTORNO C-C E C-CM

Nessa aplicacdo, a perspectiva € envolver o avancar do uso da GITT para analisar

sistemas de vibracdo que se comportem como uma viga fina e flexivel. Abrangendo a avaliacédo
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da influéncia dos parametros na equacdo governante, analisando as intervenc@es que impactam
na compreensdo das caracteristicas dinamicas da viga.

Para consolidar esse estudo, a analise da movimentagdo da viga pode considerar a
descri¢do comportamental estabelecida na EDIP, onde a =0 e b = 1. Essa escolha foi preterivel

devido a sua precisdo na interpretacdo dos dados, facilitando na analise e compreensdo do
sistema analisado.

5.4.5.1 - Resultados da condi¢ao de contorno C - C

As anélises considerando o contorno C — C, para N = 32 com excitacdo harmoénica (g)
uniforme para o primeiro modo de oscilacdo seguindo as condicfes estabelecidas DING e
CHEN (2009). Obtiveram os resultados do deslocamento transversal em funcéo da velocidade

de transporte (v) ao longo de (n), considerando: « = 0,04323, € = 0,005, ¢ =0,0001783 e w =
67. Os resultados estdo mostrados nos graficos da Fig. 5.39.
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Figura 5.39 — Efeito da velocidade (v) sobre w(n,t) em funcédo de n e contorno C-C.

As curvas Da Fig. 5.39 representam uma infinidade de outras curvas quando t =1, em
5.39(a), T = 14 em 5.39(b) e T = 28 em 5.39(c). Esses resultados mostram a relacdo existente
entre a resposta dinamica da viga e a interferéncia da variacdo da velocidade de transporte (v).

Observa-se que a amplitude mantém o perfil oscilatorio devido ao apoio ser C-C, e a
medida que as velocidades aumentam, ha um desequilibrio das oscila¢cdes que sugere uma

correlagdo direta entre a velocidade de transporte axial (v) e a distribuicdo da energia
vibracional da resposta dindmica da viga.
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A relagéo existente entre (v) e as flutuagOes da velocidade (€) e a frequéncia angular

(w), foi analisada utilizando a = 0,04323, v, = 0,045, £ = 0.0001783 e w = 67. Os resultados

das simulag0es estdo representados nos graficos da Fig. 5.40.
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Figura 5.40 — Efeito da variacdo da velocidade (g) sobre w(n,t) em fun¢do de t contorno C—C

A Fig. 5.40, mostra que as variagdes harmonicas () influem diretamente na resposta do
sistema em relacdo a velocidade de transporte (v) e o tempo de oscil¢do. O valor de € = 0,1%
representam uma viga rigida de baixa amplitude e pequena deflex&o, 0,5% uma viga de média
amplitude no limite da deflex&o, e 1% indica uma viga de grande amplitude na regido de
deformacéo do material, conforme Ding e Chen (2009, 2011). A relagéo entre a rigidez a flexdo
(El) e aintensidade da tenséo aplicada (T) para o apoio C—C em fungéo de &. Sendo a =0,04323,
€ = 0,005, vo = 0,045 e w = 67, tem os resultados das simulagdes do efeito do deslocamento
lateral w(n,t), representado na Fig. 5.41.
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Figura 5.41 — Efeito da rigidez a flexao (&) sobre w(n,t) em fun¢ao de t e contorno C-C.
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Essa analise destaca a intensidade de ¢ em funcdo de t, mostrando que com uma
resisténcia a flexao de 10¢, ha uma alta tensdo, resultando em ciclos oscilatorios continuos. Para
um & simples, a viga oscila no limite da tenséo, sem aparentar bases para instabilidade. No
entanto, ao considerar 0,1¢, a resisténcia a flexdo atinge seu limite proximo a t = 14, devido a
baixa tensdo aplicada.

Esse tipo de avaliagdo € importante porque pode prever possiveis falhas e garantir a
durabilidade da estrutura e a capacidade da viga em suportar deformacdes elasticas e tensdes
sem prejudicar a estrutura. Essa adaptacdo busca manter estabilidade, integridade e assegurar
que a rigidez a flexdo, estéa vinculada as propriedades geométricas do material.

Uma relagdo importante € o teste da resisténcia da estrutura por meio da area da se¢do
(A) e a frequéncia angular (m). Essa relacdo € testada com a = 0,04323, € = 0,005, vo = 0,045 ¢

& =0,0001783, e os resultados dessas modelagens estdo apresentados nos graficos da Fig. 5.42.

4.5

0=67 —mw=67 —m =190

AN

2.5

5
= 0.5 A
o
=
N
-1.5 4
'3.5 T T T T T
5 10 15 20 25

30

T

Figura 5.42 — Efeito da frequéncia angular (®) sobre w(n,t) em fungéo de t e contorno C—C.

A variagdo da area da se¢do transversal (A) exerce pouco ou nenhum impacto em ® ao
longo do tempo. Para uma éarea de 0,2x10° m? e um » = 6,7 o sistema opera proximo ao limite
inferior das oscilac@es, revelando um equilibrio delicado entre energia e deslocamento. Ao
ampliar a uma éarea de 2x10° m2, associada a um ® = 67, o sistema atinge uma regido de
equilibrio mais estavel. Com uma area de 7x10° m? e um ® = 190, o sistema se aproxima do
limite superior das oscilacGes, que pode se tornar instavel e de comportamentos pouco
previsiveis, indicando gasto energético a manter o movimento.

Essas observacfes evidenciam que as oscilacdes desse sistema se tornam sensiveis nas

proximidades dos contornos o dos limites vibracionais. Podem prejudicar o funcionamento do
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sistema devido ao relaxamento ou enrijecimento da viga, associada a espessura que limita a
flexdo e deformacdo. Essas constatagfes destacam a relevancia da interacdo da geometria do
sistema e sua dindmica vibracional, sublinhando a necessidade de consideragdes precisas para

otimizar seu desempenho e resguarda a seguranca.

5.4.5.2 - Resultados da condicao de contorno C - CM

Considerando a analise paramétrica da Eq. (5.22), para 0 apoio C-CM. Considerando o
efeito da velocidade de transporte (v) sobre o deslocamento transversal, utilizando os valores
numéricos a«=0,04323, ¢ = 0,005, § = 0,0001783 e w =9, 5 e 2. Os resultados obtidos estdo

representados nos graficos da Fig. 5.43.
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Figura 5.43 — Efeito da velocidade (v) sobre w(n,t) em funcéo de n e contorno C-CM.

Os resultados da Fig. 5.43(a) paray = 0,1, 63(b) paray =1 e 63(c) paray = 10, mostram
a relacdo entre a resposta dindmica da viga e a velocidade de transporte (v) orientada pela razéo
de massa (y) em fungdo de t. Dentre as infinitas curvas geradas, foram destacadas as curvas
representantes para T = 1 na parte inferior do grafico e T = 28 na parte superior. Essas curvas
mostram a cedéncia da viga devido a vy, elevando a amplitude da oscilagdo a medida que v
intervém na flexibilidade relacionada a energia consumida na movimentagéo da viga.

A andlise da relacdo entre a velocidade de transporte (v) e o desvio harménico da
velocidade (¢) foi realizada utilizando os valores de a. = 0,04323, £ = 0,005, vo = 0,045 e ® =9,

5 e 2. Os resultados dessas simula¢es estdo apresentados nos graficos da Fig. 5.44.
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Figura 5.44 — Efeito das flutuagdes da velocidade () em funcédo de t e contorno C-CM.

Os resultados da Fig. 5.44 apresentam os efeitos das flutuages (€) da velocidade sobre
o deslocamento transversal em diferentes valores de y. Os resultados, independentemente de v,
indicam que o comportamental da viga é similar em todas as situacdes.

O conceito de rigidez estabelecido em DING e CHEN (2009, 2011) sdo validos mesmo
para valores de € < 0,5%. A movimentacdo é dinamicamente idéntica, com a mesma amplitude,
enquanto acima desse valor apenas ocorre 0 aumento da amplitude. Para y = 0,1, 0 desvio da
flutuacdo tende a diminuir pela estatica da viga. Em y = 0,1, o perfil permanece constante ao
longo do tempo, e em y = 10, a flexdo passa a ser preponderante devido a acao de M.

A analise da relacdo entre a rigidez a flexao (El) e a intensidade da tensdo aplicada (T)
através do adimensional & para o apoio C-CM, utiliza « = 0,04323, ¢ = 0,005, vo = 0,045 e w =

9, 5 e 2. Os resultados dessas modelagens estao apresentados nos graficos da Fig. 5.45.
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Figura 5.45 — Efeito da rigidez a flexdo (&) em funcédo de n e contorno C-CM.
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Essa andlise evidencia o impacto da intensidade de ¢ para diferentes valores de y, em
(@) y=0,1, (b) y=1e(c) y = 10, cujo perfil oscilatorio € mantido mesmo diante da variacdo do
deslocamento lateral w(n,t). Nas &reas centrais dos graficos, sdo observadas as deflexdes para
T = 14 ¢ nas partes mais extremas as deflexdes para Tt = 28.

Quando a resisténcia a flexdo é de 10¢, ocorrem ciclos oscilatorios amplos. Para um &
simples, a movimentacdo ocorre em amplitudes de equilibrio no ciclo oscilatério. Com uma
resisténcia a flexdo de 0,1¢, ha certo relaxamento das oscilagdes atingindo limites
intermediarios de amplitude.

A interacdo entre y e &, mostra uma dindmica influenciada pelo valor de M que ocasiona
um retardo nas movimentacdes e gera uma frequéncia compensatoria ao ciclo oscilatorio,
contribuindo para a instabilidade do sistema, e mostrando que a complexidade do
comportamento estrutural é influenciada pela resposta dinamica e energia envolvida nas
movimentacdes devido ao apoio C-CM.

Quando y = 0.1, as oscilacbes sdo predominantemente causadas pelas deflexGes da
propria viga, para y = 1, o sistema concentra seus esforcos em manter o equilibrio das forcas
deflexionais, buscando minimizar quaisquer desvios significativos. Por outro lado, quando y =
10, as oscilagGes tendem a induzir ao longo do tempo uma simetria nas deflexdes devido a
influéncia da massa concentrada. De alguma forma, esse tipo de apoio gerou a formagéo de
modos vibracionais diferentes dos modos classicos apresentados em LAURA et al. (1974).

A resisténcia estrutural da viga é medida pela relagdo entre a area da secdo (A) e a
frequéncia angular (w). Essa relacéo foi testada para a = 0,04323, ¢ = 0,005, vo = 0,045 € & =

0,0001783. Os resultados das simulacdes estdo apresentados nos graficos da Fig. 5.46.
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Figura 5.46 — Efeito da frequéncia angular (o) em fung¢ao de t e contorno C-CM.
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Na Fig. 5.46, cada conjunto de curvas de o corresponde a diferentes valores de y. A
associacdo de ® com V influencia escalonadamente na amplitude ao longo de 1. A variacao da
area esta relacionada a variacéo da espessura da viga. Com uma area de 0,2x10° m?, os valores
de ® sd3o menores; com uma area de 2x10™° m?2, os valores s3o intermediarios; e com uma area
de 20x10™° m2, eles sio maiores. A relagdo entre o, y e a area (A) mostra como as caracteristicas
geométricas da viga afetam sua resposta dindmica sob diferentes tipos de massa e energia.

Quando y = 0,1, as oscilagBes seguem um padrdo de movimentos que leva mais tempo
para dissipar a energia da carga aplicada, resultando em oscilag¢des significativamente maiores
que de equilibrio causado pela interferéncia da massa da viga independente do aumento da
rigidez e de M. Por outro lado, para y = 1, as oscilagfes concentram-se na movimentacao
provocada pela presenca de M, resultando em um equilibrio dindmico proprio devido a
semelhanca das massas, 0 que causa uma perda gradual de energia ao longo do ciclo oscilatorio.
Quando y = 10, as movimentacdes sdo coordenadas pela presenca de M, que leva o sistema a
um elevado patamar de amplitude, mantendo o perfil oscilatdrio independente da rigidez. Isso
é devido a compensacdo da perda de energia pela baixa frequéncia de oscilacao.

Essas observacgdes destacam como diferentes valores de y influenciam na dindmica e
dissipacéo de energia no sistema. Evidenciando a sensibilidade das oscila¢des nas proximidades
dos limites vibracionais. A interacdo entre a geometria do sistema e dindmica vibracional
ressalta a importancia de observagdes precisas da otimizacdo do desempenho e garantia da

seguranca, especialmente em relacdo a rigidez da viga que limita a sua flex&o.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E RECOMENDA(;OES FUTURAS

6.1 - CONCLUSOES

Esta tese se dedica & analise de sistemas cujas vibragfes podem comprometer sua
operacionalidade, integridade e seguranca do sistema. Os resultados numéricos obtidos
fornecem conclusdes Uteis para projetos de engenharia enfrentando esse desafio, contribuindo
para aprimorar a eficacia operacional e a integridade dos sistemas em questao.

Dessa forma, o objetivo do trabalho passou a ser a verificagdo do comportamento de
estruturas simples ou complexas frequentemente dependem de sistemas que se assemelham a
cordas ou vigas, podendo estar simplesmente apoiada, restritas ou livres, com ou sem
amortecimento.

Esses objetivos quando aplicados, podem fornecer modelos que controlem as vibragdes
ou dissipacédo da energia acumulada. Que possam ser empregados em uma variedade de setores,
incluindo: construcdo civil, inddstria naval, indastria de alimentos, ferrovias, elevadores em
geral, linhas de transmissdo ou distribuicéo elétrica, correias, serras de corte, cabos teleféricos,
manipuladores robdticos, tubulages, vigas, e outras aplicagdes.

Na historia dessa tematica, notou-se uma progressiva complexidade evolutiva dos
modelos, em contraste aos primeiros modelos que essencialmente eram idénticos. Essa
evolucgdo trouxe um aumento no grau de dificuldade na resolucdo matematica e com isso, a
necessidade do uso de computadores.

A inclusdo da computacdo desempenhou um papel importante na melhoria das
simulagdes, possibilitando executar modelos cada vez mais aprimorados. Tendo uma maior
eficiéncia na quantidade de termos, nas condi¢des de contorno e na precisao dos resultados. Por
conseguinte, os projetos se tornaram mais dinamicos e adaptaveis as necessidades especificas
de cada problema.

Assim, o desenvolvimento desse trabalho se fundamentou nas equag6es dos modelos
originais (primarios) de vibracdes de cordas e vigas flexiveis, examinando as aplicacdes
teoricas e praticas de cada caso. Destacando a relevancia da contribuicdo das metodologias
empregadas na atualizacdo dessas informacdes devido a aplicagdo da Técnica da Transformada

Integral Generalizada — GITT.
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Os casos estudados foram selecionados de forma a oferecer uma avaliacdo e atualizacao
dos métodos estabelecidos envolvendo o comportamento de estruturas homogéneas, esbeltas e
flexiveis sujeitas a oscilagdes transversais e movimentacdes longitudinais. Considerando
diferentes condi¢6es de contorno, como engastada e movel, considerando ou ndo a presenca de
amortecimento.

As diferentes formas de avaliar as equacdes incluiu a aplicacéo do principio de Hamilton
para estabelecer quatro modelos distintos de vibragdo de Cordas e um modelo de vibragédo de
Vigas, ampliada para a teoria da viga de Euler-Bernoulli. Que relaciona o célculo da deflex&o
de uma viga ao carregamento dindmico, formulada a partir de uma equacéo diferencial parcial
de 42 ordem.

Todas as equacOes foram obtidas usando a técnica da GITT, sendo apresentadas em
termos de funcBes elementares ou especifica para cada sistema. Essas equacBes basearam-se
nas informag@es parametricas incorporadas aos modelos, avaliando e discutindo os efeitos das
vibracGes e das frequéncias naturais, levando em consideracdo a sensibilidade do método e a
caracteristica dinamica individual de cada sistema.

Buscou-se explorar a aplicabilidade da GITT como metodologia eficaz na solucdo de
uma gama de problemas, incluindo equacdes integro-diferenciais. Essas equagdes combinam
simultaneamente caracteristicas de Equacdes Diferenciais Integro Parciais (EDIP) e Equacdes
Diferenciais Parciais (EDP). A técnica da GITT pdde entdo, lidar com essa classe especifica de
problema e proporcionar valiosas consideragfes para solugdes futuras.

A contribuigdo mais marcante e INEDITA foi a introdugdo de uma nova forma de
calculo que soluciona os problemas de valores de contorno, especificamente para condi¢des de
contorno ndo classicas (C — CM), na formulacdo da solucdo pela GITT. Essa abordagem
depende dos autovalores sem a necessidade de utilizar filtros, evitando modificar a propriedade
de ortogonalidade das autofungdes. Essa solugcdo inovadora permitira lidar com uma série de
problemas, ampliando o uso dessa metodologia e fornecendo solugGes para outros tipos de caso.

Uma outra contribuicao significativa foi o desenvolvimento de uma abordagem modular
das equacdes governantes, que permite ajustar os modelos desenvolvidos pela GITT de acordo
com a necessidade de cada problema. Determinando uma gama de possibilidades na escolha do
mais apropriado para o uso operacional. Tudo isso, empregando uma Unica equagao tanto para
0 modelo de Cordas e como para 0 modelo de Vigas.

Esse enfoque flexibiliza ou desabilita a incorporacdo de parametros e permite adicionar

ou remover termos especificos nos modelos, conforme a necessidade de estudo em diferentes
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casos. Possibilita também a inser¢do de dados fisicos e a realizacdo de simulacdes mais
abrangentes. Viabiliza uma variedade de combinagdes e uma plataforma de arranjos, que podem
ajudar nas andlises mais profundas e a exploracdo de inimeros cenarios de aplicacéo.
Identificando comportamentos e padr@es que ndo seriam possiveis de serem observados com
outros modelos.

As estruturas analisadas foram submetidas a pontos de fixacdo ou apoios, os quais foram
convertidos em condic6es de contorno chamadas de Classicas (C — C) e as N&o-classicas (C —
CM). Estas altimas envolvem combinacgdes de apoios estruturados conforme os principios de
articulacdo e funcionalidade do sistema. Levando em conta fatores como tenséo, deformacéo,
cisalnamento, flexdo, velocidade de transporte, rigidez do material, amortecimento e
intensidade da carga. As aplicacdes dessas condi¢cdes de contorno foram analisadas e seus
resultados foram testados e validados utilizando valores de outros autores, demostrando
compatibilidade entre os resultados.

Em todos os modelos foi observado que a velocidade de transporte tem um
protagonismo em pequenos valores. Para valores maiores, seu comportamento torna-se
complexo e limitado ao regime estabelecido pela velocidade de processo, produzindo
harmonicos de amplitudes diferentes que servem como indicativos de mudanca de frequéncia
e propostas de analises experimentais.

Tanto na vibracdo de Condas como em Vigas a frequéncia angular é crucial para a
integridade comportamental do sistema e para garantir o bom funcionamento do sistema.
Alguns modelos consideram o autoexcitagdo ou estimulos externos como causas de vibragdes
gue podem ser nocivas aos suportes ou desbalancear o amortecimento. Nesses modelos, apesar
das oscilacbes carateristicas serem diferentes conforme as autofrequéncias, a dissipacdo de
energia se mantém relativamente baixa, mesmo o esforgo sendo méximo na posicao central.

A flexdo nos modelos, € um parametro que afeta a capacidade de oscilagdo. Na oscilacéo
de cordas, se for pequena, causa deformacao e reduz a amplitude da oscilacdo e se for grande,
pode causar deformidades longitudinais severas. Em oscilacdo de vigas, exerce pouca
influéncia devido a rigidez do material (AE). Sua influéncia é significativa se estiver atuando
em conjunto a velocidade do sistema.

Os demais parametros sdo préoprios de cada modelo. Como a velocidade caracteristica,
que interfere de maneira especifica na estabilidade do sistema devido a aceleracdo e
desaceleracdo da movimentacdo longitudinal. Essa acéo gera pontos de instabilidade (||pj|| > 1)

que sdo identificados pela teoria de Lyapunov-Floquet.
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Para o apoio C-C a deformagao axial exercer influéncia de acordo com o tipo de material
da viga. Se a rigidez a flexao for grande (pouca flexibilidade) e a velocidade de transporte
elevada as oscilagdes serdo semelhantes a uma viga de Euler-Bernoulli, mas se for pequena, a
deformagdo ganha espago e se acentua com o passar do tempo e ao longo da viga.

Para o0 apoio C-CM, os padrdes de andlise variam devido a relacdo de massa, provocada
pela presenca da massa adicional (M). Resultando em um comportamento oscilatério amplo no
inicio, que diminui com o tempo até alcancar um equilibrio oscilatério sem dissipacdo de
energia. Também se observa um consumo elevado de energia mesmo para pequenas deflexdes.

Portanto, a proposta do trabalho foi contribuir com a resolugéo de problemas especificos
por meio da aplicacdo da técnica da GITT, abrindo uma perspectiva de resolu¢cdo matematica
para varios tipos de problemas. Sua aplicacdo pode levar a abordagens contemporaneas que
promovam uma compreensdo mais profunda e precisa dos fendmenos estudados, resultando em

avangos significativos no campo de andlise de vibragdes em estruturas flexiveis.
6.2 - RECOMENDACOES FUTURAS

A continuacdo deste trabalho seguira a trajetoria da técnica da GITT aplicada nesse tipo
de andlise, que se torna um tema de grande relevancia devido a sua influéncia na determinacéo
das vibrac@es de sistemas flexiveis homogéneos e esbeltos.

Esses resultados podem ser estendidos e aplicados em outros ambientes e contextos,
ampliando assim o impacto e a aplicabilidade da técnica. Conforme seguem abaixo uma lista
de recomendagdes para a continuacéo da pesquisa em etapas subsequentes:

1. Realizar uma andlise mais aprofundada dos parametros de entrada, como a, B, & ¢ ®, para

entender melhor seu impacto no comportamento de sistemas flexiveis como cordas e vigas.

2. Explorar as condi¢cbes de contorno em diferentes estruturais geometrias, para avaliar a

robustez dos modelos propostos em uma variedade de cendrios da engenharia.
3. Empregar métodos estatisticos de anélise de dados para investigar as inumeras combinacdes

dos parametros dos modelos, e depois determinar os valores ideais visando otimizar e melhorar

o desempenho e a eficiéncia do sistema analisado.
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4. Validar experimentalmente os resultados obtidos teoricamente por meio de simulacdes
computacionais, garantindo a confiabilidade e a aplicabilidade pratica dos modelos

desenvolvidos.

5. Estender a analise para incluir maiores interacfes nao lineares e fenébmenos de acoplamento,

para uma compreensdo mais abrangente do comportamento do sistema em condicdes reais.

6. Usar as condicdes de contorno sem aplicacéo de filtro e com aplicacao de filtro, para testar

esse ponto da contextualizacdo desse tipo de problema.

7. Realizar aplicacdes praticas dos modelos desenvolvidos em diferentes campos de aplicacéo,
como na andlise dindmica de transporte de fluidos de diferentes densidades em condutos com
varios regimes de escoamento. Para demonstrar a utilidade e a relevancia dos modelos em

outras areas da engenharia.

Além disso, vale considerar:

- Aplicar esses conceitos em sistemas que testam materiais existentes ou novos materiais que
precisam de uma resposta rapida para projetos de engenharia que precisam ambientar uma

garantia de continuidade ou funcionamento eficaz para que possam entrar em operacéo.

- Ampliar esses conceitos para outros sistemas de uso comum no cotidiano humano ou em
processos de fabricacdo, como os que operam utilizando cordas e vigas flexiveis ou similares,
e processos que fazem uso de sistemas semelhantes como placas finas, estruturas espessas,
longas, vazadas, etc., ou processos que empregam vigas fixas ou moveis, articuladas ou néo,
como em estruturas mais complexas, de cama elastica olimpica, guindastes, pontes elevadicas,

cabos submarinos e outros sistemas desse porte.

- Complementar a pesquisa com o uso de resultados experimentais obtidos em laborat6rios
especificos de vibragdo, o que aprimoraria 0 uso dos modelos e refinaria os resultados da GITT,
aproximando para casos mais realisticos de sistemas de engenharia, desde estruturas simples

até estruturas mais planejadas.
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